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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящая книга написана как учебник для студентов ВУЗов по 
дисциплине «Электродинамика и распространение радиоволН>> для спе
циальностей направления Радиотехника. Содержание книги соответст
вуеттребованиям «Государственного образовательного стандарта выс
шего профессионального образования. Направление подготовки дипло
мированного специалиста - 654200 - Радиотехника. Квалификация -
инженер. Москва, 2000 г.» и программе дисциплины. Книга также мо
жет быть использована для подготовки бакалавров и магистров по на
правлению «Радиотехника». 

При подготовке рукописи книги использован многолетний 
опыт чтения лекций по этой и смежным дисциплинам. Строгому и при
ближенному анализу электромагнитных явлений в книге сопутствует 
подробное обсуждение с помощью большого количества иллюстраций 
их физического содержания. По ключевым вопросам дисциплины даны 
примеры расчетов. Задачи в конце каждой главы могут быть использо
ваны в качестве контрольных и при организации самостоятельной рабо
ты студентов над длисциплиной. 

Математический аппарат соответствует программе дисциплины 
«Высшая математика». Предполагается, что студенты изучили следую
щие дисциплины «Физика»: «Электростатика», «Постоянный тою>, 
«Электромагнетизм», «Оптика» и раздел «Теория длинных линий» дис
циплины «Основы теории цепей». 

При самостоятельном изучении курса «Электродинамика и рас
пространие радиоволю>, а также при первом чтении книги вопросы, 
папечанные петитом, могут быть опущены. 

Автор с благодарностью использовал советы и замечания док
тора технических наук профессорв Е.Н. Васильева для улучшения со
держания этой книги. 

Помощь в оформлении рукописи книги оказали О.В. Алпатова, 
А.А. Белецкий, И.Э. Гамолива и И.Н. Краснокутская, за что выражаю 
им искреннюю признательность. 

Во втором издании учебника устранены опечатки, допущенные 
при первом издании. 

Советы и замечиня по содержанию книги прошу направлять ав
тору. Они будут приняты с благодарностью. 
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Основные обозначения и сокращения 

A(p,t) 
p = p(x,y, z) 
t 
Е, Н 

p;t,fl 

D,B 

j,J,I 
м 
р 
Eo,J.to 

Ea,J..ta 

E,J.t 

ra . Р:а 

k3,kм 
(J 
Q(t) 
Q 
i(t) 
v 

с 

vф,vrp 
w,f 
л 
prrr, ре 

prrr,Pc,Pr 
w3,wм,w 

W',Wм,W(t) w п 
Э(t) 
и 
Ф.w 

У о 
k 

-мгновенное значение векторного nотенциала, 

-точка наблюдения физической величины, 

-время, 
-векторы наnряженностей электрического и магнитного 

nолей, 
-nлотности объемного, nоверхностного и линейного элек-

трических зарядов, _ i _ _ 

- векторы электрическои и М!II"итнои индукции, 

-плотности объемного, поверхностного, линейного элек-
трических токов, 

-вектор намагничивания, 
-вектор (электрической) nоляризованности, 
-электрическая и магнитная nостоянные, 

-диэлектрическая и магнитная проницаемостн, 

-относительные диэлектрическая и магнитная проницае
мости, 

-комnлексные диэлектрическая и магнитная проницаемо
сти, 

-диэлектрическая и магнитная восприимчивости, 

-удельная проводимость среды, 
-электрический заряд, 

-добротность, 

-электрический ток, 

-вектор скорости, 
-скорость света в свободном пространстве, 
-фазовая и групnовая скорости, 

-частоты, 

-длина волны, 

-nлотности мощностей потерь и стороннего источника, 

-мощности потерь, стороннего источника и излучения, 

-nлотности энергий электрического, магнитного и элек
тромагнитного (ЭМ) nолей, 

-энергии электрического, магнитного и электромагнитно-
го полей, 

-характеристическое соnротивление nространства, 

- вектор Пойнтинга, 
-электродвижущая сила (э.д.с.), 
-наnряжение, 
-угол (фаза), 

-nостоянная Фарадея, 

-коэффициент распространения волны, 
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-коэффициенты затухания и фазы, 

глубина nроникновения ПOJIJI в среду, 

-активные СОСТЗВЛJiющие сопротивления и nроводимости 
излучения, 

-функциJI Грина, 

-характеристика наnравленности излучатеJIJI, 

- характеристические сопротивления электрической и 
магнитной волн, 
волновое соnротивление линии, 

-объем, поверхность (площадь), длина тела, 

-элементы объема, поверхности (площади), длины, 

-дельта-функциJI, 

поверхность (площадь) поперечного сечения тела, 

перпендикулярное,параллельное, 

-орты декартовой системы координат (ДСК), 

-орты цилиндрической системы координат (ЦСК 
(r,qц) ), 

-орты сферической системы координат (ССК (R,O ,f(J) ), 
-мнимая единица 

-комплексная амллнтудл (мгновенного значения a(p,t) ), 

фаза комплексной велнчИIIЪ!, 

-действительное и мнимое значение а , 
-комплексно оопрJiженная величина. 

Примечание: Индекс «М» над обозначеннем физической величины означает -

«магнитная)). Наnример, А" комплексная амплитуда магнитиого векторного потен-
циала. 
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ВВЕДЕНИЕ 

1. Электродинамика изучает электромагнитные (ЭМ) явления, 
возникающие при движении и взаимодействии электрически заряжен
ных частиц. Ее содержанием является учение об особом виде мате
рии ЭМ поле и его связях с зарядами и токами. Одним из проявлений 
существования ЭМ поля является воздействие его с силой Лоренца F 
на движущийся со скоростью v электрический заряд Q 

F(p,t) Q(E+[v,B]f, (В. l) ._.iJ 
где E(p,t) - вектор напряженности электрического поля, В(р,t) 
вектор магнитной индукции, р - точка наблюдения, t -время. 

Кроме функций Е , В для описания ЭМ поля вводится вектор 
напряженности магнитного поля H(p,t) и вектор электрической ин-

дукции D(p,t). Векторы D и Н характеризуют состояние среды под 

действием ЭМ поля. Векторы Е, D описывают электрическое поле, 
а В , Н магнитное поле. В ЭМ поле электрическое и магнитное поля 
взаимосвязаны. 

ЭМ волнами называют возмущения ЭМ поля, распростраияю
щиеся в пространстве. Свойства ЭМ поля существенно зависят от ско
рости изменения во времени описывающих его векторов. Важным слу
чаем является гармонический закон изменения, при котором, например, 

E(p, t) = E(p)cos[rot + \jJ(p)], 
где Е(р) и rot+\jl(p) - амплитуда и фаза (фаза колебаний) вектора 

напряженности электрического поля в точке р , \jJ начальная фаза 

(колебаний)- фаза при t = О , ro = 2тсf - круговая частота, f I/T -

частота колебаний, Т - период колебаний. В пространстве с парамет
рами вакуума f = с/Л, где Л длина волны, с - скорость распро-

странения волны (в вакууме) с = 2,997925 ·108 м/с"' 3 ·108 м/с . 

В частном случае, когда ro = О , электрические заряды и токи во 
времени не меl",Яются (постоянны). Тогда поле зарядов описывается 
электростатическим полем, а поле токов магиитостатическим полем 
(стационарные поля). 

В современной физике различают радиоволны, световые волны 
(к последним относят видимую, инфракрасную и ультрафиолетовую 
части спектра), рентгеновское излучение и у -излучение. Процессы воз-

буЖДения, приема, распространения ЭМ волн, их взаимодействия с ве
ществом в диапазоне радиоволн достаточно nолно описываются уравне-
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ниями классической электродинамики - уравнениями Максвелла. 
В диапазонах более коротких волн определяющую роль играют процес
сы, имеющие квантовую природу. Поэтому в инфракрасном и микро
метровом диапазонах используются комбинации методов классической 
электродинамики и квантовой электродинамики. 

Классическая (макроскопическая) электродинамика приписыва
ет ЭМ полю толъко волновые свойства, а элементарным частицам -
только корпускулярные. ЭМ поля могут накладываться друг на друга 
и существовать в одном и том же пространстве, а частицы вещества не 
обладают этим свойством. ЭМ поля и частицы взаимно проницаемы 
и существуют в одном и том же объеме, взаимодействуя друг с другом. 

Квантовая электродинамика изучает законы микромира. При 
этом свойствами материи являются единство волновой и корпускуляр
ной природы всех микрообъектов и взаимопревращаемость различных 
видов материи. ЭМ поле трактуется состоящим из обладающих корпус
кулярио-волновой природой дискретных фотонов. Фотоны не имеют 
массы покоя, распространяются со скоростью света в вакууме и цели
ком поглощаются или излучаются атомами. 

Используются следующие определения ЭМ поля и электриче
ского заряда: ЭМ поле есть особый вид материи, отличающийся непре
рывным распределением в пространстве (ЭМ волны, поле заряженных 
частиц) и обнаруживающий дискретность структуры (фотоны), характе
ризующийся в свободном состоянии способностью распространения 
в вакууме (при отсутствии сильных гравитационных полей) со скоро-

стью, близкой к 3 ·l08 м/с , оказывающий на заряженные частицы сило

вое воздействие, зависящее от их скорости. 
Электрический заряд есть свойство частиц материи (вещества) 

или тел, характеризующее их взаимосвязь с собственным ЭМ полем и 
их взаимодействие с внешним ЭМ полем; имеет два вида, известные как 
положительный заряд и отрицательный заряд; количественно определя
ется по силовому взаимодействию тел, обладающих электрическими 
зарядами. 

В соответствии с Регламентом радиосвязи к радиоволнам (ра
диодиапазону) относят ЭМ волны с частотами от 3 кГц до 3 ТГц. Рас
пределение радиоспектра по диапазонам приведело в табл. B.l, в кото
рой указаны их названия и приняты е сокращенные обозначения. 

Применеине радиоволн в радиосвязи, радиовещании, телевиде
нии, радионавигации, радиолокации, космической радиосвязи и управ
лении космическими аппаратами, в медицине и биологии, измеритель
ной технике, технологии и т.д. стимулировало развитие электродинами
ки. В свою очередь радиотехника и радиофизика являются опытной ба
зой для электродинамики. 

7 



Таблица B.l*J 
Номер Границы диапазона Название диапазона по Сокращенное 
полосы по частотам и по частотам и по длинам волн обозначение 

длинам волн русское между-
народ-
ное 

4 3-30 кГц Очень низкие частоты онч VLF 
100-10 км Мирнаметровые волны (СДВ) 

( сверхдлинные во.цны) 
5 30-300 кГц Низкие частоты ! , нч LF 

10-l км Километровые во.fr�ы (ДВ) 
(длинные волны) 

6 300-3000 кГц Средние частоты сч MF 
1000-100 м Гектометравые волны (СВ) 

(средние волны) 
7 3-30 МГц Высокие частоты вч HF 

100-10 м Декаметровые волны (КВ) 
(короткие волны) 

8 30-ЗООМГц Очень высокие частоты овч VHF 
10-1 м Метровые волны (УКВ) 

(ультракороткие волны) 
9 300-3000 МГц Ультравысокие частоты УВЧ UНF 

100-10 см Дециметровые волны (УКВ) 
(ультРакороткие волны) 

10 3- 30ГГц Сверхвысокие частоты свч SHF 
10-1 см Сантиметровые волны (УКВ) 

(ультракороткие волны) 
1 1 30-300 ГГц Крайне высокие частоты квч EHF 

10-l мм МиллиметРовые волны 
12 300-3000 ГГц Гипервысокие частоты гвч 

l-0,1 мм Децимиллиметровые 
волны 

*) Множители и nриставки для образования десятичных кратных единиц, их иаименова
ни�t (и обозначения): 101• дека (да), НУ- rекто (г), 103 кило (к), 106 мега (М), 
109 rиra (Г), 1 ot2- тера (Т). 

Основные параметры радиотехнического устройства, приме
няемого для излучения, канализации или приема ЭМ волн, зависят от 
отношения геометрических размеров устройства к длине волны. Часто 
эти размеры должны быть равны сотням и даже тысячам длин волн. Яс-
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но, что для уменьшения габаритов, веса, стоимости устройства, повы
шения информационной емкости каналов связи и т.д. желательно ис
пользовать ЭМ волны с возможно меньшими длинами волн. Однако, 
при этом могут возрастать стоимость генераторов ЭМ энергии, техни
ческие трудности реализации устройств (например, механические до
пуски на изготовление устройства связаны с А), стоимость устройств 
обработки сигнала (радиоприемника). Следует иметь в виду, что ра
диоволны разных диапазонов по разному затухают при распростране
нии в природных условиях или при их канализации по направляющим 
структурам. 

Схематехнические радиотехнические расчеты в полосах 4-8 ра
диодиапазона (табл. B.l) базируются на теории цепей с сосредоточен
ными параметрами. Применяются первый и второй законы Кирхгофа 
и понятия емкости, индуктивности, сопротивления. Элементы цепи, их 
реализующие, имеют геометрические размеры L , значительно меньшие 
длины волны А . При этом пренебрежимо мало излучение ЭМ поля ка
ждым элементом цепи. Но это условие можно выполнить только при 
(сравнительно) больших значениях А, т.е. при (относительно) малых 
частотах, когда векторы ЭМ поля (и токи в цепи) во времени меняются 
медленно. Это условие ( L <<А ) называют условием квазистапионарно
сти. Уже начиная с 8-й полосы (диапазона метровых волн}, условие ква
зистационарности выполнить трудно и расчеты радиотехнических уст
ройств должны основываться на методах электродинамики. К таким 
устройствам относятся объемные резонаторы, направляющие и замед
ляющие структуры, согласующие устройства, фильтры, циркуляторы, 
гираторы, антенны, поляризаторы, отражатели ЭМ воли и др. 

2. Классическая электродинамика основана на представлении 
о непрерывном электрическом заряде и сплошной (непрерывной) по
коящейся среде. В среду вводится покоящаяся ортогональная система 
координат, в которой определена покоящаяся точка наблюдения р. 
В частности, в декартовой системе координат (ДСК) р = p(x,y,z). 
В математическом смысле непрерывные функции координат E(p, t), 
H(p,t) и D(p,t), B(p,t) описывают реально существующее физиче

ское поле в каждой точке р . 
Величины, описывающие ЭМ поле, необходимо измерять и ре

зультаты измерений относить к «точке наблюдения р », рассматривае-

мой в физическом смысле. Эта последняя не может являться точкой р 
в математическом смысле. Считаем, что в «точке наблюдения р » рас

положен измерительный прибор, извлекающий энергию ЭМ поля из 
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некотороrо расположенного вокруг точки р объема 11. V , хотя и мало

го, но конечных размеров. 
При исследовании явлений электромагнетизма ниже применя

ется математическое моделирование. Замещение объекта 01 объектом 

02 для изучения или фиксации важнейших свойств 01 с помощью 02 

называется моделированием объекта 01 объектом 02 [1, 2]. Оригина
лом WlU натурой называют замещаемый (моделируемый) объект, моде
лью - заместитель оригинала. Математи�еские модели обеспечивают 
переход к оригиналу, фиксацию и прибщ(женное описание ero свойств 
и отношений с помощью математическиХ 'tlhoдoв. 

3. Электрические и маrnитиые явления в природе люди наблюдали с древней
ших времен. Но учение об этих явлениях родилось на границе только 1 6- 1 7 вв., когда 
наука объявила оnыт основным источником nознания. 

История электродинамики - это история эволюции фундаментальных физиче
ских понятий, теоретических представлений, это борьба конкурирующих концепций 
и гипотез [3, 4). 

Начало учения об электричестве и магнетизме связано с 1600 r., когда появи
лась книга Гильберта «0 магните». В ней впервые систематизированы результаты экспе
риментальных исследований электрических и магнитных явлений и намечен nуть по
строения теории на основе опытных данных. До середины 18 века были установлены 
важные опытные результаты: обусловленное электричеством притяжение и отталкивание 
( 1 672 г., О. Герике), получена электрическая искра, открыто, но еще не осознано, деление 
веществ на проводники и изоляторы ( 1 729 г., С. Грей), существование двух видов элек
тричества ( 1 733- 1 737 rr., Ш. Дюфе). Достиrнуты успехи в изучении маrнетиэма.. В трудах 
Ньютона отмечается специфика, но и общность, электрических, магнитных и граяитацн
онных сил, утверждается концепция близкодействия и дJIJI объяснения природы электри
ческих взаимодействий привлекается гипотеза существования эфира. 

Практическое применекие электричества и поиск путей построения математи
ческой теории на основе оnытных данных началось со второй половины 1 8  века. С именем 
Б. Франклина ( 1 706- 1 790гr.) связано появление гипотезы об электричестве как особой 
материальной субстанции, применение устройства защиты от электричества- громоот
вода. В физике появилось поиятие положительного и отрицательного электричества 
(Р. Симмер). В 1 785 г. Ш. Кулоном установлен закон взаимодействия двух точечных заря
дов, служащий одним из экспериментальных оснований классической электродинамики; 
его обобщением является теорема Гаусса. С именем А. Вольта ( 1 745- 1 827 гr.) связан ряд 
изобретений электроизмерительных приборов, «вольтова столба»- первого источника 
постоянного электрического тока, введение в электростатикУ количественной оnределен
ности, терминов {<Электрический заряд, напрюкение, электроемкОСТЬ>}. Найдено два вида 
э.д.с. - контактной и термокоитвктиой. В 1826 г. устаиовлен закон Ома (Г. С. Ом). 

В 1820 r. Г. Х. Эрстедом открыто магнитное действие электрического тока и 
1 9-й век начался изучением электромагнетизма. В 1820 г. установлен закон Бно-Савара 
(Ж. Био, Ф. Савар), затем он сформулирован в общей форме П. Лапласом. Тоrда же уста
новлен закон, определяющий механическую силу, с которой магнитное поле действует на 
внесенный в неrо элемент электрического тока, - закон Ампера. А. Ампером установлен 
также закон силового взаимодействия двух токов, им доказано, что круговой ток (виток 
тока) эквивалентен магнитному листку (знаменитый закон полного тока Амnера), что 
катушка с током nодобна прямолинейному магниту. Особое значение в физике имеет 
rnпотеэа молекулярных токов, nредложенная Ампером в 1820 r. для объяснения магнит
ных свойств вещества (гиnотеза об электрической природе магнетизма). Это одна из са-
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мых поразительных и плодотворных научных гипотез. Согласно ей источниками магнит
ного ПОШI магнитов явШiются кольцевые электрические токи, циркулирующие в пределах 
отдельных атомов (молекул) вещества. 

В 1831 г. М. Фарадеем открыт закон электромагнитной индукции. До Фарадея в 
теории электромагнетизма господствовала теория дальнодействия, роль среды не учиты
валась, поле выступало как удобное математическое понятие по аналогии с гравитацион
ным полем. Нужна была проницательность М. Фарадея, чтобы на основе огромного коЛи
чества выполненных им экспериментов сформулировать представление об электрических 
и магнитных силовых линиях как реальных образованиях в пространстве, предположить 
существование ЭМ волн, распространяющихся с конечной скоростью в пространстве 
(близкодействие). Им открьпы парамагнетизм и диамагнетизм, поворот плоскости поШI
ризации линейно поШiризованного света, распространяющегося в веществе вдоль силовых 
линий магнитного поля (эффект Фарадея), введено понятие диэлектрической проницаемо
сти. Но физические воззрения Фарадея, изложенные без применених математического 
аппарата, были чужды традициям и теоретическим Представлениям того времени, изло
женным в безупречной математической форме и основанным на теории дальнодействия. 

Попадобился гений Джеймса Клерка Максвелла (1831-1879 гг.), чтобы оценить 
всю глубину и плодотворность физических представлений Фарадея и концентрированно 
их изложить в коротких уравнениях (1873 г.), ставших теоретической основой электроди
намики. Одним из следствий уравнений Максвелла явилось предсказание ЭМ природы 
света, он же предсказал возможность существования ЭМ волн. Максвелл для вывода 
уравнений ЭМ поШI использовал модель, основанную на аналогии между свойствами 
ЭМ процессов и свойствами несжимаемой жидкости, им применялось понятие эфира [5]. 

Отказался от понятия эфира, как материального носителя ЭМ ПОШI, эфира, не 
обнаруживаемого ни в одном электродинамическом опыте, основатель теории относи
тельности А. Эйнштейн. Только постепенно в науке сложилось представление об ЭМ поле 
как самостоятельной материальной сущности, являющейся носителем ЭМ взаимодейст
вий в пространстве. 

В 1895 r. А. С. Поnов сделал величайшее изобретение- радио. Оно оказало 
колоссальное воздействие на последующее развитие науки и техники. Электродинамика 
стала развиваться под воздействием практических потребностей радиотехники и таких ее 
разделов как радиолокация, антенно-фидерные устройства, электронные приборы. 
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1. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 

1 .1 .  Плотности зарядов и токов 

1. Понятие электрического заряда Q основано на опытных 
данных. Единицей его является кулон (Кл), т.��размерность (Q]= Кл. 

Заряд пекотарого тела в общем случае может меняться во времени, то
гда Q = Q( t). В природе существуют только два рода электрических 
зарядов положительные и отрицательные. Одноименные заряды 
отrалкиваются, а разноименные притягиваются. Электрические заряды 
существуют в виде заряженных частиц. Элементарной заряженной час
тицей является электрон, заряд и масса которого равны 
еэ = 1,602 ·l о-19 Кл ' тэ = 0,911·1 о-зо кг . в состав атома каждого зле
мента входит определенное количество электронов. Атом в целом злек
трически нейтрален, так как в нем имеется nоложительный заряд, рав
ный по величине сумме зарядов всех электронов атома. Если атом теря
ет один или несколько электронов, то он становится положительно за
ряженным ионом. Если атом захватывает дополнительный электрон, то 
он становится отрицательно заряженным ионом. 

Элементарные электрические заряды делят на связанные и сво
бодные. Связанные заряды входят в состав злектрически нейтральных 
атомов и молекул вещества или представляют собой ионы, закреплен
ные в узлах ионной решетки вещества так, что каждая элементарная 
ячейка решетки является электрически нейтральной. Свободные заря
ды это те заряженные частицы, которые могут персмещаться в веще
стве на макроскопические расстояния; к свободным зарядам относятся и 
заряды, находящиеся на поверхности диэлектриков и нарушающие их 
нейтральность, и заряды, образовавшиеся в узлах ионной решетки из -за 
недостатка положительных или отрицательных ионов под воздействием 
на вещество каких-либо физических условий, когда решетку нельзя уже 
разделить на электрически нейтральные ячейки. 

Классическая теория электромагнетизма опирается на экспери
ментальные результаты, полученные для макроскопических тел. Мате
матические уравнения , количественно выражающие эти результаты, 
должны быть тоже макроскопическими. Однако в уравнениях ЭМ поля 
применяется понятие бесконечно малых длин (например, при выполне
нии дифференциальных операций в точке пространства). Чтобы при
сnоеобить известный математический аппарат к макроскопической тео-
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рии, в его основу вводится понятие физического бесконечно малого объ
ема LJ V(p), такого малого объема вокруг точки р ,  что среднее расстоя
ние между заряженными частицами в нем намного меньше линейных 
размеров LJV, а число N заряженных частиц велико (рис. 1 . 1 ,а). Если 
en - положительный или отрицательный заряд n -й частицы, то в LJ V 
имеется заряд 

n=l 

Отношение L1Q/ L1 V = dQ 1 dV определяет плотность объемного элек
трического заряда в точке р в момент времени t 

N 
p(p,t) = 'J>п 1 f!.V, Кл/м3. ( 1 . 1 )  

n=l 

Пусть А = (V i13 - характерный размер макроскопического 
объекта ( V - объем объекта), а d - среднее расстояние между заря
женными частицами в объеме f!.V . Условием того, что p(p,t) меняется 
непрерывно по р ,  т.е. макроскопическим условием непрерывности рас-

пределения электрического заряда, является d3 << f!.V << А3. 
Найдем заряд Q , распределенный с плотностью р в объеме V . 

Элемент объема dV содержит заряд pdV , а весь объем V - заряд 
Q(t) = f p(p,t)dV . (1.2) 

v 
Пусть в точке Ро(Ро е V) расположен «точечный заряд» 

(рис. 1 . 1,6). Тогда объемную плотность заряда можно выразить через 
()-функцию (см. Приложеине 2): p(p,t) = Q(p,t)S(p, р0) ,  где 
S(p, р0) -трехмерная ()-функция. Из (1.2) 

Q = f p(p,t)dV 
v 

z Zo .aP.})  
о � Хо __ 1/Уо 

х 
а б 

Рис. 1 . 1 .  К определению понятий 
физически бесконечных малого 

элемента объема и точечного заряда 

- заряд в точке р0 . При ин
тегрировании здесь использо
вано основное свойство (П2.1) 
трехмерной () -функции. Есте
ственно, что при этом понятие 
«точечного заряда» должно 
соответствовать макроскопи
ческим представлениям. 
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а б в 

Рис. 1 .2. К определению nонятий физически бесконечных 
малоrо элемента nоверхности и nоверхностнqй плотности заряда 

В теории ЭМ поля применяется понятие плотности поверхност
иого электрического заряда. Во многих случаях, особенно, когда часто
та ro ЭМ поля велика, заряд сосредоточивается в очень тонком слое у 
поверхности S тела V (рис. 1.2,а). В математических моделях при этом 
считают, что заряд становится чисто поверхностным (толщина слоя 
y-tO, рис. 1.2,6). Пусть M(p.f)-физически бесконечно малая пло-

щадка в окрестности точки Ps (р5 Е S) и на ней имеется большое ко
личество N заряженных частиц со средним расстоянием между ними 

d <<(М)112• 
N 

Тогда отношение }:en 1 М определяет плотность поверхно-
n=l 

стного электрического заряда в точке р s 

N 
т:(р5,t) = }:en 1 М, Кл/м

2
• (1.3) 

n=t 
Например, может быть заряжен плоский лист S л с плотно

стью т: (рис. 1.2,в). Если декартову систему координат (ДСК) расnоло
жить так, что плоскость xz nараллельна листу, то т:= 't'(x, z,t) nри 

р Е Sл и т:=О при реSл. Тогда р=т:Б(у-у0).Пользуясь общейфор
мулой (1.2), находим заряд плоского листа 

Q= J тБ(у- y0)dxdydz = J t(x,z,t)dxdz. 
v s 

При интегрировании здесь использовано основное свойство (П2.1) 
б -функции. 

Заряды могуr быть расnределены так, что заряженной оказыва
ется нить длины L (рис. l .З,а). Тогда применяется понятие плотности 
линейного электрического заряда. В математических моделях считают, 
что нить вырождается в линию (контур) и заряженной полагают линию. 
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а 

z 

х 

Пусть Al(pL) - физически 
бесконечно малый элемент 
длины у точки PL ( PL Е L) 

·�-+.J-:..Yo_... такой, что на нем находится 

б 

У большое количество заряжен-
ных частиц, а среднее рас
стояние между частицами 
d << Al .Тогда отношение 
N 
L,en 1 Ы определяет плот-

Рис. 1.3. Нить заряда 

n=! 
ность линейного электрического заряда 

N 
Т'\(PL ,t) = �:еп 1 l!.l, Кл/м . (1.4) 

n=l 
Например, если расположить ДСК так, что ось z параллельна 

прямолинейной нити (рис. 1.3,6), то Т'\ =  Т'\(z ,t) при рЕ L, и Т'\=  О при 
р ll L. Тогда р = Т'\б(х- х0) 8(у- у0) , а заряд нити определяется общей 
формулой (1.2) 

Q(t) = Jpdv = J 118(х-х0) 8(у - y0)dxdydz = JТ'\(z,t)dz . 
V V L 

�акроскопическими условиями непрерывности распределения 
электрического заряда по поверхности и вдоль нити соответственно 
являются d 2 << l!.S << S , d << bl << L. 

Таким образом, в каждом из «физически бесконечно малых» 
элементов !!. V , l!.S и Ы должно быть большое количество заряженных 
частиц, при этом не проявляются микроскопические неоднородности 
среды и Э� поля. Но с другой стороны, размеры !!. V , l!.S и Ы должны 
быть намного меньше макроскопических неоднородностей среды и 
Э�поля. 

2. Опытным путем установлен один из основных законов при
роды - закон сохранения электрического заряда: электрический заряд 
не уничтожается и не создается из ничего, он может быть лишь пе
рераспределен между телами при их непосредственном контакте. Фи
зический смысл этого закона стал ясен лишь после 1899 г., когда 
Дж. Дж. Томсоном была открыта первая элементарная частица- элек
трон, а Р. �илликеном бьmо установлено, что заряд любого тела кратен 
заряду электрона (1909). 

Упорядоченный перенос электрического заряда называется 
электрическим током. Линии, вдоль которых движутся заряженные 
частицы, называются линиями тока. За положительное направление 
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линии тока принимается направление движения положительно заря
женных частиц (условно по А. Амперу). Природа электрического тока 
зависит от среды, в которой он течет. Различают электрический ток 
проводимости, связанный с движением относительно тела свободных 
заряженных частиц под действнем поля в среде, обладающей электро
проводностью, конвекционный ток (ток переноса), связанный с движе
нием свободных заряженных частиц или макроскопического заряжен
ного тела как целого в среде, не обладающей электропроводностью, ток 
смещения, поляризационный ток. 1 

Электрический ток определяется вектором плотности объем
ного тока и силой тока (или током). Плотность объемного тока равна 
заряду, проходящему в единицу времени через единицу площади поверх
ности, перпендикулярной линиям тока. Для того, чтобы пояснить это 
определение, выделим внутри тела, по которому течет ток, трубку, бо
ковая поверхность которой состоит из линий тока (рис. 1.4). Заряжен
ные частицы при движении не перссекают боковой поверхности трубки. 
Такая трубка называется трубкой тока. Поверхность металлического 
провода, находящегося в вакууме, является примером такой трубки то
ка. Рассмотрим заряд, переносимый частицами (носителями заряда) че
рез поперечное сечение М J. трубки за время t:.t. Скорость т -й части

цы, приобретаемая под воздействием силы (например, силы Лоренца), 
обозначим через v т • За время At т -я частица смещается на расстоя-

ние iv т !t:.t . Если jv т 1 максимальное значение скорости, то длину 

образующей трубки выберем Ы = jv т jllt . Объем трубки AV = ЫМ J. . 
Пусть М - число заряженных частиц, перссекающих М J. за t:.t , а 

n орт внешней относительно точки р ( рЕ  А V ) нормали ( n - без

размерный единичный вектор, направленный наружу по отношению к 
объему, ограниченному замкнутой поверхностью и в котором находится 
точка наблюдения р ). Тогда из объема AV за время t:.t через площад-

ку AS .L = nAS J. М частиц переносят зарЯд llQ = t:.!M J. DL е т v т 1 AV , 
т 

где 1: - сумма по т, т = 1,2, ... , М . Следовательно, llQ 1 t:.t = М J. ( nj), 

AV 

Рис. 1.4. Трубка тока 
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т 

плотности объемного тока. Если 
скорости носителей заряда равны 
средней v ( v т v ), то j = pv , 
где р - плотность объемного 

заряда в AV . Таким образом, 



в единицу времени (за 1 с) через единичную площадь М .L, перпенди

кулярную линиям тока ( jn = j ) переносится заряд ЛQ, определяемый 

как плотность объемного тока. Единицей j является А 1 м2 : 

[j] = [р] ·[v] = Кл/м3 ·м/с= А/м2. 

Пусть S - пекоторая площадь поверхности в теле (или на те
ле), которую пересекают заряженные частицы. Тогда за время дt через 

S проходит заряд дQ = дt f jn::lS . Значение L1Q/L1t определяет ток i(t) 
s 

как поток вектора плотности объемного тока через площадь поверх
ности s 

i(t) = f jn::lS = f jdS 
s s 

(1.5) 

и значит, ток равен заряду, проходящему через (сквозь) S за 1 секунду. 

Единицей i(t) является А, ([i] = (j]-[S] = (А / м2)-м2 =А ). 

Пусть объем тела V ограничен поверхностью S и заряженные 
частицы пересекают S. Тогда в соответствии с (1.1) и (1.5) заряд в объ
еме V и ток через замкнутую поверхность S 

Q(t) = f pdV, i(t) =fjdS. 
v s 

Принято ток считать положительным, если заряд в объеме уменьшается. 
Тогда 

i(t) = -
dQ, т.е. 
dt 

fjdS = _!:._ f pdV. 
s dt v 

Это закон сохранения элекmрического заряда в инmегральной QЬop;ue 
(для всего тела V ). Но если применить теорему Остроградского-Гаусса 
(П1.3) к поверхностному интегралу, то 

fjdS = f div jdV = -� f pdV. 
s v dt v 

Учитывая, что равенство справедливо для любого объема, приравнивая 
подынтегральные выражения, получаем уравнение непрерывности ли
ний тока в диQЬQЬеренциальной фор;ие (справедливое в точке простран
ства), математически выражающее закон сохранения электрического 
заряда 

d
. • др 
lVJ =--, 

дt 
(1.6) 

где использованы символы частных производных, поскольку р являет

ся функцией координат и времени. 
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Рис. 1 .5. К оnределению nлотности nоверхностного тока 

3. В математических моделях наряду с nлотностями поверхно
стного и линейного зарядов применяются понятия плотностей поверх
ностного и линейного токов. Чтобы оnределить nлотность поверхност
ного тока, рассмотрим трубку тока, расположенную у поверхности тела 
S (рис. l.S,a). Если толщина трубки у� О ,  то трубка тока вырождает-

ся в лист тока. Линии тока проходят только по поверхности тела 
(рис. 1.5,6). Заряженные частицы, каждая со скоростью V111 , иерееекают 

сечение листа Аа = nAa за время At . Выделим nлощадку на листе тока 

М = ЫАа, где Ы = iv т (At . За время At с площадки М через Аа М 

частиц переносят заряд AQ = AtAan,Le111 V111 1 М. Значит, 
т 

AQ 1 At = AanJ , где J = ,L е111 v 111 1 М - вектор nлотности поверхност-
т 

н ого тока. Плотность поверхностного тока равна заряду, переносимо
му в единицу времени ( At == 1 с ) через единичный отрезок ( Аа = 1 м ) на 

поверхности тела, ориентированный перпендикулярно линиям тока. 

Единицей J являетсяА/м([J} [e]·[v]·[SГ1 =(Кл·м/с)·м·2 Аlм). 

Плотности объемного и nоверхностного токов могут быть свя
заны () -функцией. Например, если ДСК расположить так, что nлоскость 
xz станет параллельной плоскому листу тока (рис. l.S,в), то 

J J(x,z,t) при р е Sл и J =0 при pt;. S", поэтому 

j(p,t) = J(x,z,t)8(y- у0). Ток, проходящий через любой отрезок а, рас

положенный на поверхности тела, вычисляется по общей формуле (1.5). 
Чтобы определить nлотиость линейного тока, рассмотрим труб

ку тока (рис. 1.4), поперечное сечение которой М J. сжимается (вырож

дается) в линию. По этой линии тока движутся заряженные частицы, 
значит, она имеет поперечное сечение и является физической линией, 
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поэтому ее называют нитью тока, а в случае математической модели -
линией тока. Через точку PL по лнини тока за время At проходит М 

заряженных частиц, скорость т -й частицы v т , а интервал !:J1 опреде
лим так же, как и выше. Тогда l:!.Qm = 1"\", v ml:!.t · n, где '11m = е  т 1 !:J1 • 

М частиц переносят заряд l:!.Q = Atnl , где орт n из-за вырождения 
трубки тока в линию направлен в точке PL no касательной к линии 
тока, 1 = L е т v ", 1 Ы - вектор nлотности линейного тока. Зна-

т 

чит, l:!.Q 1 At = ni и, таким образом плотность линейного тока равна 

заряду, nереносимому в единицу времени ( At = 1 с) через точку PL ли
нии тока. Единицей 1 является амnер 

[I]=[e]·[V)·[l]-1 =Кл·(м/с)·м·1 = А. 

Плотности объемного и линейного токов могут быть связаны 
б -функциями. Например, если ДСК расnоложить так (рис. 1.3, 6), что 
ось z станет параллельной nрямолинейной линии тока, то 1 = lz 1 z при 

р Е  L и I = О при р� L .  Тогда j(p) = l(z}O(x-.tQ)б(y- у0). 

1 .2. Векторы электромаrнитноrо поля. 
Материальные уравнения 

1. Сила взаимодействия nокоящихся точечных зарядов оnреде
ляется экспериментальным законом Кулона. Последний позволяет вве
сти nонятие электрического поля, задаваемого вектором напряженно
сти Е , т.е. силой F = QE , действующей в электрическом nоле в веще-
стве на точечный заряд Q . Силу F можно измерить, nоэтому при из
вестной величине Q заряда Е = F 1 Q . Это равенство рассматривается в 
качестве оnределения вектора Е . Вектор Е равен силе, с которой элек
трическое nоле действует в данный момент времени в точке наблюде
ния р в веществе на единичный nоложительный заряд. Единицей изме
рения Е является вольт/м ([Е]= [F y[Q] =Н/Кл= В/м). 

2. На движущнйся в веществе со скоростью v заряд в маmит
ном поле действует сила Лоренца F = Q[ v, В] , где вектор В определен в 
каждой точке р и количественно оnисывает способность маmитноrо 
поля вызывать появление этой силы. Вектор В называется магнитной 
индукцией. Выражение F можно рассматривать как определение векто
ра В . Единицей В является тесла (Т): 
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[В] =  [F]/[Q] ·[v] = Н/(Кл ·м/с) = (Кл · В/м)/(Кл ·м/с) = 

= В·с/м2 = вебер/м2 = Вб/м2 =тесла (Т). 

Поток вектора В сквозь (через) поверхность S называют маг
нитным потоком Ф: 

Ф =  fBdS. 
s 

Единицей измерения магнитного потока является вебер (Вб). 
Векторы Е и В описывают прощшения механических сил 

в ЭМ поле, их называют сwювыми и основньd.ш векторами ЭМ поля. 
3. На основе экспериментального закона Кулона для электро

статического поля (т.е. электрического поля неподвижного макроскопи
ческого постоянного во времени заряда) доказывается закон Гаусса для 
ваК)Ума. Он устанавливает связь потока вектора Е через произволькую 
замкнутую поверхность S с алгебраической суммой Q свободных 

электрических зарядов, заключенных в объеме V , ограниченном по
верхностью S : 

fEdS = fEndS = Q!E0, 
s s 

где Ео = 10-9 /Збтt фарад/м (Ф/м)- электрическая постоянная. 

В диэлектрике под действием внешнего электростатического 
поля изменяются средние положения связанных зарядов, входящих в 
состав молекул. В неполярных молекулах положительные и отрицатель
ные заряды смещаются в противоположные стороны, образуются упо
рядоченно направленные элементарные электрические диполи, обла
дающие электрическими моментами. В полярных молекулах, которые 
обладают в отсутствие внешнего поля некоторым электрическим мо
ментом, во внешнем поле появляется направление преимущественной 
ориентации этих моментов. Появление упорядоченно ориентированных 
элементарных электрических моментов приводит к электрической по
ляризации диэлектрика, при этом электрический момент единицы объе
ма диэлектрика отличается от нуля. Количественно поляризацию ди
электрика описывают вектором поляризоваююсти Р , .численно рав
ным электрическому моменту единицы объема диэлектрика в точке р . 
Замкнутая поверхность S в диэлектрике разделяет положительные и 
отрицательные заряды ориентированных диполей. В объеме V образу

ется связанный избыточный заряд Qсв = -fPdS, влияющий на величи-
s 

ну напряженности поля в точке р объема V . Поэтому для диэлектрика 
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величину заряда в законе Гаусса для вакуума надо изменить. добавив к 
заряду Q значение Qсв . Тогда получаем 

Обозначив 

получаем 

f<t0E+ P)dS = Q. 
s 

( 1.7) 

fDdS = Q ( 1.8) 
s 

- обобщенный закон Гаусса для зарядов в диэлектрике. Этот закон 
строго доказывается только для электростатических полей. �аксвелл 
обобщил этот закон. постулировав его справедливость для произволь
ных веществ, зарядов и изменяющихся в пространстве и времени полей. 
В классической электродинамике этот закон - один из основных. 

Вспомогательный вектор D называется вектором электриче
ской индукции (электрического смещения). Его введение в теорию уп
рощает описание электрических полей в веществе, так как поля одних и 
тех же свободных зарядов в любых веществах (и в вакууме) описывают
ся одними и теми же значениями вектора D .Поэтому наряду с силовым 
вектором Е вектор D характеризует электрическое поле в точке р . 
Вектор D измеряется в кулонах/м2• 

4. Среды по макроскопическим параметрам делят на изотроп
ные и анизотроnные, линейные и нелинейные, однородные и неодно
родные. 

Изотропной называют среду, физические свойства которой 
одинаковы по всем направлениям в каждой точке р . В среде, изотроп-
ной по отношению к электрическому nолю, элементарные электриче
ские моменты диполей ориентированы nреимушественно параллельно 
напряженности электрического поля. При этом Р 11 D J1 Е . 

Линейной называют среду, физические свойства которой не 
зависят от величины векторов поля. В линейной и изотропной по от
ношению к электрическому полю среде вектор Р пропорционален и 
параллелен вектору Е : Р::::: E0k3E , где безразмерный коэффициент k3 
называют диэлектрической восприимчивостью, последняя характеризу
ет свойство вещества поляризоваться и зависит от физико-химических 
свойств вещества. К линейным изотропным средам относится большин
ство диэлектриков (фторопласт, полистирол и др.) Подставив значение 
Р = k3e0E в (1.7), имеем 

( 1.9) 

2 1  



где Е а = Е0(1 + k3) - абсолютная диэлектрическая проницаемость (ди
электрическая проницаемость) - параметр, характеризующий макро
скопические электрические свойства вещества и измеряемый в едини
цах фарадах/м. 

Нелинейной называют среду, физические свойства которой за
висят от величины векторов поля. В нелинейной изотропной по электри
ческому полю среде вектор Р нелинейно зависит от величины напря
женности электрического поля и может иметь нелинейный гистерезис
ный характер. В последнем случае такие веЩества называют ферроэлек-
триками или сегнетоэлектриками. / 

Анизотропной называют среду, фitlические свойства которой в 
точке р различны по различным направлениям. В анизотропной среде 
вектор Р непараллелен векторам Е и D . Поэтому в общем случае ка
ждая составляющая вектора D зависит от трех составляющих вектора 
Е :  

Dx = ЕаххЕх +ЕахуЕу + EaxzEz, Dy = ЕаухЕх +ЕаууЕу + EayzEz , 
(1.10) Dz = EazxEx + EazyEy + EazzEz, 

где Eanm - компоненты тензора диэлектрической проницаемости 
( п,т = х, у или z ). Примерами анизотропных сред являются плазма (ио
низированный газ), находящаяся в постоянном магнитном поле, и на
магниченный феррит. 

Однородной называют среду, физические свойства которой 
одинаковы во всех точках р . В однородной изотропной линейной по 

электрическому полю среде Е а - постоянная величина, в неоднород
ной - Еа = Еа(р), т.е. зависит от координат точки р .  

5. В магнитном поле векторные линии магнитной индукции В 
непрерывны, они не имеют ни начала, ни конца. Поэтому магнитный 
поток через любую замкнутую поверхность равен нулю (принцип непре
рывности магнитного потока): 

Ф = fBdS = О. (1.11) 
s 

Причиной этого является отсутствие в природе магнитных за
рядов, которые могли бы стать источниками магнитного поля аналогич
но тому, как электрические заряды являются источниками электриче
ского поля. Магнитное поле порождается электрическими токами, а ли
нии В замыкаются вокруг последних. 

Опытным путем установлено, что вектор В и п<!стоянные 
токи (протекающие по замкнутым контурам) в вак;уме связаны зако
ном полного тока для вак;ума 
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dl 
Рис. 1 .6. Контур 

и опирающаяся на него 
поверхность 

fвdl =Jl0i(S) = Jlof jdS = Jlof jndS, (1.12) 
L S S 

где L - произвольный замкнутый контур, 
dl - элемент длины контура (рис. 1.6), 
Jlo =41t·10-7 генри/м (Г/м)- магнитная по
стоянная, i(S) -ток через произвольную по
верхность S , опирающуюся на контур L ; на
правление обхода контура (направление dl) 
и направление орта n связаны правилом право-
го винта. 

Магнитные поля, порождаемые одним и тем же проводником с 
одинаковым током, помещенным в различные вещества, различаются. 
Объясняется это тем, что в любом веществе существуют замкнутые 
элементарные электрические токи, возникающие за счет вращения от
рицательно заряженного электрона по орбите вокруг положительно за
ряженного ядра атома; за счет этого образуются элементарные рамки 
тока, обладающие магнитными моментами. Кроме того, электрон вра
щается вокруг собственной оси, образуя спиновый магнитный момент. 
При воздействии на вещество внешнего магнитного поля в ориентиров
ке этих магнитных моментов возникает пекоторая упорядоченность. 
В единице объема вещества появляется магнитный момент. Этот процесс 
назьmают намагничиванием, а вещества, способные намагничиваться, 
называют .магнетиками. Магнитное состояние вещества при этом харак
теризуют с помощью вектора намагничивания М - магнитного момен
та, которым обладает единица объема вещества в точке р . 

Применим выражение (1.12) закона полного тока к .магнетикам. 
Появление дополнительных токов в магнетиках должно учитываться в 
правой части этого выражения дополнительным слагаемым fMdl, оп

L 
ределяемым лишь теми токами элементарных рамок, которые охваты
вают собой контур интегрирования (сцепляются с контуром L ). Тогда 

или 

f Bdl = Jlo[i(S) + f Mdl], 
L L 

f(-
1 

В- М 1-п = i(S). 
L Jlo г· 

Если обозначить здесь 
B/jl0-M=H, (1.13) 
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то имеем закон полного тока, справедливый для любого вещества при 
постоянном во времени токе: 

fHdl = i(S) = f jdS. 
L S 

( 1 . 14) 

Вектор Н называют вектором напряженности магнитного 
поля. Он является разностью физически разнородных векторных вели
чин: магнитной индукции (деленной на магнитную постоянную) и век
тора намагниченности вещества. Но введение в теорию вспомогатель
ного вектора Н упрощает описание магнитных полей в веществах: по
ля, порождаемые одними и теми же макроск<:fnическими токами, описы-

""·L�" 
ваются в любых веществах и вакууме одними и теми же значениями 
вектора Н .  Поэтому вектор представляет основную величину, характе
ризующую магнитное поле в точке р . Единицей измерения вектора Н 
является ампер/м=А/м. 

6. Вещества по своим магнитным свойствам разделяются на 
изотропные и анизотропные, линейные и нелинейные, однородные и 
неоднородные. 

В изотропном магнетяке под воздействием внешнего магнитно
го поля элементарные магнитные моменты ориентируются преимуще
ственно параллельно вектору В . При этом вектор М и, значит, вектор 
Н параллельны вектору В . В линейном изотропном магнетике вектор 
М пропорционален и параллелен вектору В : М = ЬВ , где Ь - коэф-
фициент пропорциональности. Поэтому Н =  (J..t01 

- Ь)В . Однако, по 
традиции это выражение записывают в виде 

B = J..taH, ( 1 . 1 5) 
где Jl.a - абсолютная магнитная проницаемость вещества (магнит
ная проницаемость) - параметр, характеризующий макроскопические 
магнитные свойства вещества и измеряемый в единицах генри/м (Г/м). 

Так как М = bJ..taH = kмН , где безразмерный коэффициент kм 
называется магнитной восприимчивостью вещества, то fl.a = Jl.o (1 + kм) . 

Изотропные линейные магнетики делятся на две группы - па
рамагнетики и диамагнетики. У парамагнетиков векторы М и Н 
примерно совпадают по направлению, поэтому kм > О и fl.a > Jl.o ; к ним 
относятся, например, алюминий, натрий, калий, магний, кислород ( 02 ) 
и др. У диамагнетиков вектор М направлен навстречу магнитному по
лю, поэтому kм < О и fl.a < Jl.o ; к ним относятся, например, вода, медь, 
серебро, ртуть, углерод, гелий и др. И парамагнетики и диамагнетики 
слабо проявляют магнитные свойства, т.е. kм << 1 ,  поэтому часто пола-

гают для таких веществ Jl.a "" Jl.o • 
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К нелинейным магнетикам относятся ферромагнетики. Фер
ромагнетиками являются ферромагнитные металлы (железо, кобальт, 
кадмий и их сплавы между собой и с другими неферромагнитными эле
ментами) и ферриты. У ферромагнетиков зависимости составляющих 
вектора М от соответствующих составляющих вектора Н имеют не
линейный гистерезисный характер. В ферромагнетике при уменьшении 
до нуля значения Н сохраняется остаточная намагниченность. Тело, 
сохраняющее длительное время остаточную намагниченность, называ
ется постоянным магнитом. 

В анизотропном линейном магнетяке векторы М , Н и В не
параллелъны. В этом случае В = !laH , где !la - тензор магнитной про
ницаемости. Примерам анизотропных магнетиков являются ферриты, 
находящцеся в постоянном магнитном поле, в них для перемениого во 
времени ЭМ поля магнитная проницаемостъ становится тензором. 

7. В общем случае ЭМ поле в среде наводит (индуцирует) токи 
проводимости - вторичные токи с плотностью j8 • Опыт показывает, 

что в большинстве веществ j8 определяется только напряженностью 

электрического поля, т.е. уравнение, связывающее j8 и Е , имеет вид 

jв = jв (Е) .  

Зависимость (функция) j� (Em ) называется вольтамперной ха
рактеристикой вещества. Она устанавливается опытным путем для 
каждого вещества. Разлагая вольтамперную характеристику в случае ее 
однозначности в ряд Маклорева в окрестности точки Е т = О, получаем 

j�(Em ) = L jmvE� • 

v=O 
где jmv = (1/ v!)дvj� (Em ) / дE� при Em =0 .  

Если нет поля, то ток отсутствует, т.е. j� (O) = О . Ограничива

ясъ только линейным приближением, находим j� = crEm . Поскольку в 
изотропных средах j8 1 1 Е , то имеем закон Ома в дифференциальной 

форме 
(1.16) 

Величина cr = дj� 1 дЕт называется удельной дифференциаль
ной электропроводностью или удельной проводимостью (или просто 
проводимостью) вещества. Ее единицей является симене/м = См/м 
([cr ] =[j ] /[E ] = (А / м2) · (м/В) = (1/ Ом) · м-1 = См/м ). 
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В случае, когда cr н е  завис ит от положен ия точк и  р , среда на

зывается однородной в смысле электропроводности. Если среда анизо
тропна в смысле электропроводности, то для описания ее свойств вво
д ится тензор электропроводности. 

У всех веществ cr отлично от нуля. Но значения cr разных ве
ществ весьма существенно отличаются. Например, у серебра 

cr = 6,14 ·107 См/м, у латуни cr = 1,45 ·107 См/м, у ж ел еза 

cr = 1·107 См/м, у полистирола cr = ю-15 См/м в диапазонах частот / 
ОТ онч до ОВЧ, у слюды (J = ю-1 1  . • .  10-15 'Gt.f./м в д иапазонах частот 
от О Н Ч до СЧ. 

8. Известно, что ток в ц еп и  с омическим сопротивлением со
провождается выделен ием джоулева т епла . Чтобы поддерживать ток, 
н еобходимо ввести в ц епь сторонний источник. 

Рассмотрим в ц еnи постоянного тока область стороннего ис
точника Vи , расположенного на участке между сечениями проводника 

в точках 2 и 3 (рис . 1.7,а). Проводимость области V и обозначим через 

сrи , длину участка разреза - через Ы., . Между сечениями провода вве-

дена сторонняя напряженность поля Е� = Ее . Тогда на каждый носи

тель заряда в области стороннего источн ика V и в соответствии с (B. l)  
воздействует с ила и носит ель заряда приобретает скорость . Наличие Ее 
приводит к появлению тока проводимости. Опытные данные показыва
ют, что токи в проводящей сред е  могут быть вызваны не только элек
трическим полем, но и другим и  причинами. Например, при соприкосно
вен ии двух т ел разного х им ического состава между н им и  происходит 
обмен носителями зарядов (возникает контактная разность потенциа
лов), разность т емператур т ел создает токи т ермического происхожде
н ия и т.д . Сторонн ие с илы действуют в аккумуляторах, термоnарах, 
гальванических элементах и др . Во всех случаях причина, вызывающая 

cr1:f!:O 

а б в 

Рис. 1. 7. Цепь постоянного тока и увеличенный участок проводника 
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ток, может быть описана дополнительным полем стороиних сил Ее . За 

счет этого поля в каждой точке р области V и появляется плотность 

тока проводимости сrиЕс . Если в V и общее электрическое поле опреде

ляется суммой полей Е + Ес , то в ( 1 . 16) вместо Е необходимо подста

вить сумму Е + Ее . В проводнике с проводимостью О" плотность тока 

определяется значением ( 1 . 1 6). Значит, обобщенный закон Ома в диф
ференциальной форме имеет вид 

тогда 

j(p) == ои(Е + Ее), р Е V..; j(p) = crE, р q: V... ( 1 . 17) 

Если здесь величину cr нЕс определить как сторонний ток, то 

j(p) jc + оиЕ, р Е  Vи; j(p) = аЕ, р е  Vи. ( 1 . 1 8) 

Закон Ома ( 1 . 1 7), или ( 1 . 1 8), считают справедливым и в неста
ционарн.ом случае. 

9. Как материальный объект ЭМ поле может быть охарактери

зовано совокуnностью четырех векторов E(p,t) и B(p,t) , D(p,t) и 

H(p,t), являющихся непрерывными функциями положения обыкно

венной точки наблюдения р и времени t . Обыкновенной точкой р 
считают такую точку, в окрестиости которой физические свойства сре
ды непрерывны. При переходе точки наблюдения р через поверхность, 

ограничивающую материальное тело, векторы поля и их производвые 
могут иметь разрывы. При этом точки р относятся к особым точкам. 
Характер разрывов устанавливается при изучении граничных условий. 
Пока граничные условия не изучены, особые точки из рассмотрения 
нами ис:ключаются. 

В линейных изотропных средах векторы Е, D и В, Н связаны 

выражениями ( 1 .9) н ( 1 . 1 5): 
D €0Е, В = IJ.0H, ( 1 . 19) 

а вектор Е и плотность электрического тока - выражением ( 1 . 1 6): 
j8 = crE . ( 1 .20) 

Выражения ( 1 . 1 9) и ( 1 .20) называют материшzьными уравне
ниями (уравнениями состояния) линейной изотротюй среды. 

В вакууме отсутствуют частицы вещества, поэтому k3 kм О 

и Р = М = О . Поэтому 

( 1 .2 1 )  
т.е. диэлектрическая и магнитная проницаемости вакуума равны соот

ветственно электрической и магнитной постоянным t0 и IJ.o . 
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На практике часто пользуются безразмерными относительны
ми диэлектрической и магнитной проницаемостями Е = Е0 1 Е0 , 

� = �a l�o · 
В случае нелинейных анизотропных сред материальные уравнения устанавли

ваются с помощью выражений (1 .7) и ( 1 . 13). Для этого при заданных физических услови
ях состояния среды надо найти векторы поляризованности Р и намагничивания М . 

Для большинства нелинейных сред материальные уравнения в виде зависимо
стей D = D(E) , В = В(Н) могут быть заданы только графически. Разлагая эти фующии в 

ряд Тейлора в окрестности точек Е от и Н от , получаем для составляющих векторов 

Dm(Em ) = Ldтv(Em -Eoт)v, · Вт(Нт) = Lbтv(Hm - Hom)v • 

v=O V=O 
где dmv = (1/v!) · дvDm(Em)/дE; при Em = Еот • Ьmv = (1/v!) · дvВт (Нт)/дН; при 

Нт = Нот · 
При отсутствии поля среда не поляризуется, т.е. Dm ( 0) =О , Вт (О) = О . 
В слабых ЭМ полях всеми членами ряда Тейлора, начиная с третьего, можно 

пренебречь, так как (Ет - Е0т)v ,  (Н т - H0m)v малы. В этом случае имеем линейные 

материальные уравнения ( 1 . 1 9). 
10. Применямость материальных уравнений в простой форме ( 1 . 1 9), (1 .20) ог

раничена. На высоких частотах в веществах наблюдаются явления запаздывания: векторы 
Р и М в точке р не успевают мгновенно следовать за векторами поля в этой же точке, 

возникает линейный гистерезис. Электрическая поляризация н намагничивание отстают 
во времени от поля (проявляется инерционность) и становятся зависящими от истории 
процесса, т.е. от того, что наблюдалось в точке р в предыдущие моменты времени. При 

этом вместо ( 1 . 1 9) необходимо использовать более общие локальные соотношения: 

D(p, t) = }:- Je. (t - t')E (p, t'}it', 
..; 2п -� 

B(p, t) = !:-- 1 ).10 (t - t') H(p, t'}it', 
v 2п -� 

j(p,t) = /::-- f cr{t - t'):(y/jft', 
v 2п -

где функции Е0 (t - t') , ).10 (t - t') , cr(t -t') должны быть определены с учетом поведенИя 

структуры вещества в ЭМ поле. Эти выражения означают: индукция в момент времени t 
определяется значениями напряженности поля в предыдущие, но не последующие момен
ты времени, что является следствием прииципа причинности. Поэтому при t > t' функции 

Е0 (t - t') , J.ta (t - t') , cr(t - t') обращаются в нуль. 

Параметры среды становятся зависящими от частоты ЭМ колебаний. Поэтому 
явление, определяемое последними выражениями, получило название частотной (или 
временной) дисперсии среды. 

Между векторами D, В и j" и векторами Е и Н могут существовать и нело

кальные связи, когда, например, зависимость между D и Е определяется интегральным 
соотношением 
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у 
Связи nодобного тиnа оnределяют так называемую пространствеиную дисперсшо. 

11. Векторное nоле может быть оnисано семейством силовых линий. 
Силовая линия вектора а(р,/) это линия, направление касательной к кото-

рой в любой точке р в момент времени t "' t0 совnадает с наnравлением вектора а , чис

ло силовых линий, проходящих через единичную nлощадь, nерпендикулярную силовым 

линиям, пропорционально длине вектора ja(p,t0 j, . Если обозначить через ах, ау и а, 

проекции a(p,t0 ) на координатные оси в ДСК, а через dx, dy, dz - элементы длины 

силовой линии в точке p(x,y,z) , то dx 1 а" dy 1 ау dz 1 az . Интеrрнруи эту систему 

дифференциальных уравнений, в КQТОрой ax, ay> az известные функции координат, 

получим аналитическое выражение силовой линии. 

В ортогональной кривол!Uiейной системе координат �. Т], � с ортами 1�, 1.11, 1�; 

и метрическими коэффициентами L�, �, L�; а 1� а� + 11J a'l + 1�; а� , rде а�;, a'l и а�;, -

проекции вектора а на оси �. Т], � , Iюлучаем 

L�dl,lцc, "' �dr}Ja11 "' L�;.d�la�. ( 1 .22) 

1 .3. Основные уравнения электродинамики 

1. В обобщенном законе Гаусса ( 1 .8) свободный заряд Q ,  нахо

дящийся в объеме V , оrраниченном замкнутой nоверхностью S , оnре
деляется выражением ( 1 .2). Применим к левой части (1.8) теорему Ост
роградского-Гаусса (Пl .З). Получаем 

fdivDdV =fpdv . 
v v 

Это равенство сnраведливо для любого объема. Позтому подынтеграль
ные выражения равны, т.е. 

div D(p,t) p(p,t). ( 1 .23) 
Уравнение ( 1 .23), сnраведливое в любой обыкновенной точке 

nространства в любой момент времени, выражает обобщенный закон 
Гаусса в дифференциальной форме. Оно математически выражает фи
зический факт: источником или стоком векторного поля D является 
плотность объемного электрического заряда, линии вектора D начи
наются в точках, где р > О  и заканчиваются в точках, где р < О .  Урав-

нение ( 1 .23) называют третьим уравнением Максвелла в дифференци
альной форме, а обобщенный закон Гаусса (1.8) является его инте
гральной формой. 
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2. Применяя к принципу непрерывности маniитного потока 
( 1 . 1 1 )  теорему Остро градского-Гаусса., получаем f divBdV =0. 

v 
Поскольку объем V произволен, то равенство может выполняться 
только при 

divB = 0. ( 1 .24) 
Это уравнение, справедливое в любой обыкновенной точке пространст� 
ва в любой момент времени, выражает в дифференциальной форме фи
зический факт непрерывности векторных Atthий магнитной индукции; 
векторное поле В не имеет истоков; в природе маniНтные заряды от� 
сутствуют. Уравнение (1 .24) называют четвертым уравнением Мак� 
свелла в дифференциалыюй форме, а принцип непрерывности магнит� 
ного nотока ( 1 . 1 1) является его интегральной формой. 

3. Рассмотрим закон полного тока ( 1 . 14). Он справедлив для 
любого вещества., но при nостоянном во времени токе. Применим к ле
вой части ( 1 . 14) теорему Стокеа (П1 .4). Получаем 

fнdl = J rot НdS :::: J jdS. 
L S S 

Поскольку поверхность S произволъна, но одна и та же в nоверхност
ных интегралах, то подынтегральные выражения поверхностных инте
гралов равны, т.е. 

rot H = j(p). ( 1 .25) 

Это дифференциальная форма закона nолного тока в стационарном 
случае. Действительно, применим к обеим частям уравнения ( 1 .25) опе
рацию дивергенции. Дивергенция ротора любого вектора по (П1 .7) все
гда равна нулю. Поэтому div j(p) = О , т.е. получено уравнение (1 .6), но 

справедливое только для случая постоянного тока (и заряда), когда 
др/ дt о . 

Пусть плотность тока зависит от времени, т.е. j = j(p,t) . Если 

применить выражение ( 1 .25) к нестационарному nолю, то оно оказыва
ется несправедлнвым, поскольку не удовлетворяется закон сохранения 
электрического заряда ( 1 .6). Это указывает на то, что выражения ( 1 . 14) 
и ( 1 .25) являются неполными. Допустим, что ( 1 .25) дополнено некото� 
рым слагаемым: 'J'(p,t) : rotH = j +  'V . Применив здесь операцию дивер

генции к обеим: частям: равенства, с учетом: (П 1 .  7) получаем 
div 'V = -div j .  

Используя закон сохранения электрического заряда ( 1 .6) и учи� 
тывая ( 1 .23), имеем div(IJF - дD/дt) :::: 0 .  Решением последнего уравнения 
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является '11 = дD 1 дt + rot а , где а - произвольвый вектор. Максвелл 

постулировал, что rot а = О , тогда '1' = дD 1 дt . Вектор дD 1 дt = jc назы

вают плотностью тока смещения. При этом вместо (1.25) имеем 

rotH(p, t) = j(p, t) + � (p, t). ( 1.26) 

Здесь сумма j + jc называется вектором плотности полного электриче
ского тока. Интегральной формой уравнения является 

fЩp,t)dl =J[j(p,t) + jc (p,t)]dS. (1 .27) 
L S 

Это закон полного тока в интегралыюй форме, справедливый в неста
ционарном случае. 

Уравнение (1.26) выражает закон полного тока в дифференци
альной форме. Оно устанавливает количественную связь между входя
щими в него векторными величинами в любой точке пространства и в 
любой момент времени. Изменяющаяся в момент времени t в точке 

пространства р плотность тока j + дD 1 дt порождает в этой точке и в 

этот момент времени вихрь вектора Н . Если даже в точке р в момент 

времени t плотность тока j отсутствует, то вихрь меняющегося в про

странстве магнитного поля порождается током смещения с плотностью 
дD 1 дt , т. е. меняющимся во времени электрическим полем. Уравнение 
(1 .26) называют первым уравнением Максвелла. 

4. Пусть имеется поверхность S , опирающаяся на контур L 
(рис. 1.6). Поместим контур L во внешнее магнитное поле с индукпи
ей В . Изменение во времени магнитного потока Ф (см. п.1 .2.2) через 
поверхность S , вызывает в этом контуре электродвижущую силу Э 
(э.д.с.), определяемую циркуляцией вектора Е вдоль контура L :  
Э = f Edl . Если контур L имеет некоторую проводимость, то под дей-

L 
ствием э.д.с. в контуре возникает ток проводимости, который можно 
измерить. Опыт показывает, что величина э.д.с. равна скорости измене
ния магнитного потока Ф во времени: Э = -dФ 1 dt , т.е. 

э == fEdl = -� JвdS . ( 1 .28) 
L dt S 

Это закон электромагнитной индукции, открытый Фарадеем опыт
ным путем. 

Максвелл обобщил закон электромагнитной индукции, посту
лировав равенство ( 1 .28) для произвольного замкнутого контура, прохо
дящего в любой среде. В частном случае контур L может бьпь прово-
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дящим, он может быть и воображаемым. С учетом этого постулата 
( 1 .28) называют обобщенным законом электромагнитной индукции. 

В электродинамике неподвижных сред контур L в (1 .28) дол
жен быть покоящимся (неподвижным). Поверхность S в (1.28) тоже 
считаем неподвижной, но произвольной. Тогда изменение магнитного 
потока во времени в (1 .28) происходит только за счет изменения векто
ра В во времени. Это значит, что производную по времени в (1.28) 
можно внести под знак интеграла, где интегрирование выполняется по 
пространствеиным координатам, в виде частной производной. При этом 
получаем -:'.Li 

fEdl = -� JBdS = -J дВ (p,t)dS. ( 1 .29) 
L dt S S дt 

Из этого обобщенного закона электромагнитной индукции для непод
вижных сред получают второе уравнение Максвелла. 

Применим к левой части (1.29) теорему Стокеа (П1.4). 
Получаем 

f rotEdS = -f д
д
В dS. 

s s t 
Так как поверхность S произвольна, то это равенство возможно 

только при равенстве подынтегральных выражений, т.е. 
д В rotE = -ar· (1 .30) 

Это второе уравнение Максвелла. Оно справедливо в любой точке про
странства в любой момент времени и выражает обобщенный закон 
электромагнитной индукции в дифференциальной форме. Из (1 .30) сле
дует, что изменение во времени в точке р магнитного поля сопровож-
дается изменением в окрестности точки р (по пространствеиным коор
динатам) электрического поля. 

Выражение (1 .29) является интегральной формой второго 
уравнения Максвелла. 

5. Полная система уравнений Максвелла состоит из четырех 
уравнений 

н дD . rot =ar+ J, 

divD = р, 

д В rotE = --.  
дt 

divB = O. 
( 1 .3 1 )  

( 1 .32) 
Первые два уравнения обладают симметрией в следующем 

смысле: по первому уравнению изменение во времени электрической 
индукции порождает вихревое магнитное поле, вектор напряженности 
которого изменяется в пространстве; по второму уравнению изменение 
во времени магнитной индукции порождает вихревое электрическое 
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поле, изменяющееся в пространстве. Из этоrо следует возможность су
ществования ЭМ волн в средах вдали от тел с токами проводимости. 
Электрическое и магнитное поля могут существовать, взаимно порож
дая друг друга. 

По аналогии с первым уравнением Максвелла величину 

дВ 1 дt j� в правой части второго уравнения Максвелла можно рас

сматривать как плотность .магнитного тока смещения. 
Система уравнений Максвелла - зто результат обобщения ос

новных законов электродинамики, установленных с помощью опытных 
данных. Эти уравнения правильно отражают законы электромагнетизма, 
так как выводы теории полностью подтверждаются опытными данны
ми. Не обнаружено опытных данных, nротиворечащих теоретическим 
результатам, найденным на основе решения системы уравнений Мак
свелла. Поэтому система уравнений Максвелла принимается в качестве 
аксиом. 

Применив операпию дивергенции к обеим частям первоrо 
уравнения Максвелла, получаем уравнение неnрерывности линий элек
трического тока div(j + jc) :::::: О , откуда с помощью третьего уравнения 

Максвелла ( 1 .23) закон сохранения электрического заряда (1 .6). 
Применив к обеим частям второго уравнения Максвелла опера

цию дивергенции, получаем д(div B) / дt = O ,  т.е. div B не зависит от 

времени. Четвертое уравнение Максвелла устанавливает солеиоидаль
ный характер поля вектора В . 

Третье и четвертое уравнения Максвелла являются скалярными 
и оnределяют истоки векторов ЭМ поля. 

Основные уравнения Максвелла удовлетворяют постулату относительности, 
и не нуждаются, как уравнения механики, в подгонке к нему. 

А. Зоммерфельд пишет: «Необычайно важное значение, обширная как мир, 
область применении и изумительная красота этих уравнений побудили Больцмаиа проци
тировать: «То был Бог, кrо написал эти строки» [6}. 

Уравнения Максвелла становятся понятными в процессе теоретического и экс
периментального изучения ЭМ явлений. В отличие от электрических пропессов в цеnях 
с сосредоточенными параметрамн, где соответствующие электрические величины (ток, 
напряжение) обычно яиляются одномерными скалярными функциями времени (эависят 
только от одной переменной t ), величины, характеризующие ЭМ поле, J!ВЛЯЮТСЯ четьi

рехмерными векторными функциями, так как зависят от трех пространствеиных коорди
нат и времени. Естественно, что представпять и понимать картицу ЭМ явления, разверты
вающегося в пространстве и времени, сложнее, чем представлять и понимать электриче
ское явление в цепи с сосредоточенными параметрамн. 

6. Каждое из двух векторных уравнений ( 1 .3 1 ) эквивалентно 
трем скалярным уравнениям в частных nроизводных первого порядка 
относительно 1 2  составляющих векторов Е, D и В, Н .  В случае, когда 

функции j и р считаются заданными, система уравнений Максвелла 
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(1.3 1 ), (1 .32) включает 8 скалярных уравнений, в которых содержится 1 2  
неизвестных скалярных функций - составляющих векторов Е,  D 
и В, Н . Поэтому без дополнительных соотношений, связывающих век

торы Е и D ,  В и Н ,  j и Е уравнения (1.3 1 ), (1 .32) недостаточны для 

определения ЭМ поля в среде. В этом смысле система уравнений Мак
свелла является неполной. Это естественно, поскольку произвольпая 
неподвижная среда в этих уравнениях учитывается в обобщенном виде 
так, что не раскрывается механизм ее взаимо;хействия с ЭМ полем. 

Для того, чтобы можно было про�ести вычисление полей, 
систему уравнений (1 .3 1 ), (1 .32) дополняют материальными уравнения
ми, связывающими между собой величины D, j и Е , а также В и Н . 
Для линейных изотропных сред материальные уравнения определяются 
выражениями (1 . 1 9), (1 .20) и (1.17), (1 . 1 8). 

1 .4. Основные законы теории электрических цепей 

1. Рассмотрим граничные условия и первый закон Кирхгофа для цепи постоян
ного тока (рис. 1 .7,а). Постоянство тока и заряда означает, что их изменения во времени 
отсутствуют, позтому др 1 дt = О и для объема V , ограниченного поверхноСТЪю S , диф
ференциальная и интегральная формы закона сохранения электрического заряда в соот
ветствии с ( 1 .6) имеют вид 

div j == О, fjdS == О. 
s 

(1 .33) 

Эти уравнения называют первым законом. Кирхгофа в дифференциальной и ин
тегральной формах соответственно. Они утверждают, что линии постоянного тока долж
ны быть замкнуты, не имея истоков или стоков. Это значит, что цепь постоянного тока 
должна быть замкнутой. 

Выделим некоторый объем !). V цилиндрической формы у проводника с посто
янным током (рис. 1 .7,6) такой, что часть его находится в теле проводника (с поверхно
стью торца 1).5' == п'I).S' ), а другая - в окружающем проводящем пространстве (с поверх
ностью торца 6S' == n'f).S' ). Плотность тока в nроводнике обозначим через j1 , а в окру

жающем пространстве - через j2 , р Е f).V . Применим (1 .33) к цилиндру 6V . Учтем, 

что при длине образующей цилиндра l:ih -t О точка р ложится на поверхность провод

ника, площадь боковой поверхности цилиндра f).S h -t О и, следовательно, значение инте

грала по этой поверхности стремится к нулю. Поскольку при 6h -t О имеем 
I).S' = f).S' = f).S , n• = -n' , то 

fjdS = fj1dS'+ Jj2dS'+ JjdSы._.o = f).S(-n'jl +n'Ы = O, 
s t;S' t;S' /',Sh 

и точка р находится на поверхности nроводника. Здесь n'j1 = jln' , n'j2 = j2n' - нор
мальные составляющие плотностей тока в проводнике и окружающей среде. Получили 
граничное условие для плотности постоянного тока j1n· = j2n· ,  т.е. на поверхности раз
дела сред - норм.Шlьные составляющие плотностей постоянных токов равны. Но если 
проводимость окружающей среды, в которой находится электрическая цепь, равна нулю, 
а2 = 0 , то плотностъ тока в ней по (1 .20) равна нулю, Ь = О  и nоэтому j2п· = 0 ,  а значит, 
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Лп· =О на поверхности проводника. Таким образом, в проводниках с постоянным током, 
находящихся в непроводящеii среде, линии тока на поверхности провода направлены по 
касательным к поверхностям проводов, т.е. ток в окружающую среду не ответвлиется. 

Применим к объему проводника, расположенному в иепроводящей среде и ог-
раниченному поверхностями сечений 1.\S .1.! , 1.\S l2 и боковой поверхностью S6 
(рис. 1 .7,в), закон Кирхгофа (I .ЗЗ) 

fjdS = fjdSI + f jdS2 + f jdSб = О. 
S S.tt SJJ. Sб 

Последний интеграл здесь рален нулю, так как ток в окружающую среду не ответвляетси.. 
Первый интеграл равен току i1 через сечение S .1.1 , а второй току i2 через сечение 

s.�.2 • Таким образом, i1 +i2 = 0 .  Если направление орта нормали на S.1.1 помеЮ!ТЬ на 

обратное, n1 = -п , то 

где i(S .J.t ) 

i, f JdS1 = - f jlriS1 = -i(S .1.1 ), 
S.tt SJ.I 

ток через сечение S .J.I , обратный току i1 . При зтом i(S .J.I ) = i2 , т.е. токи 
одинаковы в каждом сечении провода цепи постоянного тока независи.мо от формы 
провода. 

Примелим первый закон Кирхгофа в интегральной форме ( 1 .33) к разветвлению 
(узлу) электрической цепи, расположенной в непроводищей среде. Для зтоrо окружим 
узел разветвлеНИJI проводника замкнутой поверхностью S (рис. 1 .8). Так как проводи
мость среды на S всюду равна нулю, за исключением участков S1 , S2 , S3 , которые 
проходят по сечениям проводников, то получаем 

f jdS = fjn1dS + fjn2dS + f jn3dS = О, 
s s, S2 S3 

т.е. i1 + i2 + i3 = О  . Это есть первый закон Кирхгофа длЯ разветвления цепи постоянного 
тока. 

2. Обобщенный закон Ома в интегральной форме можно получить из ( 1 . 17). Для 
этоrо цепь постоянного тока, находящуюся в непроводящей среде, разделим на М ци
линдрических участков (рис. 1.7,а). Длины участков между поперечными сечениями s.�.1 • 
S.1.2 · · · · ·  S1m , .  .. , S.!.М в точках 1 , 2, . . .  , т ,  . . . , М обозначим через 

112•123•--·• lm,m+l•·--lм,M+l • 

Пусть а". проводимость т -ro участка, считаем ее однородной в пределах каждого уча

а б 

Рис. 1 .8. Разветвление nроводника и ero 
схематическое изображение 

стка. Между поперечными сечениями 
S 1m н S lm+l введена напряженность 

стороннего поля Е:;, . (На рис. 1 .7,а 

Е2 введена на втором ( т = 2 ) 
участке). 

Вычислим потоки векторов 
левой и правой частей равенства ( 1 . 1 7) 
через поперечное сечение т -ro участ
ка и проинтегрируем результат по 

длине lm,m+l этоrо участка: 
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f fJ•ndSdi = Oт f {(E+ E;,)kiSdi. 
lм,m+l S .J..m lm.m+1 S ..tm 

Считаем, что nлотность тока равномерно расnределена по участку, а Е;, од-

нородна в сечении. Так как то1< в любом поперечном сечении S .L провода цепи одинаков, 

а j"n = j" , то 

Учтем, что 

f j8ndS = j" S .Lm i(S .Lm )  i(S .L ). 
slлl 

{dl=Jm,m+l• fdS = S.Lm . 
lm,m+t sl.m 

Ввелем обозначения 

Rm = lm,m+l la".S.Lm , Um,m+l = fEdl, 
lm,m+l 

э� = JE;,dl, 
lm.JW+f 

где R"' - омичес1<ое соnротиsление т -го участка, um,m+l - наnряжение на т -м уча

стке, Э� - напряжение сторонних эле�<тродвижущих сил между nоnеречными сечения

ми в точках т и т + 1 , dl = ndi . С учетом этих обозначений nолучаем 

i(S .L)Rт um,m+l + Э� (1.34) 

- интегральную форму обобщенного :щк:она Ома: произведение ТОI<а на сопротивление 
nроизsольного участка проводника равно сумме наnряжения и сторонней э.д.с., nрило
жеиных 1< этому участку. Выражение ( 1 .34) называют также вторы.м законом Кирхгофа 

дм участка цепи. При Э� = О  получаем интегральную форму закона Ома: 

i(S .L )R,. = Um,m+l , установленного опытным путем. 

3. Второй закон КJ!рхгофа для замкнутой цепи постолнного тока можно полу
чить, если разделить длину цепи L на М участков та�<, что L = L;lm,m+l где 

т =  l, 2, . . . , М , а точка М + 1 совпадает с точкой 1 .  Просуммируем при этом (1 .34) 

и учтем, что 
м 
Lиm.m+l m:l 

м 
L JEdl = fEdi =O 

m=tl,.,m+J L 

в соответствии с (1 .28). Получаем 
м м 

i(S.L ) L Rm = L;э� m=l m=l 
(1. 35) 

- второй закон Кирхгофа: в замкнутой цели nостоянного тока сумма произведений тока 
на сопротивления всех участков цепи равна сумме сторонних э.д.с., приложеиных на уча
стках цепи. 

Если на участ�<ах задана nлотность стороннего тока в соответствии с (1. 33), то 

все полученные здесь выражения остаются сnраведливыми, но под зпачением Э� в ( 1 .35) 

надо понимать величину интеграла по lm,m+l от j;,dltam . Второй закон Кирхгофа мож

но nолучить в другой форме, при этом ТОIС в цепи определяется суммой произведений 
сторонних токов источинков то1<а иа каждом участке на сопротивления этих участков, 
деленной на сумму соnротнвленнй всех участков. 
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4. В теории цепей с сосредоточенными параметрами применяется мате.матиvе
ская модель цепи постоттого тока. 

Пусть замкнутая цепь nостоянного тока распоЛожена в непроводящей среде. 
Так как ток одинаков в любом поперечном сечении (неразветвленного) провода, его мож
но заменить линейным током I , протекающим по линии (контуру), а омические сопро
тивления участков проводов - считать локализованнмми в точках линии. Таким образом 
от оритинала - цепи с проводами оnределенной толщины и проводимости переходят 
к математической модели. 

Второй закон Кирхгофа при этом получается из ( 1 .35) заменой тока nлотностью 
линейного тока 

м м 
l LRm -=  Lэ;;,.  
m=! m=l 

Если разветвление nровода цепи содержит N проводов (на рис. 1 .8,а N = 3 ), 
то оно заменяется математнческоii моделью узлом плотностей линейных токов 
(рис. l .8,б), для которого первый закон Кирхгофа имеет вид Lln = 0 , где n = l, 2, . . . , N ,  

1 п - плотности линейных токов. 

Схематическое изображение цепи постоянного тока в совокупности с первым и 
вторым законами Кирхгофа составляют математическую модель цепи постоянного тока. 

5. Закон Джоуля-Ленца в интегральной форме установлен :жс
периментально. Ток через проводник сопровождается выделением теп
лоты. Вьщеляемое в едИНИцу времени количество теплоты - тепловая 

мощность определяется выражением pm = i(S l.)u , где и - падение 

напряжения на сопротивлении, i(S 1. )  ток. 

Причина нагревания проводника состоит в том, что в ЭМ поле 
за счет энергии последнего свободные электрические заряды за время 
At персмещаются из одного поперечного сечения в другое на расстоя
ние Ы. . При этом через эти сечения проводника за одно и то же время 
проходит одинаковый заряд. ЭМ поле совершает работу. Носители за
ряда в результате этой работы приобретают кинетическую энергию, 
которую расходуют затем при столкновениях с атомами (молекулами) 
и ионами проводника. Таким образом, в ЭМ поле происходит nотеря 
мощности рпт на нагревание проводника. 

Чтобы получить закон Джоуля-Ленца в дифференциальной 
форме, выделнм в проводнике элемент объема АVи вокруг точки р 
(рис. 1 .7,в). Элемент помещен в ЭМ поле с напряженностью электриче
ского поля Е . 

Рассмотрим первый случай. В АVи введена сторонняя напря-

женность электрического поля Ее . Заряды с плотностью р8 движутся в 

линейной изотропной среде со средней скоростью v вдоль линий тока. 

Тогда на заряд AQ р8 АVи действует сила F = р8 АVи (Е + Ее + [ v, В]) , 

которая на пути Al за время At совершает работу 
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М =  Fl\1 = p8AYн (E + Ee )l\l (так как [v,B�l О ,  поскольку заряды дВИ· 

гаются вдоль линий тока, т.е. viiM ). При этом в объеме АVи из 

ЭМ поля отбирается мощность М =  М 1111 р8 АУн (Е + Ее ) v , где 

v = М / At  . Значит, плотность мощности 

р = !:1Р 1 АУн = рвv(Е + Ее) = jвЕ + jвЕс = prrr + ре ' (1 .36) 

где j8 = p8v определяется заiСоном Ома j8 = О'Е , 

prrr = jaE, ре :::: jвЕе .  ,• * ( 1.37) 
, L  

Здесь pm: - плотность мощности потерь ЭМ поля в А Vн ; с учетом 

закона Ома (1 .20) prrr = <1Е2 = j82 1 О' и всегда не меньше нуля. Выра· 

жение закона Джоуля-Ленца в дифференциальной форме prrr = j8E 
соответствует закону Джоуля-Ленца в интегральной форме 
prrr = i(S J.)u . Размерность [prrr ] = [ре ] [jHE] = Вт/ м3

• 

Выражение ре = j8Ec определяет плотность мощности сто

роннего поля в АVн . С учетом закона Ома ( 1 .20) ре = О'ЕЕе и может 

быть больше и меньше нуля. 
Рассмотрим второй случай. Предположим, что в элементе объ-

ема AV8 сторонней напряженности поля нет, т.е. Ее = 0 , но за счет 

сторонних сил в АVн поступают сторонние заряды с плотностью ре . 
Если р8 - плотность имеющихся в объеме свободных зарядов, то 

AQ = (р8 + ре )АУн . В AV" ЭМ поле совершает работу 

М =  Fl\1 == (р8 + рс)АУнЕМ. 
Мощность равна !:1Р = М/ l11 , а плотность мощности ,Р = М j А У8 , 

р (рв + pc )vE = (ja + jc )E jaE +  JE = prrr + ре' (1 .38) 

где j8 = p8v = О'Е , а 

(1 .39) 

- плотности мощностей потерь pm: и стороннего источника тока 

ре в АVн . Последняя может быть больше и меньше нуля. 
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1 .5. Источники электромагнитного поля 

1. Все среды имеют отличающуюся от нуля проводимость. По
этому всякое ЭМ явление в среде сопровождается релаксацией - энер
гия ЭМ поля переходит в тепло, происходит ее диссипация (рассеяние). 
Рассмотрим релаксацию ЭМ поля, когда источников энергии ЭМ поля в 
среде нет. 

Из третьего уравнения Максвелла (1 .32) для однородной среды 
с учетом материального уравнения ( 1 . 19) получаем div Е = р 1 Е а . Из 

закона сохранения заряда (1 .6) и закона Ома (1 .20), учитывая, что nри 
однородной проводимости среды div j = divcrE = crdivE , имеем 

. 1 др др 
d1vE = p/ ea = - - -д 

, т.е. - + yp = O,y = crl ea .  
(J t дt 

Решением последнего дифференциального уравнения является 

функция p(p, t) = p(p,O)exp(-yt) , где р(р,О) - значение заряда в на-

чальный момент времени. Аналогичной получается и зависимость от 
времени j(p,t) . Поэтому векторы поля с течением времени t убывают 

по закону exp(-yt) . Уменьшение интенсивности (длины) векторов поля 

во времени в каждой точке пространства в е =  2.71 8  раз происходит за 

время t Р = у-1 • Для сред с малым значением cr (диэлектриков) это вре

мя велико. Например, для полистирола (в диапазонах ВЧ и ОВЧ 

cr = 10-15 См/м , Е а = 2,55е0 ) t Р = 2,2 · 104 с ,  а для морской воды (в диа-

пазоне УВЧ cr "'  1 .. .4,3 См/м , Е а "' 80е0 ) t Р = (7 + 1,6) · 10-10 
с . 

Таким образом, nри отсутствии сторонних источников энер
гии с течением времени ЭМ поле затухает. Для его возбуждения 
и компенсации потерь энергии на нагревание среды необходимы сто
ронние источники. 

2. Пусть имеем объем V .  Область Vи расположена внутри объ-

ема V и ограничена поверхностью Sи (рис. 1 .9,а). Среда в области Vи 
линейна изотропна и описывается параметрами Еи , �и , сrи . Векторы 

ЭМ поля в области Vи обозначим через Е' , D' и Н' , В' . 
Обозначим через V0 объем, ограниченный поверхностями S0 

и Sи . Среда в объеме V0 линейна, изотропна и описывается параметра

ми Е а , �а , cr .  Векторы ЭМ поля в объеме V0 обозначим через Е ,  D 
и Н , В . Поверхность S и является границей раздела сред. 
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Рассмотрим первый случай. Пусть сторонние силы создают 
в области У и стороннюю напряженность поля Ее . Тогда по закону Ома 

(I . 1 7) в области V" j = сrи (Е'+ Ее) . В объеме V0 j = crE . Таким обра
зом, в общем виде 

j = crи (E'+Ec), p E V11; j = crE, p e V0 •  (1 .40) 

В области V" плотности мощностей потерь pm и стороннего 

источника р" определяются по (1 .37), где j8 сrиЕ' . Поэтому мощ-
.. 

ность потерь Pиrrr и мощность источника сторшпtей напряженности по

ля р: 

Рит: = J prrrdV = J O'иE'2dV, Р: = J pcdV = J j8EcdV. 
v. v. v. v. 

(1 .41) 

Всегда Рит 2: О .  Если Р: < О , то область Vи называют источ

ником энергии ЭМ поля, или источником сторонней э.д.с. 
Рассмотрим второй случай. Пусть в область Vи за счет сто-

ронних сил поступают сторонние заряды с плотностью ре (рис. 1 .9,6). 
Тогда в nоле с наnряженностью Е' носители зарядов приобретают ско
рость и образуется сторонний ток с плотностью jc = pcv . В области Vи 
сторонние силы возбуждают при этом по ( 1 . 1 8) ток с плотностью 
j = сrиЕ' + f . В объеме V0 в соответствии с законом Ома ( 1 . 1 6) j crE . 
Таким образом, в общем виде 

40 

j(p, t) = сrиЕ' + jc ,  р Е  Vи ; j crE, рЕ V0• 
В области Vн с учетом ( 1 .39) 

а 

pиrrr J O'нE'2dV, Р: = J jcE'dV. 
v. v. 

б в 

Рис. 1 .9. Сторонние напряженность элехсrрического поля 
и rшотность тока в области V и 

(1 .42) 



Если Р: < О , то область V и называют источником энергии 

ЭМ поля или в данном случае - источником стороннего тока. 
3. Рассмотрим примеры. Пусть областью V и является цилиндр. Направим ось 

z вдоль оси последнего. Пусть вектор Ее в (1 .40) направлен вдоль орта 1, ( Е" = 1, Ее ), 

а вектор j" - под углом 11f к 1, (рис. 1 .9,в). Тогда j"Ec = j" Е" cosljf . Определим мощ

ность стороннего источника в области V8 по ( 1 .41). Если ljf постоiiНный угол, то 

Р; = J j"E0dV = cosljf J Jj"EcdSdz , 
Ун SL L 

где S J. и L - площадь nоперечного сеченля л длила цилиндра. Пусть j8 и Ее в попе

речном сечении цилиндра не меняются, а j8 ле зависит от z . Тогда 

р� = iцЭС cos ljf, э< = I Ее dz, 
L 

где iц - ток в nоnеречном сечении S J. цИJШндра, а э< - сторонняя э.д.с., приложенлая 

на длине L цилиндра. Если угол ljf > 90° , то Р; < О и Vи представляет собой источлик 

ЭМ энергии (источник э.д.с.). Если же 1jl < 90° , то Р; > О и в области Vи nроисходит 

дополнительное логлощение энергил ЭМ поля. При 1jl = 90° стороннее nоле с ЭМ полем 
не взаимодействует. 

Пусть теперь при тех же условиях вектор f наnравлен вдоль оси орта 1, , 

а вектор Е' под углом 1jl к 1, . Тогда j0E' = /Е' cosljf и получаем тем же nутем 

Р; = icUCOSijf, и =  JE'dz, 
L 

rдe ic и u сторонний ток в поперечном сечении S J. цилиндра и напряжение на цилиндре. 

Если 1jl > 90" , то Р; < 9 и область V8 является источником ЭМ энергии (источником тока). 
При макроскопическом подходе эти результаты можно трактовать так. 

В ЭМ поле свободные заряженные частицы за счет энергии ЭМ поля ускоряются, приоб
ретают кинетическую энергию. Ускоренные частицы иэлучают ЭМ nоле. Свободные но
сители заряда сталкиваются с тяжелыми частипами (атомами, молекулами, ионами), nри 
этом отдают им всю или часть кинетической энергии, которая переходит в тепло. Значит, 
за счет торможения заряженных частиц nроисходят потери энергии ЭМ поля. Сторонний 
источник энергии действует в обратном наnравлении - он не тормозит заряженные час
тицы, а, наоборот, увеличивает их ускорение и (кинетическую энергию). При макроскопи-

ческой трактовке явлений это эквивалентно отрицательному значению ре . 
4. Примером источника сторонней э.д.с. может служить разрез в металлическом 

проводе, к которому подключена двухпроводная длинная линия (рис. l . lO,a). ПоследНJiя 
возбуждена генератором так, что в разрезе между торцами проводов имеется наnряжен
ность электрического поля. Если провод с разрезом представляет нагрузку для линии, то 

между торцами разреза образуется электрическое поле с напряженностью Е0 • Область 
разреза V8 в окружающем пространстае V0 порождает ЭМ ноле с наnряженностью Е .  

Суммарное nоле в разрезе равно Е+ Ее . В Vи образуется плотиость мощности ре . 
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Примером источника стороннего тока может быть тот же случай подключения 
двухпроводной линии к разрезу провода, но ток на проводе задается на основе измерений 

или приближенных представлений. Например, источник тока Vи получается таким де

формированием разомкнутой на конце двухпроводной длинной линии (рис. 1 . 1 1  ,а), когда 

в точках l и 2 провода разводятся в пространстве на 90° (рис. 1 . 1 1 ,6). Тогда в каЖдом 

Е,Н 
•р 

сечении провода при z = z1 можно 

определить приближенно ток и задать 
плотность стороннего тока в проводах 
(рис. 1 . 1 1 ,в). Сами провода становятся 

областью V и - источником сторон-
� 

него ultca плотности jc ,  возбУЖдаю

щего ЭМ поде в окружающем про
странстве. 

5. Рассмотрим понятия 
плотностей токов и зарядов электри
ческой и магнитной поляризаций 
Пусть среды в области источника V и 

и в объеме V0 имеют параметры ва-

куума: Рис. 1 . 10. Область источника 
в разрезе провода 

11и = 11а = 11о . Тогда по (1 .42) j = jc 

при ре V0 и j = О при р Е Vи , справедливы материальные уравнения ( 1 .2 1  ). При этом 

уравнения Максвелла (1 .3 1), (1 .32) в объеме V имеют вид 

дЕо ·с дНо 
rot H0 = e0 -- + J ; rotE0 = -�t0 --; 

дt дt 

dive0E0 = ре ;  div�t0H0 = 0, 

где Е0, Н0 - напряженности поля, возбУЖдаемого в вакууме сторонним электрическим 

ТОКОМ С ПЛОТНОСТЬЮ jc . 

Предположим, что объем V заполнен линейной средой. Векторы ЭМ поля ста

нут другими. Обозначим их через Е , D и Н , В . Материальными уравнениями в соот

ветствии с (1 .7), ( 1 . 13) и ( 1 . 1 8) являются D = Е0Е + Р ,  В =  !!оН +  М ,  j = аЕ + jc . Подста

вим эти выражения в ( 1 .3 1), (1 .32). Имеем 

rot H = е0 �� + jc + j" + j'"" ; rot E  = -110 
д
д
� -jм.п ; 

(1 .43) 

divEoE = ре + р8 + р'·"; div�t0H = рм.п, 

где j" = аЕ , jэ.n = дР/дt , jм.п = дМ/дt , рэ.п = -div Р ,  рм.п = - div М -плотности вто

ричных (индуцированных по отношению к стороннему току) токов и зарядов; yn , рэ.п 

и jм.п , рм.п - соответственно плотности токов и зарядов электрической и магнитной 

поляризаций. Они удовлетворяют уравнениям непрерывности. 
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Рис. 1 . 1 1 .  Область источника стороннего тока 

Сравнение последних уравнений Максвелла с предъщущими показывает, что 
наличие вещества в ЭМ поле может быть учтено с помощью nлотностей токов проводн
мости и nлоткостей токов электрической и магнитной поляризаций. 

1 .6. Уравнение баланса мощностей в 
электромагнитном поле 

1. Пусть объем V0 ограничен поверхностями S0 и Sи (рис. 1 .9, 
1 . 1 2). Линейная изотропная, не имеющая гистерезиса среда в нем имеет 
параметры Е а , !la , О' ,  а векторы поля обозначим через Е ,  D ,  Н , В . 
Сторонние токи или сторонние напряженности электрического поля 
находятся в области Vи , ограниченной поверхностью Sи и заполненной 

линейной изотроnной средой с параметрами си , !lи , О' и .  Векторы поля 

в Vи обозначим, как и в § 1 .5, через Е' , D', Н' , В' . В общем случае 

си * Е а , !lи * !la , О' и *- О' • Поэтому поверхность S и разграничивает 
среды с разными материальными параметрами. 

Установим баланс мощностей ЭМ поля в области Vи и в объеме 

V0 • ЭМ поля в области Vи и в объеме V0 связаны, так как Vи и V0 
имеют общую границу раздела сред. У становим характер этой связи. 

2. Рассмотрим баланс мощностей ЭМ поля в области V и • Пер-

вые два уравнения Максвелла в Vи 
дD' , дВ' rot H' = - + J·' rotE = 

дt 
' 

43 



Умножим скатфно первое уравнение на вектор Е' , а второе -
на вектор Н' и вычтем первый результат из второго. Имеем 

H'rotE' Е' Н' Н' дВ' Е' дD' ''Е' rot = - -- -- J  . 
дt дt 

Воспользуемся векторным тождеством (П.1 .6). Получаем 

div[E',H'] = J Н,дВ' +E' дD' )-j'E'. (1 .44) l дt дt 
Проинтегрируем ( 1 .44) по области Vи . 

f div[E',H']dV = -f(н' дВ' + E�D'\.v - fj'E'dV. 
v v at at r v 

н w и 

Применим теорему Остроградского-Гаусса (Пl .З) в левой части 

равенства к интегралу и учтем, что по (1 .37) и (1 .39) j'E' = Р::' + р� .  
Имеем 

f [Е', H']n' dS -f (н' д В' +Е' дD'\.v - f р�т dV - f p�dV, 
s v at at r v v 

н н и к 

где n' - орт внешней no отношению к точке р нормали к S и 

(рис. 1 . 1 2,а). Это выражение определяет закон сохранения энергии 
ЭМ поля в области V и • Поскольку каждое слагаемое в нем имеет раз

мерность мощности, то подынтегральное выражение в поверхностном 
интеграле оnределяет мгновенное значение плотности потока мощно
сти в точке р . Его обозначают вектором П' ::::: [Е', Н'] , размерность 

[П'] = [Е] · [Н] Вт/м2 . Нормальная составляющая вектора П п' = n n' 
определяется только касательными к поверхности составляющими век
торов Е' и Н' иа поверхности S 11 и равна потоку мощности (т.е. энер-

гии в единицу времени) через единичную площадку поверхности Sи 
в точке р в момент времени t .  Вектор n(p,t) называют вектором 
Пойнтинга. Подынтегральное выражение первого интеграла правой 

s. 

а 

Рис. 1 . 12. Направления n' 
44 

части для изотропных сред 
с помощью материальных 
уравнений ( 1 . 19} может быть 
преобразовано так 

, дВ' , дD' д Н '.В' Н -- +Е = �-····· + 
дt дt дt 2 

+ д �� = д ( w'м + w'э) = дw' 
дt 2 дt дt ' 



где w'м (p,t) = Н'В' / 2 ,  w'3 (p,t) = E'D' / 2  - мгновенные значения плот
ностей объемных энергий магнитного и электрического полей 
в точке р , а сумма w' = w'м + w'3 - плотность объемной энергии 

ЭМполя. Например, размерность [w3 ] = [Е] · [D] = В/м · Кл/м2 = 

= В/м3 · А  · с  = Вт · с/м3. Таким образом, интеграл от w' по области V и 
определяет мгновенное значение энергии ЭМ поля в этой области: 

W� (t) = J w'(p,t)dV = J w'мdV + J w'3dV, ( 1 .45) 
v. v. v. 

где интегралы от w'м и w'3 определяют энергии магнитного и электри
ческого полей. 

Учитывая изложенное, а также (1 .41), получаем математиче
скую запись теоремы о балансе мощностей в ЭМ поле (закон сохране
ния энергии ЭМ поля) в области Vи 

_ р'с = p'rrr + дW�(t) 
+ ! п'n'dS. ( 1 .46) и и 

дt '! s. 
При Р�с < О  область Vи является сторонним источником 

энергии ЭМ поля. Мощность стороннего источника тратится на нагрева
ние среды в области Vи (первое слагаемое' в правой части}, на измене
ние запаса энергии ЭМ поля (второе слагаемое имеет размерность 
[дW' 1 дt] = [ w'] · [t]-r · [V] = Вт )  и на создание потока мощности через 

поверхность S и , ограничивающую область Vи . Последний поток может 
быть положительным, отрицательным и равным нулю. 

При положительном потоке мощность стороннего источника 
расходуется на возбуждение ЭМ поля за пределами области Vи . При· 
отрицательном потоке источники, расположенные за nределами области 
Vи , возбуждают ЭМ поле в области Vи . Если поток равен нулю, то сто
ронний источник не расходует мощности на возбуждение ЭМ поля за 
пределами области V и • 

Закон сохранения энергии ЭМ поля доказан Дж. Пойнтингом 
в 1 884 г. Ранее, в 1 874 г. Н. А. Умовым доказан закон сохранения любо
го вида энергии, при этом впервые введены понятия плотности энергии 
в данной точке среды и плотности потока энергии. Поэтому вектор 
Пойнтинга П часто называют вектором Умова-Пойнтинга. 

3. Рассмотрим теорему о балансе мощностей в объеме V0 . 
В этом объеме сторонних наnряженностей поля и тока нет. Поэтому по 
( 1 .40), ( 1 .42) j = crE . Основные уравнения Максвелла 
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дD дВ rotH = дt + йЕ, rotE = -дt 
не содержат источников, поэтому их называют однородными. 

Умножим скалярно первое уравнение на Е , а второе на Н 
и вычтем из второго результата первый. Выполнив те же операции, что 
и выше, получим уравнение баланса мощностей в объеме V0 : 

О =  Р0nт + д�(t) + fПndS, 
So+Sи�· 

1 Li 
Р0nт = f йEEdV, W0 = 

2 
f (НВ + ED)dV, П == [Е, Н], 

Vo Vo 

( 1 .47) 

где n' - орт внешней по отношению к точке р нормали к поверхно
стям S0 и Sи (рис. 1 . 12,6). Интеrрал по Sи в { 1 .47) можно перенести 
в левую часть равенства: 

f дW, - ПndS = Ро nт + д/ + JnndS. 
s. S0 

( 1 .48) 

Сравнение этого выражения с ( 1 .46) показывает, что роль ис
точника энергии для объема V0 может играть область Vи . Если по

ток вектора Пойнтинга в левой части ( 1 .48) отрицателен, то он расходу
ется на наrревание среды в объеме V0 , на изменение запаса энергии 

в V0 и создание потока мощности через поверхность S0 • 

Нормальная составляющая Пп = Пn вектора Пойнтинга на Sи 
определяется только касательными к поверхности S и составляющими 

векторов Е и Н . На поверхности раздела реальных сред касательные 
составляющие векторов напряженностей полей Е , Н и Е' , Н' равны 
(см. § 1 . 1 1 ). Следовательно, если касательные составляющие векторов 
Е' , Н' в Vи заданы, то касательные составляющие векторов Е и Н 
оказываются тоже заданными (сторонними функциями). Таким образом, 
имеем еще одно определение источника ЭМ энергии: на поверхности 
S и заданы касательные составляющие сторонних векторов напряжен-

ностей электрического и магнитного полей, т.е. на S и задан сторонний 

вектор Пойятиига If . При этом мощность источника ЭМ энергии опре
деляется выражением 
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1 .7. Примеры применения уравнения баланса 
мощностей 

1. Для nояснения энергетических соотношений рассмотрим применение теоре
мы о балансе мощностей в ЭМ поле (1.42) к участку цилиндрического провода длины l 
цепи стационарного тока (рис. 1 .7), расположенной в непроводящей среде. 

Окружим провод поверхностью S и = S б + S JJ + S .i2 , где S б ,S 1.1 ,S .i2 площади 

боковой и торцевых поверхностей цилиндра (рис. 1 . 1 3). Объем провода Vи =S1.1l . Так 

как ток в непроводящую окружающую среду не ответвляется, то в каждом поперечном 
сечении провода с площадью S 1. он одинаков. Значит, плотность тока j' = i' 1 S 1. по 

длине провода одинакова и при вычислениях ее можно выносить из-под знака интеграла. 

Введем цилиндрическую систему координат (ЦСК) r , q> ,  z с ортами 1,, 1<p, 1z . Ось z 

направим вдоль оси цилиндра. Тогда j'=l,/ = l,cr8E' , где cr8 - проводимость про

водника, Е' = 1, Е' .  Плотность потерь мощности по ( 1 .39) р;:' = j'E' = /2 lcrи , а потери в 

проводе по ( 1 .4 1 )  Рит = p�m ·Vи = (/S1.)2/IcrиS1. = i'2llcrиSJ. . 
Для вычисления вектора Пойнтинга в (1 .46) необходимо оnределить значе

ние Н' . С этой целью используем закон полного тока ( 1 . 14). Пусть контур L есть ок
ружность на поверхности цилиндра (рис. 1 . 1 3). Поскольку в стационарном случае ток 
смещения jc = О  , а от угла q> зависимости нет (симметрия по q> ), то 

Значит, Н� = i' 1 L .  

yH'dl =yH'l"'dl =H�L = i'. 
L L 

Найдем значение П' и его поток через поверхность провода. 
П' = [E',H'] = [1z ,l<p]E'H� = t,п; , где л; = -Е'Н� - единственпая составляющая векто

ра Пойнтинга; 

yn'dS = ft,п;t,dS + f1,П;Hz)dS + 
s. s6 s-'-1 

+ ft,п;t,ds = f п;ds = п,u. 
s н s6 

так как nотоки вектора Пойнтинга через торцевые nоверхности равпы пулю ( 1,1, =0 ). 
В nровод nостуnает nоток мощности только через боковую поверхпость. 

Рис. 1 . 13.  Увеличенный 
участок проводника 

z 

Подставим значепия слагаемых в урав
пепие баланса ( 1 .46). Учтем, что сторонние ис-

точпики энергии в V и отсутствуют, т.е. Р;: = О  и 

дWи 1 дt = О из-за стационарности. Получаем 

т.е. где 

R = ll  аиS 1.1 - омическое сопротивлепие участ

ка nроводпика. Значит, уравпепие баланса 
мощпостей выполняется: мощность, которую 
ЭМ поле вносит в объем провода через его 
боковую nоверхпостъ, тратится на нагревание 
nровода. 
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Оrметим, что из изложенного следует: энергия по проводу не переносится, та 
часть энергии, которая вносится полем нз окружающего пространства через боковую 
поверхность провода, теряется на его нагревание. Провод в цепи постоянного тока играет 
роль направляющей структуры. 

2. Получим уравнение цепи перемениого тока нз уравнения баланса мощности 
при условии квазистационарности. Для этого цепь окружим поверхностью S0 , ограни
чивающей объем V (рис. 1 . 14,а). Считаем, что цепь расположена в среде с равной нулю 
проводимостью. 

Условиями квазистационарности, т.е. условиями медленного изменения во 
времени Ее и, значит, э.д.с. э<(t) являются: а) потоком вектора Пойитинrа через по
верхность S0 можно nренебречь (пренебрежение малой М<?у.щостью излучения); б) вся 

• L_  
энерrия электрического поля сосредоточена внутри емкости (т.е. магнитным полем по
стоянной емкости можно пренебречь); в) вся энергия магнитного поля сосредоточена 
внутри индуктивности (т.е. электрическим полем постоянной индуктивности можно 
пренебречь); г) джоулевы потери в проводах локализованы в омическом сопротивле
нии R. Если обозначить через Ь, V0 , Ь, V L объемы, в которых сосредоточены энерrни 
электрического и магнитиого полей соответственно, то математически эти четыре усло
вия записываются так: 

JПdS "'O, fw'dV "' fw'dV, fw"dV "' fw"dV, pm ,.. i2(t)R. ( 1 .49) 
So V 6V< V &VL 

Определим энерrию электрическоrо поля. Для объема bV0 (в AVc не входит 
пластииа-2, рис. 1 . 14,6) имеем (см. п.п. 1 .4.2, 1 . 5 . 3) 

f w'dV 1 fEdl fDndS =.!_и fDdS. 
AVc 2 ы sJ. 2 S1. 

ПослеДJШЙ интеграл может быть дополнен поверХНОСТI!ЫМИ интегралами от D по всем «бо

КОВЫМ>> грвиям параллелепипеда bVc , поскольку все эти интегралы равны нулю. При ЭТОМ· 
получим иитсграл от D по замкнуrой поверхности, ограничивающей А Ус . По теореме Гаус
са такой интеграл равен заряду Q на пластине. С другой стороны, напряжение между пласти
нами равно интегралу от Edl по Al , т.е. и = QJC , rде С - емкость. Тогда имеем 

f w'dV "'Q2 12C. ( 1 .50) 
AVc 

Определим энергию маrнитноrо поля. Для объема соленоида bV L = Sl L, где S 
и lL площадь витка и длина соленоида, имеем, учитывая, что вне соленоида Н "' О и 

а в 

Рис. 1 . 14. К определению энергий электрического и магнитного rюлей 
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добавляя к интегралу по ддине l L равный нулю. интеграл по пути, расположенному вне 

соленоида, интегрируя по площади S витка катушки индуктивности и по ддине контура 

l (рис. 1 .14,в): 

f wмdv = f f  .!..нвdldS = .!..fнdlfВdS. 
6VL 1Ls 2 2 1 S 

Пусть n - число витков на единицу ддины соленоида. Тогда по закону полного тока 

циркуляция вектора Н по замкнутому контуру равна току nlLi(t) через поверхность, 

опирающуюся на этот контур, а Н =  ni(t) . Значит, В =  !!аН =  �-tani(t). Таким образом 

J wмdV = .!_nlLi(t) · �-tani(t)S = ..!_i2(t)L, 
6VL 2 2 

где L = �-tan2AVL - индуктивность соленоида. 

(1 .51)  

Мощность стороннего источника в области V8 определена в §  1 .5.  При тех же 

предположениях имеем ре = i(t)Эc(t)cosw . Подставляя это выражение, а также (1 .49) 

(1.51) в (1 .46), при 1J1 = 7t  получаем 

i(t)Эc = i2 (t)R+..!_.!!_(Li2(t) +..!._Q2) 
2 dt с 

Выполняя здесь операцию дифференцирования, сокращая затем результат на 
i(t) и дифференцируя равенство по t ,  находим уравнение цепи перемениого тока 

dЭс = L d2i(t) + R di(t) + i(t) . dt dt2 dt с 
Это уравнение является приближенным. Но в теории цепей с сосредоточенными пара
метрами считается, что условия квазистационарности выполняются и применяется знак 
равенства. Выражения (1 .50), (1 .51)  примимают в качестве определений емкости и индук
тивности. 

3. Рассмотрим на качествеином уровне применение теоремы о балансе мощно
стей в ЭМ поле к определению энергетических соотношений в ддинной двухпроводной 
линии (см. § 7.1), нагруженной на согласованное сопротивление (рис. l.lS,a). 

Пусть провода линии имеют бесконечную проводимость, в начале линии, при 

z = О , включен генератор высокой частоты с э.д.с. Эс , сопротивление нагрузки линии 

при z = l равно волновому сопротивлению линии R8 = Z л . Из курса «Основы теории 

цепей» известно, что в двухпроводной линии передачи с согласованной нагрузкой уста
навливаются бегущие волны тока и напряжения. Картина силовых линий векторов Е 
и Н в пекотором сечении линии Sт , достаточно удаленном от начала и конца линии, 
в фиксированный момент времени имеет вид, показаивый на рис. 1 . 15,6 (см. рис. 7. 1 ,д). 
Причем напряженности электрического и магнитного полей синфазны. Применим выра

жение (1 .46) к объему V1 , ограниченному замкнутой поверхностью S1 +Sт . Так как 

расстояние между проводами А мало по сравнению с ддиной волны, то интенсивность 
векторов ЭМ поля на достаточно удаленной части поверхности S1 будет пренебрежимо 

малой. Поэтому можно иренебречь поверхностным интегралом в формуле (1 .46) на этой 
части поверхности, т.е. иренебречь мощностью изучения линии по сравнению с мощно
стью, переносимой через поверхность S т . Поскольку проводимость провод о в бесконеч
но велика, первое слагаемое в правой части выражения (1 .46) равно нулю. Таким обра
зом, ддя n = lz при 1J1 = 1t 

49 



где i0 

s, 1n s2 1 n  ,.... __�_ .:r г  - - - ...L - .ж - -
r " 
j V, . ер 1 })т . V, 1 
l lo ( IL 1 

tэ·ct2 tt·• oR.·;·: 
, z = O  1 z = l  / - - - - - - - - - - - - -

а 

Рис. l .l5. Двухnроводная линия nередачи 

iоЭ" = д f w(p,t)dV + fШzdS, 

ток в линии при z = О . 
v, s, 

б 

Если провести аналогичные рассуждения относительно объема V2 рассматри

ваемой системы ( n = -1, ), то получим 

rде i1 - ток в нагрузке. 

О =� jw(p,t)dV2 + i?R - fпt,dS, дt Vz s. 

Равенство для объема V1 показывает, что мгновенная мощность, доставд��емая 

источником в линии передачи, равна сумме мгновенной мощности, накапливаемой 

в объеме V1 , и мгновенной мощности, переносимой ЭМ полем через поверхность Sт 

в направлении иаrрузкн. Равенство для объема V2 показывает, что мгновенная мощ

ность, переносимая полем через поверхность Sт , равна сумме мгновенных мощно-

сТей накаnливаемой в объеме V2 и теряемой в нагрузке. 

Таким образом, мощность источника энерrни, расположенного в начале линии, 
передается в нагрузку в конце линии через пространство, окружающее линию передачи. 
Следовательно, провода двухпроводной лин.ии являются только направляющей 
стру�<.турой. 

4. Рассмотрим качественно устройство, часто встречающееся в технике сверх
высоких частот. Возьмем отрезок (l) металличесJСой трубы (рис. 1 . 1 6), на одном торце 
трубы слева поставим металлическую заглушку, а другой торец справа оставим откры

тым. Через образовавшееся окно S0 внутренняя область Vи соединяется с внешней 

областью V0 • Продолжением внутреннего nровода коаксиального кабеля (2) в трубе 

является вибратор (3). По нему nротекает электрический ток, который можно считать 

сторонним. Сторонний ток nлотности jc внутри трубы (в объеме Vи ) возбуждает 

ЭМ nоле. Через окно S0 в торцевой стенке трубы ЭМ nоле распространяется во внешнее 

nространство (в область V0 ). Будем считать стенки трубы имеющими бесконечную nро

водимость, а вещество, заnолняющее внутреннюю область трубы, не имеющим nотерь 
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1 

Рис. 1 . 1 6. Полость с окном 
в стенке металлической трубы 

(т.е. для математической модели 

0"8 = О ). Применим к этому 

устройству теорему о балансе 
мощностей в ЭМ поле (1 .46). 
Учтем, что значение Л�, = П'n' 
на внутренних стенках трубы 
определяется касательными к 
поверхности этих стенок со

ставляющими векторов Е' , Н' . 

Например, в ДСК на стенке 

трубы nри у = О  имеем 

n' = -ly , л�, = [E',H'J(-ly ) = 

= -Е; н� + Е� н; = О ,  так как 

. Е� = Е; = 0  при у = О  в соответствии с граничным условием (см. § 1 . 12). Аналогичным 

образом находим, что Л�' = 0  на всех стенках трубы, кроме окна S0 . Поэтому поверх

ностный интеграл по внутренним стенкам трубы равен нулю. Получаем 

с д f ' f ' -Р8 = - w dV +  П ndS0• 
дt v. S0 

Выражение в левой части этого равенства определяет мгновенную мощность, 

отдаваемую сторонним током. Интеграл по объему V8 определяет мгновенную мощ

ность, накапливаемую внутри трубы, а поверхностный интеграл - мгновенную мощ

ность, переносимую полем через окно во внешнее пространство V0 . На S0 n' = lz и 

л�, = Е�н; - Е; н� . Поскольку при переходе точки наблюдения р нз полости во внеш

нее пространство (и наоборот) через поверхность S0 касательные составляющие векто

ров напряженности поля непрерывны, то значение л�, на S0 определяет Лп на S0 для 
поля во внешнем пространстве. По значению л. на S0 в уравнении (1 .48) может опре

деляться поток мощности ЭМ поля во внешнее пространство (левая часть равенства). 

1 .8. Основные уравнения электродинамики 
в комплексной форме 

1. При передаче информации посредством ЭМ поля описы
вающие его векторы меняются во времени. Мгновенные значения век
торов поля E(p, t) , D(p, t) , H(p, t) , B(p,t) , вектора плотности тока 

j(p, t )  и плотности заряда p(p,t) можно представить в виде интегралов 

Фурье (прямого иреобразования Фурье). Обозначим мгновенное значе
ние любого из векторов ЭМ поля через a(p,t) . (Считаем, что функция 

времени la(t)l удовлетворяет условиям Дирихле, а интеграл от нее по t 
в бесконечных пределах абсолютно сходится). Тогда применяя к нему 
иреобразование Фурье, получаем 
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1 =J · ioot a(p,t) = � a(p,ro)e dro, 
"'/21t -<» 

( 1 .52) 

где a(p,ro) - комплексная амплитуда, или спектральная плотность 

соответствующего вектора, ro частота, [ro] = � J 1 = 1/ с , i мнимая 
единица. 

Подставляя значения преобразований Фурье векторов поля 
в первое уравнение Максвелла ( 1 .3 1  ), меняя последовательность выпол
нения оnераций ротора и дифференцирован�, по времени, учитывая, 
что д[exp(irot)]/ дt = iroexp(irot) ,  умножим результат на множитель 

·exp(-iro't) ,  где оо - фиксированная частота. Этот множитель можно 
внести под знак интеграла. Выполним интегрирование полученного вы
ражения по переменной t в пределах от -= до +оо . Получаем, меняя 

порядок интегрирования и сокращая множитель 1 1 fin : 
"" "" J rotli(p,ro)dro J ei(w-oo')t dt = 

t=-= 

= 1 iroD(p,ro)dro 1 ei<oo-ro')t dt + 1 J(p,ro)dro 7�i(oo-oo')t dt. 
t=--OQ 

Учитывая здесь, что интеграл по времени есть интеграл Фурье 
о -функции (П2.5) и сокращая множитель 2n , имеем 

00 

f rotli(p,ro)o(ro-oo)dro= 

= J iroD(p,ro)o(ro-oo)dro+ f J(p,ro)o(ro-oo)dro. 

Применяя nри интегрировании по ro основное свойство о -функции, 
получаем: 

rotil(p,oo) = iooi>(p,oo)+ j(p,oo) , 
откуда, возвращаясь к частоте ro (выnолнив замену оо ro ), имеем: 

rotil(p,ro) = iroD(p,ro) + J(p,ro) . ( 1 .53) 

Применив аналогичные оnерации к остальным трем уравнениям 
Максвелла ( 1 . 3 1  ), ( 1 .32), получаем 

rotE(p,ro) -iroB(p, ro), 
divD(p,ro) p(p,ro), divB(p,ro) О. 

( 1 .54) 
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Систему уравнений ( 1 .53), ( 1 .54) называют системой уравнений 
Максвелла в комплексной форме (уравнениями Максвелла для комплекс
ных амплитуд). 

2. Предположим, что в линейной изотропной среде отсутствуют 
диэлектрический и магнитный гистерезисы. Использовав при этом ире-

образования Фурье для D(p,t) , B(p,t) , Ee (p,t) , E'(p,t) и j(p,t) ,  из 

( 1 . 1 9) и ( 1 . 1 8) получаем материШLьные уравнения в комплексной форме 
(для комплексных амплитуд): 

D(p,ro) = Ea(p)E(p,ro), B(p,ro) = J.l.a (p):H(p,ro), ( 1 .55) 

J(p,ro) = crиE'(p,ro)+ Jc(p,ro), рЕ Vи ; J = cr(p)E(p,ro), рЕ V0, ( 1 .56) 

где считается, что в случае задания сторонней напряженности поля 

Je = <rиЕе . 
Применямость материальных уравнений в простой форме 

( 1 .55), ( 1 .56) ограничена, так как в них не учитывается явление запазды
вания во времени электрической поляризации и намагничивания, на
блюдаемые в веществах на высоких частотах (частотная дисперсия). 

Так как в общем виде j = j8 + je , j8 = crE , р = р8 + ре , то из 

( 1 .6) находим тем же путем закон сохранения электрического заряда в 
комплексной форме (для комплексных амплитуд): 

div J8(p,ro) = -irop8(p,ro); div Je(p,ro) = -irope(p,ro). (1 .57) 
Ниже имеем в виду зависимость комплексных амплитуд от ар

гумента (p,ro) , для сокращения опуская, где это возможно, запись по-

следнего. 
Многие задачи возбуждения ЭМ поля изучаются при одинако

вых параметрах сред в области Vи источника и в объеме V0 . Тогда 

сrи = cr '  Еи = Е  а '  J.l.и = J.l.a и Е' = Е ' Н' = il ' i>' = i> '  В' = в . Сторон

ние токи je заданы при этом в области Vи и закон Ома ( 1 .56) имеет 

одинаковый вид во всем объеме V 
.J � crE+je , p E V. ( 1 .58) 

Подставляя материальные уравнения ( 1 .55), ( 1 .58) в ( 1 .53), 
( 1 .54), получаем уравнения Максвелла для комплексных амплитуд век
торов напряженностей поля 

rotH = irotaE+crE+  Je = iro�aE+  je ; 
( 1 .59) 

rotE = -iOOJ.LaH; div�aE = ре; divJ.taH = О, 
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где Е0 = Е0 (1 - icr 1 WE0) - абсолютная комплексная диэлектрическая 
проницаемость среды (не является комплексной амплитудой), а в 
третьем уравнении Максвелла учтено, что в соответствии с (1.57) 

р8 = -divcrE/ iro .  
3. Уравнения ( 1 .53)-{1 .59) можно сразу получить из соответствующих уравне

ний для мгновенных значений векторов поля, если считать, что последние изменяются во 
времени гармонически (являются монохроматическими). Если заменить каждый из векто
ров по правилу a(p,t) � a(p,ro)exp(irot) и учесть, что дa/дt � iroaexp(irot) , т.е. приме

нять символический метод - метод комплексных амплитуд, то из уравнений (1 .31  ), 
( 1 .32), например, сразу получаем (1 .53), (1 .54). Если реiliением электродинамической 
задачи найдены комплексные амплитуды векторов поля, то их мгновенные значения вос
станавливаются обычным образом (метод комплексных амплитуд): 

a(p, t) = Re[a(p, ro)/rot ]= Re[ \a(p, ro)I/Ф(p,ro)eirot ]= 
= \a(p, ro)\cos[rot + Ф(p, ro)J = а0 cos(rot + Ф0), 

( 1 .60) 

где !a(p,ro)l = ao(p,ro) и Ф(р,rо) = Фо - модуль (амплитуда) и фаза комплексной вели

чины a(p,ro) в точке р на частоте ro .  Огметим, что в радиотехнике фазой называют 

величину rot + Ф(p,ro) . 
Ниже изучаются (кроме отмечаемых случаев) гармонические во времени про

цессы, поэтому применяется метод комплексных амплитуд. Комплексные амплитуды 
векторов поля для краткости ниже называем векторами ЭМ поля. 

4. В первом уравнении Максвелла (1 .59) слагаемое jc == iroE0E 
в правой части в соответствии с (1 .26) описывает плотность тока смещения 

· в  . 
дD 1 дt . Второе слагаемое j = crE - это плотность тока проводимости. 

Если в веществе плотность тока проводимости намного больше плотности 

тока смещения, т.e. jcr:Ej >> jiroE0Ej ( cr >> WEa ), то вещество называют про

водником. Если в веществе плотность тока проводимости намного меньше 
плотности тока смещения, т.е. cr << WE0 , то вещество называют диэлек
триком. Таким образом, одно и то же вещество на разных частотах мо
жет быть диэлектриком, проводником и полупроводником. 

При математическом моделировании применяются понятия 
идеального проводника и идеального диэлектрика. Если cr = О , то ток 
проводимости отсутствует, вещество - идеальный диэлектрик. Если 
cr --7 оо , то вещество называют идеальным проводником. Для него 

jjc l tljвl = WEa 1 cr --7 О , ia --7 -icr 1 (J) .  
Если тело считается идеальным диэлектриком, то джоулевы 

потери в нем отсутствуют ( рот == О ), поскольку cr = О . Если тело счи

тается идеальным проводником, то ЭМ поле в него не проникает, т.е. 

Е = О , Н = О в нем. 
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Предполагая от противного, что Е '* О внутри такого тела, по

лучаем, что �� = crjEj � оо ; но из первого уравнения Максвелла ( 1 .3 1  ), из 

(1.1 8) и (1 . 1 9) следует, что при этом lrotHI � оо ,  т.е. IHI � оо .  Поэтому 

prrr � оо ,  wм 
� оо .  Сторонних источников, которые могли бы компен

сировать бесконечные потери на нагревание и на создание бесконечного 
запаса энергии магнитного поля, в природе не существует. Остается 
предположить, что при cr � оо Е = О в теле. Из второго уравнения 

Максвелла следует, что при этом дВ/дt = О , т.е. магнитное поле не из

меняется ни при каких физических процессах в теле. Это значит, что 
внутри идеального проводника переменное во времени магнитное поле 

существовать не может. Таким образом, в идеальном проводнике Е = О , 
ii = О . Поэтому, тело идеалыюй проводимости, находящееся 
в ЭМ поле, джоулевых потерь в поле не вносит. 

5. Учтем явление гистерезиса в линейных изотропных средах. 
Если в выражениях, приведеиных в п 1 .2. 1 О и учитывающих частотную 
(временную) дисперсию, применить иреобразования Фурье для векто
ров ЭМ поля и для функций E0 (t - t') , J..L0 (t - t') под знаком интеграла, 

то умножая результат на exp(-imt) и интегрируя полученное выраже

ние по t от -оо до -too , учитывая значение интеграла Фурье 
8 -функции (П2.5), получаем 

D(p,W) = E0 (p,w)E(p,w); B(p,ffi) = J..L0 (p,w)H(p,w); 
J(p,w) = cr(p,w)E(p,w), 

(1.6 1 )  

где E0 (p,w) и J..t0(p,w) являются комплексными функциями частоты. 

Нахождение их представляет в общем случае квантово-механическую 
задачу. Но в ряде случаев E0 (p,ffi) , J..L0 (p,W) можно найти на основе 

классической механики (например, для плазмы, феррита). 
Представим E0(p,ffi) и J..t0 (p, ffi) в показательной форме: 

E0 (ffi) = IE0(m)lexp(-it}) , J..t0 (ffi) = IJ..ta (m)l exp(-iv) ,  где угол 1'} опреде

ляет отставание по фазе вектора D(p, t) от вектора E(p,t ), а угол v 
определяет отставание по фазе вектора B(p, t) от вектора H(p,t); 1'} 
и v - углы линейных электрического и магнитного гистерезисов. 

Подставляя (1 .61) в (1 .53), (1 .54) и учитывая, что 

Е а ( ffi) = Е� ( ffi) - iE: , где Е� (ffi) = IEa ( w)l cos 1'} ,  Е: ( ffi) = IEa (m)l sin 1'} ,  полу

чаем при отсутствии линейного магнитного гистерезиса 
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rotii = iOJ(E� -i(E� + cr(ro)/ ro)]E+ .Jc = iro'EaE+ .Jc ; 

rotE = -iOOJ..ta (ro)H; div'EaE = ({ ; divJ..ta(ro)H = О, 
( 1 .62) 

где абсолютная комплексная диэлектрическая проницаемость учитыва-
ет линейный электрический гистерезис: 

- 1 { " cr(ro) ) 1 [ ( ..<> cr(ro) )] Ea(ro) = Еа -\ Еа +00 
= Еа 1 - z  tg v+ 

ООЕ� · ( 1 .63) 

Если ее представить в показательной форме: Еа = IEa l exp(-iA) , 
' 

то tgA = tg-{}+cr/roE� называется тангенсоw�угла А - электрических 

потерь. Он определяется отношением активной части плотности тока в 
веществе к его реактивной части. 

При отсутствии линейного электрического гистерезиса -{} = О 
имеем tgA = cr(ro) /roEa , т.е. тангенс угла электрических потерь при 

этом определяется только отношением плотностей токов проводимости 
и смещения. 

Проводимости проводников и диэлектриков могут отличаться 
на много порядков. Как отмечалось в п. 1 .2. 7, проводимости металлов 
(серебра, латуни, меди, железа и др.) превосходят проводимости хоро
ших диэлектриков (полистирола, слюды) на 1 8-22 nорядка в широком 
диаnазоне частот. На рис. 1 . 1 7  nриведены (эксnериментальные) графики 
зависимостей проводимастей и относительных диэлектрических прони
цаемастей Е =  Еа !Ео от частоты f для глины (1 ), nеска (2), nресной (3) 

и морской (4) воды при температуре 20° С (В1 - влажность 4%, В2 -
влажность 15%). Как видно из графиков, cr и Е ,  кроме частоты, зависят 
от темnературы и влажности вещества. 
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1 .9. Уравнение баланса мощностей для комплексных 
амплитуд векторов поля 

1. В теории электрических цеnей nрименяются nонятия мrnо
венной, средней, комnлексной, активной и реактивной мощностей цепи. 
Напомним эти nонятия. Пусть имеем цепь, изображенную на рис. 1 . 14,а. 
Наnряжение на пекотором пассивном двухполюснике цепи обозначим 
через u{t) . Мrnовенной мощностью линейного двухполюсника назы-

вают P(t) u(t)i(t) . Если 

u(t) = и  cos(rot + \Jiu ), i(t) = J cos(rot+ \Jii), 
то раскрывая nроизведение косинусов, получаем 

1 1 
P(t) = -иJ cos('IJiu -'IJii )+-иJ cos(2rot + \Jiu +'IJii ). 

2 2 ( 1 .64) 

Постоянная составляющая мощности Р ер 0,5иJ cos('IJI и - 'IJI;) здесь 

оnределяется только сдвигом фаз между напряжением и током и равна 
средней за период измеряемой мощности. Переменная составляющая 
мrnовенной мощности меняется во времени с удвоенной частотой 
и зависит от суммы фаз наnряжения и тока. 

Пусть U(ro), i(ro) - комnлексные амnлитуды напряжения 

и тока. Тогда 

U (ro) lu (ro)lexp[iargU(ro)]; j (ro) lj(ro)lexp[i argj(ro)], 

где \uj и 0, lj\ = J 0 - модули напряжения и тока называют амnлиту

дами U0 и J0 , а argU(ro) = \Jiu , argj(ro) = 'IJI; - фазами наnряжения 

и тока. 
. .. 

Если J (ro) - комnлексно-сопряженная амплитуда тока, то 

комплексной .мощностью называют 

P(ro) = �U(ro)Y (ro) = � �U(ro)\ · lj(ro)lexp[i(Vu -\Jf; )] 

= .!..и0J0 cos('IJfи -'IJI; )+ i.!..и0J0 sin(\Jiи - 'IJI; ). 
2 2 

( 1 .65) 

Рср , называемая активной .мощностью цепи, и РР , называемая реак-

тивной .мощностью цепи, в соответствии с (1 .64) определяются выра-
жениями 
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. 1 Pcp(ro) = РА = ReP = 2Uolo cos(llfu - lVi); 
. 1 . РР = ImP = 2Uolo sin(lVu - lV;). 

( 1 .66) 

Реактивная мощность характеризует процесс обмена энергией 
между источником и цепью. При Рр > О энергия запасается в магнит-

н ом поле, при Рр < О  энергия запасается в электрическом поле. Напом

ним, что средняя (активная) и мгновенная мощности выражаются в ват
тах, комплексная мощность в волът-амперах'lВ·А], реактивная мощ
ность - в вольт-амперах реактивных [вар]. Хотя все мощности имеют 
размерность [Дж/с], физический смысл этих понятий различен. 

Используем определения ( 1 .65), ( 1 .66) для того, чтобы выразить 
энергетические характеристики ЭМ поля для линейной изотропной сре
ды, не имеющей гистерезиса. Мгновенное значение вектора Пойнтинга 
Цр,t ) = [E(p,t ), H(p,t )] , поэтому с помощью {1 .65), (1 .66) получаем 
комплексное и среднее значения вектора Пойнтинга 

. l . . * . 
П(р,rо) = 2[E(p, ro),H (p, ro)], Пср(р,rо) = RеП. 

Плотности объемноймощности в соответствии (1 .65), ( 1 .66) и ( 1 .37) 

prrr (р, ro) = .! jв* (р, ro)E(p, ro) = .!_ crEE* = .!_ ojJ!12 = 1 ::j8 \ / cr, 
2 2 2 2 1  

Наконец, мгновенные значения плотностей энергий 
W3(p,t) = 0,5еаЕЕ, wм (p, t) = 0,5J.tаНН · 

(1 .67) 

С помощью ( 1 .65), ( 1 .66) находим методом комплексных амплитуд 

w\p, ro) = 0,5E0EE* /2 = Еа \�2 /4, wм (p,ro) J.ta \812 /4 ( 1 .68) 
- чисто действительные величины. 

2. Получим уравнение баланса мощностей для линейной изо
тропной среды, не имеющей гистерезиса. Считаем, что сторонние ис
точники заданы в области Vи , расположенной в объеме V0 , ограничен-
ном nоверхностью S0 • Еа , J.l.a , cr - ее параметры (рис. 1 . 1 2,а). Ис
пользуем основные уравнения Максвелла в комплексной форме ( 1 .59) . 

Уравнение, комплексно сопряженное первому уравнению Мак
свелла, скалярно умножим на К 
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Умножим скалярмо на а• второе уравнение Максвелла и вы
чтем из этого результата предыдущий. 

н* rotE-ЁrotИ* iюEa l�2 -iroJ..ta jнj2 -��2 -jc*E. 

К левой части равенства применим формулу (П1 .6) и учтем 
( 1 .67), ( 1 .68); сокращая результат на 2, получаем уравнение баланса 
мощностей в дифференциальной форме 

divll(p,ю) = i2Щw3(p,ю)- w"(p,IO)]- рnт (р,ю)- рс (р,ю). 
Проинтегрируем это уравнение по объему V0 • Применяя теоре

му Остроградского-Гаусса и перенеся мощность стороннего источника 

в левую часть равенства, а поток вектора ii в правую, находим 

где 

-Рс(Ю) = i2ю[Wм -Wэ]+Рпт (rо) + fiidS, ( 1 .69) 
So 

ре f pcdV, Wм(э) = f wм<э>dv, prrr = f pnтdV ( 1 .70) 
v. V0 V0 

соответственно комплексная мощность стороннего источника, энергия 
магнитного (электрического) поля и мощность джоулевых потерь 

в объеме V0 • 
Выражение ( 1 .69) является уравнением баланса мощностей 

в объеме V0 • ВЫделим в нем действительную и мнимую части. Тогда 

-RePc = -� = prrr + fncpdS, ( 1 .7 1 )  
So 

( 1 .72) 
So 

Первое из этих уравнений показывает, что средняя мощность источника 
тратится на дЖоулевы потери и на создание ЭМ поля за пределами объ
ема V0 • Второе из уравнений показывает, что сторонний источник реак

тивную мощность расходует на создание запасов реактивной мощности 
в объеме V0 и создание потока реактивной мощности через границу 

этого объема. Если потока мощности через поверхность S 0 и потерь 

в V0 нет, то даже при ре = О возможны колебания энергии в Vи , так 

как энергия электрического поля переходит в энергию магнитного поля 

при w э  = Wм  и наоборот. 

59 



1 .1 О. Фиктивные магнитные заряды и токи 
1. Магнитные заряды и токи не обнаружены в природе. Но ис

пользование понятия сторонних фиктивных магнитных токов и заря
дов оказывается плодотворным в математических моделях, так как су
щественно упрощает решение ряда электродинамических задач. Осо
бенно упрощается исследование щелевых и рамочных излучателей, ре
шение задач возбуждения ЭМ поля в волноводах и резонаторах с помо
щью отверстий в их стенках. 

Оригиналы, на основе которых строятся математические моде
ли с использованием плотностей фиктивных ст2ронних магнитных то
ков и зарядов, рассматриваются ниже. Основания для применения этих 
понятий дают сами уравнения Максвелла. Во втором уравнении ( 1 .43), 
как уже отмечалось, слагаемое f.!одН 1 дt можно рассматривать как 

плотность магнитного тока смещения в среде, а слагаемое jм,n там 

же - это плотность тока магнитной поляризации. В четвертом уравне

нии ( 1 .43) Рм,п - плотность заряда магнитной поляризации. Это дает 
возможность по аналогии с плотностями сторонних электрических то
ков и зарядов в первом и третьем уравнениях Максвелла ввести во вто
рое и четвертое уравнения плотности фиктивных сторонних магнитных 

токов jм,с и зарядов рм,с . При этом получаем систему уравнений Мак
свелла для мгновенных значений векторов поля 

н дD • Е 
дВ •М С rot = дt+ J; rot = -дt- J ' ; 

divD = р; divB = рм,с. 
Для комплексных амплитуд 

rot ii = iwD + j; rot Е = -iwB -jм,с; 

divD = р; divB = рм,с. 

( 1 .73) 

( 1 .74) 

Введенные таким образом плотности фиктивных сторонних то
ков и зарядов удовлетворяют закону сохранения магнитного заряда. 
Действительно, выполнив операцию дивергенции во втором уравнении 
Максвелла и учитывая, что дивергенция ротора вектора равна нулю, 
с учетом четвертого уравнения Максвелла получаем это уравнение 

div jм,с = -дрм,с /дt . Как следует из ( 1 .73), ( 1 .74), единицами измерения 

jм,с и рм,с являются соответственно В/м2 и В·с/м3 = Ом·Кл/м3• 

Уравнения ( 1 .73), ( 1 .74) справедливы для неоднородной, анизо
тропной и нелинейной среды. Состояние среды учитывается в матери
альных уравнениях. 
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Если среда линейна и изотропна, то при учете электрического и 
магнитного гистерезисов ( E0(ffi) , J..t0 (ffi) - комплексные), имеем 

rot Н = irolaE + jc ; rot Е = -irojXaH - jм,с ; 

div€aE = ре ; divjX0H = рм,с_ 
( 1 .75) 

2. Первое и второе, третье и четвертое уравнения ( 1 .75) соот-
ветственно переходят друг в друга, если применяются перестановки 

Ё � ±Н, jc � ±jм,с, ре н ±рм,с, еа н f.la· ( 1 .76) 
Этот прием называют принципом перестановочной двойственности. Он 
позволяет получать решение электродинамической задачи возбуждения 
ЭМ поля сторонними магнитными токами и зарядами из решения зада
чи возбуждения поля сторонними электрическими токами и зарядами. 
Справедлив и обратный переход: если найдено решение задачи возбуж
дения поля магнитными сторонними токами и зарядами, то перестанов
кой ( 1 .76) можно сразу получить решение задачи возбуждения поля 
сторонними электрическими токами и зарядами. 

3. Наряду с понятиями плотностей поверхностных и линейных 
электрических зарядов и токов в математических моделях применяются 
понятия плотностей поверхностных ,.м,с (р, t) , Jм,с (р, t) и линейных 

11м,с , /м,с фиктивных сторонних магнитных зарядов и токов; их ком

плексные амплитуды: tм,с , Jм,с и i]м,с , jм,с . 

1 .1 1 .  Граничные условия на поверхностях раздела 
реальных сред 

1. Неоднородная сре,ца в общем случае имеет диэлектрическую 
и магнитную проницаемости и проводимость, являющиеся функциями 
координат. Но на поверхности раздела двух разных сред эти функции 
испытывают разрыв (скачок). Например, на поверхности раздела ме
талл-воздух проводимость и диэлектрическая проницаемость меняются 
скачком. Уравнения Максвелла в дифференциальной форме описывают 
ЭМ поле в обыкновенной точке пространства, поэтому на поверхности 
раздела сред, где нарушается непрерывность параметров среды, они 
теряют смысл и должны быть дополнены условиями, определяющими 
поведение векторов поля в точках скачка параметров сред. Эти условия 
устанавливаются с помощью уравнений Максвелла в интегральной 
форме. • 

Пусть некоторый объем V заполнен веществом с параметрами 
Е01 , llal , о-1 и ограничен поверхностью S (рис. 1 . 18,а). Векторы 
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t+---bl' 

1+---.bl'' ----.\ 
а б в 

Рис. 1 . 18.  К выводу граничных условий 

ЭМ поля внутри тела обозначим через Е1 , Н1 ,  D1 , В1 . Тело находится 

в среде с параметрами Е0 , lla , cr .  Векторы поля в среде обозначим че

рез Е ,  Н , D , В . Поверхность S есть поверхность раздела сред. 
Выделим у поверхности S некоторый элементарный объем 

11 V цилиндрической формы с длиной образующей blz и контур I1L 
с длиной боковой стороны blz , такие, что часть 11 V и часть I1L нахо
дятся в среде, а другие их части - в объеме V . Считаем, что Р! 
и р - точки наблюдения ЭМ поля расположены соответственно в объ

еме V и в среде. Тогда с помощью уравнений Максвелла в интеграль
ной форме можно связать векторы поля в точках р1 и в точках р . Если 

затем положить blz � О ,  то точки Р! и р стремятся на поверхность S 
раздела сред, т.е. р1 � Ps и р � Ps , где Ps Е S . 

2. У становим условия, определяющие поведение нормальных 
к границе раздела сред составляющих векторов поля. Для этого рас
смотрим объем 11V (рис. 1 . 18,а,б). Обозначим через М поверхность, 
образованную пересечением 11 V с границей раздела сред, а через 
n', n

' - орты нормалей к торцам цилиндра. Считаем, что в каждой точ

ке Ps существует орт нормали n . 
Применям третье уравнение Максвелла в интегральной фор

ме ( 1 .8) к объему 11 V , ограниченному поверхностями торцов М' , М' 
и боковой поверхностью цилиндра М 6 : 

fDdS = fD(p, t)dS' + fD(p1 , t)dS' = f pdV, 
М'+М'+М6 М' М' L\V 

так как при blz � О имеем М6 � О и поэтому интеграл по М 6 стре

мится к нулю. Учтем, что при blz � О  М' = М' = М , n' = -n' = -n , 
11V = M · blz .  
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Поскольку дS мало, то применяя теорему о среднем, можно 

вынести D , D1 и р из-под знака интеграла. Таким образом, сокращая 

на дS , получаем при М �  О 

-D(p8,t)n + D1 (p8,t)n = рМ. ( 1 .77) 
На границе раздела S реальных сред заряды не скапливаются, 

поэтому они не имеют особенности, они не являются поверхностными, 
т.е. рМ � О  при М �  О .  Значит, 

nD1(p8,t ) - nD(p8,t) = О. ( 1 .78) 
Применим к объему А V четвертое уравнение Максвелла в ин

тегральной форме: 

fвdS = J pм,cdv. 
�'+�'+�б L\V 

При Ah � О имеем 

JвdS = JB(p,t)dS' + JB1(p1 ,t)dS' = J pм,cdV === рм,смм. ( 1 .79) 
�'+�'+�б �, �· L\V 

Считаем, что на границе раздела реальных · сред фиктивный 
магнитный заряд, как и электрический, не может быть чисто поверхно-

стным, поэтому рм,с Ah � О при Ah � О  . Значит, 

n�(p8, t) - nВ(p8,t) = О. ( 1 . 80) 
Если а - некоторый вектор, то an = an - нормальная к S со

ставляющая вектора. Поэтому из (1 .78) и ( 1 .80) имеем 
Dпl = Dп ,  Впl = Вп,  рЕ S.  ( 1 .8 1 )  

Это математическая формулировка граничных условий для 
нормальных составляющих векторов индукций: нормальные состав
ляющие векторов индукций при переходе через поверхность раздела 
реальных сред непрерывны. 

Для линейных изотропных сред Dn = EaEn , Dn1 = Ea1En1 , 
Bn = JlaHn ,  Bn1 = Jla1Hn1 . Поэтому в соответствии с ( 1 .8 1 )  нормальные 
составляющие векторов напря:женностей поля имеют скачок на S : 

Ea1En1 = EaEn , �a1Hn1 = JlaHn. ( 1 .82) 
3. Найдем граничные условия для касательных составляющих 

векторов напряженностей поля. Для этого сначала применим инте
гральную форму первого уравнения Максвелла ( 1 .27) к контуру AL 
(рис. 1 . 1 8,а,в). Пусть n и а - орты нормали и касательной к поверхно
сти S в точке Ps Е S (предполагаем, что нормаль и касательная в каж-

дой точке Ps существуют). Введем в точке Ps орт v такой, что 
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а =  [v,n] . Считаем, что иа контур AL натянута поверхность 

l!.S' = Ы · Ah и AS' = vl!.S' .  При Ah � о  имеем: Al' = -aAl' ,  AI' = aAl"' , 
Al' = Ы"' = Al . 

Интеграл по замкнутому контуру AL в ( 1 .27) представляется в 
виде суммы интегралов по частям контура Ы' , Ы" и двух интегралов 
по боковым сторонам Ah . Но ес.ди Ah ---7 О ,  то два последних интеграла 
стремятся к нулю. В интеграле правой части равенства при малом Al 
можно воспользоваться теоремой о среднем и вынести плотность пол
ного тока из-под знака интеграла. Таким, образом получаем 

fНdl J H(p,t)dl' + JH1 (p1 , t)dl' "' (jc;-�дDcp /дt)vAl · Ah. ( 1 .83) 
AL Ы' ы• 

Применим к контуру AL второе уравнение Максвелла в инте
гральной форме с учетом заданной плотности стороннего магнитного 
тока 

fEdl = - J ( дВ + jм,с \,S'. 
AL t:.S' а, r 

При Ah ---? 0 при тех же условиях, что в { 1 .83), получаем 

fEdl = fE(p,t)dl' + JE1(p1 , t)dl' "" -{j�Pc + дВ
дср }Al · Ah. ( 1 .84) 

AL Ы' ы• t 
В реальных средах на поверхности раздела (j + jc)cp и 

(jм,с + jс
м )ср не обращаются в бесконечность (не имеют особенности), 

поэтому их произведения на Ah при Ah ---7 О стремятся к нулю. Приме
няя теорему о среднем к левым частям ( 1 .83), ( 1 .84), и сокращая резуль
тат на Al , имеем 

-aН (p,t) +aH 1 (p1,t )  = 0, -аЕ (p,t) +aE 1 (PI,t) =0. 
Если а - некоторый вектор, то аа = аа - определяет каса

тельную к поверхности S составляющую этого вектора. Таким обра
зом, последние равенства дают математическую запись граничных ус
ловий на поверхности раздела сред 

Hal На, Eat = Eao pE S, ( 1 .85) 
т.е. касательные составляющие векторов напряженностей электриче
ского и .магнитного полей остаются непрерывными при переходе через 
поверхность раздела реальных сред. Для комплексных амплитуд из 
(1 .8 1 ), ( 1 .85) получаем 

D111 =D11 ,Bnl = Й11 ; Йа\ =Йа, Eal =Еа, рЕ S. ( 1 .86) 
4. Граничные усдоВНJI ( 1 .8 1), (1 .85) подучены в предподожении, что в каждой 

точке граничной поверхности S можно установить нормаль и касатедьный вектор. Но на 
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S мoryr быть изломы (ребра), на которых нормаль или касательная (или обе они) не 
существует. Поле в точках наблюдения, лежащих на изломах поверхности, отличается от 
поля в точках р , лежащих на rладких поверхностях. При построении решений электро
динамических задач, кроме граничных условий ( 1 .81 ), (1 .85), необходимо учитывать YCIIO
вue на ребре, сводящееся к требованию, чтобы плотность мощности искомого ЭМ поля 
была пространственпо интегрируема в окрестности ребра (условие Мейкснера). Физиче
ски это означает, что в конечной области вокруr ребра должна быть сосредоточена конеч
ная мощность ЭМ поля. 

1 .1 2. Граничные условия на поверхности идельно 
проводящего тела 

1. Если тело объема V - металл, то его проводимость велика. 
При построении математической модели предполагают, что о1 � оо ,  

т.е. телу присваивают свойства идеального проводника, в котором 
ЭМ поле не может существовать - оно вытесняется в бесконечно тон
кий слой у поверхности S . Надо установить граничные условия на S . 
Тело находится в изотропной непроводящей среде. 

Пусть о1 � оо .  Тогда Е1 = Н1 = D1 = В1 = 0  при р Е  V и ro i:- 0 .  

В (1 .77), (1 .79) плотности объемных электрического и стороннего маг
нитного зарядов у поверхности S выражаются произведениями соот
ветствующих плотностей поверхностных зарядов и Б -функции, т.е. р 

и рм,с имеют особенности при Ah � О  . Так как по определению 

р = !J.Q 1 !J. V ( !J. V - физически бесконечно малый объем), то 

р = !J.Q /(!J.S · Ah) = т:/ Ah, 

где т: = !J.Q 1 !J.S - плотность поверхностного электрического заряда. 

Тогда pAh = т: .  Аналогично, рм,с · Ah = т:м,с . Таким образом, из (1 .77), 
(1 .79) получаем граничные условия на поверхности идеального 
проводника 

Dn = -Т: = -(т:в + Т:с J Bn = -Т:м,с' р Е  S. 

Если т:м,с = О , то В n = О и, следовательно, 

f.!aHn = 0, т.е. Hn = 0, р Е  S. 

(1 .87) 

( 1 .88) 
2. Поведение касательных к поверхности S составляющих век

торов Е и Н устанавливаем с помощью ( 1 .83), (1 .84). Электрический 
и магнитный токи смещения через поверхность !J.S' , опирающуюся на 
контур !J.L , при Ah � О  стремятся к нулю, так как на S они не имеют 
особенностей. Но контур !J.L охватывает полный ток проводимости или 
сторонний магнитный ток. Поэтому правые части в (1 .83), (1 .84) qтли-
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чаются от нуля. Итак, при а1 � ""  <Jc )ер · М  � О , (j� )ер · М  � О при 

М �О , а Ah ·jcp = Ah · Pcpv = l::.h · v · I::.Q/(!J.S · Ah) , где v средняя 

скорость носителей заряда, !J.S = t::.h ·bl (рис. 1 . 18,в). Поскольку заряд 
сосредоточен на поверхности, то t::.Q 1 !J.S 't и М · jcp = 'tV = J , где 

J - плотность поверхностиого тока. 

Аналогичным образом получаем: jм,с • t::.h = Jм,с , где Jм,с -

плотиость поверхностного стороннего магнитиого тока. 
Таким образом, из (1 .83), ( 1 . 84), сокрi:iJ,цая левую и правую час

ти равенств на Ы ,  заменяя а =  [v,n] и испо�у.я свойства смешанного 

произведения векторов (П1 .9), находим 

На Н[v,n] = -[H,n]v = -Jv; Еа = E(v,n] = [n,E]v = Jм,cv; рЕ S. ( 1 .89) 
Поскольку эти равенства выполняются при любом направлении 

орта v , то из него следует 

/.Цп] = J, [п,Е] Jм,с, pE S. ( 1 .90) 
Условия ( 1 .89), ( 1 .90) показывают, что на идеально проводящем 

теле, расположенном в изотропной непроводящей среде, касательная 
составляющая вектора На = [Н,n] эквивалентна перпендикулярной ей 
составляющей плотности поверхностного электрического тока, а ка
сательная составляющая вектора Еа = [п,Е] эквивалентна плотности 
стороннего поверхностного магнитного тока. Из последнего следует 
вывод: в математической модели оказывается возможным в качестве 
плотности поверхностного фиктивного стороннего магнитного тока 
задавать касательную составляющую вектора Е . 

Отметим, что Еа на идеально проводящем теле можно создать 

с помощью, например, щелей или окон (отверстий) в теле, в которых 
возбуждается ЭМ поле. Между кромками щелей возникает напряжен
ность электрического поля, которую в соответствии с ( 1 .89), {1 .90) мож
но заменить плотностью поверхностного магнитного тока. 

Если сторонние токи иа теле отсутствуют, то получаем гранич
ные условия 

( 1 .9 1 )  

где J8 - плотность вторичного (индуцированного) поверхностиого 
электрического тока. 

3. С nомощью ( 1 .9 1 ), можно получить для линейных изотроп
ных непроводящих сред важные условия, оnределяющие поведение век
торов Н и Е у поверхности идеально проводящего тела. Расnоложим 
начало ДСК в пекоторой точке локально у плоской поверхности раздела 
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сред и направим ось z перпендикулярно этой поверхности (рис. 1 . 18,6). 
Тогда lx и ly касаются nоверхности в этой точке. Из ( 1 .75) вне сто-

ронних источников 

Е - -- � - --
. - 1 (дй дЙу ) х iroEa ду дz Ё =-1-(дЙх _ 

дЙz } у iWE а дz дх 

Но на поверхности, т.е. при z = О ,  касательные к поверхности 
составляющие Е должны по ( 1 .91) обращаться в нуль, значит, 

Ёх = Ёу = О ,  а по (1 .88) flz = -fl п = О .  Поскольку производвые по х и 

у - это производвые в поперечном относительно нормали направле

нии, то дЙ z 1 ду = дЙ z 1 дх == О при z = О . Таким образом, учитывая, что 

д 1 дz есть производпая по нормали к S , а fi х и fi У - это касатель

ные к S составляющие вектора, имеем 

дЙ дЙ дЙ 
дz
у = О, дz

х = О, т.е. дпа = О  при z = О. ( 1 .92) 
Для комплексных амплитуд из (1 .87), ( 1 .90) получаем 

Dn = -'t, Bn = -'tм,с ; [H,n] = j, [n,E] = jм,с , рЕ S. ( 1 .93) 
При оrсуrствии сторонних токов на S из  (1 .88), (1.91) и (1 .92) имеем 

Йп = О, дЙа lдп = О; [H,n] = j8 , Ea = O. ( 1 .94) 
Итак, на поверхности идеального проводника нормальная со

ставляющая вектора fi и касательная составляющая вектора Е об
ращаются в нуль, а касательная составляющая вектора fi имеет 
экстремум. Эти граничные условия позволяют утверждать, что силовые 
линии магнитного поля (замкнутые) подходят к идеально проводящему 
телу так, что только касаются его поверхности, сгущаясь у этой по
верхности. Силовые линии электрического поля к идеальному проводни
ку подходят так, что всегда перпендикулярны его поверхности. 

4. В линейной изотропной однородной непроводящей ( cr = О )  
среде при отсутствии сторонних зарядов на S имеем из (1 .62): 

divEaE = O , т.е. дЁх/дх+ дЁуjду +дЁz/дz = 0 .  Если точка р находится 

на поверхности S (при z = О ), то поскольку Ёх = Ёу = О  при z = О ,  

необходимо, чтобы выполнялось граничное условие дЁz/дz = О  при 

z = О . Таким образом, на идеально проводящей поверхности тела 

дЁп/дп = О .  Это позволяет утверждать, что на поверхности идеально 
проводящего тела нормальная составляющая вектора Е имеет экс-
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трем:ум. (Силовые линии электрического nоля оnираются nри этом на 

индуцируемые (вторичные) зарSIДЫ с nлотностью tв ). Из ( 1 .87) и закона 

сохранения электрического заряда имеем: Ё,. = i"8 1 е а = -(djv jв )l iroEa . 
5. При nереходе точки наблюдения nоля через nоверхность иде� 

алъно1·о проводника касательная составляющая вектора А и нормаль� 
ная составляющая вектора t nретерnевают скачкообразное изменение. 

6. Рассмотрим на npиNepe возможность задании фиктивного сторониего маг
нитиого тока. Дли этого возвратимси к устроАству, изображенному на рис. 1 . 16. Переходи 
к математической моделн, прцпишем ыеталлу сте110К ·срубы ll'деал.ьную nроводимость 
( <11 -?оо }. Граничными уеловними авлиютси: Еа = 0 ,  ifn· .;,•o . [H,n] =j• на nоверхн� 

ст11 S1 стенок внутри трубы. Еслц nоле внутри трубы известно, то на nоверхности окна 

So иаnраженности ПОШI не' t� будем (nриближенно) считать задаиными (сторонними). 

Тогда на S0 имеем [Hc,n] = jc , [n,Ec] .. jм,c . Это означает, что но отверстии сторон-

1/ЯR напряженность магнитнога поля жвивалентна стараннему поверхностному элек

трическому току, а сторонiiЯR напряженность э,Jектри'lеского поля эквивалентно сто

ро11не.му поверхностному фиктuв11ому магнитному току. 

Оnределим no ( 1 .69) мощность, которую тратит источник внутри трубы на воз-
буждение nоли во внешнем nространстве V0 • Учтем, что iln = Пп = О  ааа nоверхности· 
стенок внутри трубы, nоскольку 110 ( 1 .91) Еа = 0  на зтой nоверхности и n =  -1, , так как 

· с  ;..с · с  · с · с  · · • · с 
р е V0 . Счнтаем, что на S0 Е = 11.с1 , В = -lxHx . Totдa П = 0.5{E",B" l = l,П1 , 

· с  · с  · с• · с  ·с · с  · м с  · и с  ;..с где Пz = 0,5ЕуНх . Кроме того, [n,E ] = [-lz ,ly}E1 = 1xEy = J  • ,  т.е. lx' = с.1 ,  

линейные размеры отверстии S0 no осим х и у 
соответственно. Предположи111. что Е:;, Н� не зависат от у . Тогда имееl'd 

fn"dS - J t _i((-1Jdxdy - - Чdxj Е� в; dy = 
S(j+S1 5о - - - 2 О О 

1 "  1 а 
= --2 JьЕ;(х)В; (x)dx = -2Jы;·"(х)Н; (x)dx. 

о о 
В данном nримере nлотиость фиктианого стороннего nоверхностного тоu 

эквивалентна составлиющеii � сторонней наnряженности nол11. 

1 .1 3. Векторные и скапярнь1е потенциалы. 
Волновые уравнения 

1. Пусть в области V8 заданы плотности стороиних токов J" , j"•" . Расnреде

ленн• плотностей сторонних зар��дов р• (p,t) , рм.• (p,t) в Vн оnредедиются уравнеННАМИ 
неnрерывности. Необходимо найти решение системы уравнений Максвелла и определить 
векторы ЭМ nou. 
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Решение системы уравнений (1 .73) или (1 .74) необходимо искать с учетом кон
кретных материальных уравнений. Рассмотрим один из методов решения в простом слу
чае однородной линейной изотропной среды, не имеющей гистерезиса. Для проекций 
векторов Е и Н на координатные оси система основных двух векторных уравнений 
иревращаются в систему шести дифференциальных уравнений в частных производных 
первого порядка; решать эту систему непосредственно трудно. Поэтому с помощью вспо
могательных функций решение уравнений Максвелла приводят к решению одного век
торного и одного скалярного уравнений в частных производных второго порядка. Методы 
решения последних хорошо разработаны. 

2. Пусть имеем сторонний источник тока. Тогда поле возбуждается сторонними 

электрическими токами и зарядами, а jм,с = О  , рм,с = О  . Обозначим через Е', Н' векторы 
напряженности поля. По (1 .73) 

н' дЕ' Е' •С rot = E0--+cr +J , 
дt ' дН' rotE = -•• -ra дt • ( 1 .95) 

( 1 .96) 

Введем вспомогательную функцию A(p,t) - мгновенное значение электриче
ского векторного потенциала с помощью выражения 

H' = rotA . ( 1 .97) 
Подставим это выражение во второе уравнение Максвелла и объединим операции ротора. 
Имеем 

ro{ E'+J.la �)= о. (1 .98) 

Введем еще одну вспомогательную функцию !p(p,t) - мгновенное значение 
электрического скалярного потенциала таким образом, чтобы выражение в круглых скоб
ках равнялось -gradq> . Тогда с учетом (П1 .7) (1 .98) удовлетворяется. Значит, 

Е' = -grad<p-J.laдA/ дt. ( 1 .99) 

Подставим в первое уравнение Максвелла ( 1 .95) значения Н' и Е' из (1 .97) 
и ( 1 .99). Учтем тождество (ПI .б) и объединим nосле этого выражения nод знаком гради
ента. Имеем 

grai div A + E0 д<р + cr<p)= V2A - EaJ.la 
д2� -OJ.la 

дА +j0•  l дt дt дt ( 1 . 100) 

В это выражение входят обе вспомогательные функции. Из векторного анализа известно, 
что для однозначного определения вектора А необходимо задать сумму его соленои
дальной и потенциальной частей. Выражение (1 .97) определяет только соленоидалькую 
часть. Поэтому имеется возможность произвольнаго выбора потенциальной части, т.е. не 
противореча уравнениям Максвелла, можно различными способами оnределять div А . 
Выбор div А называют калибровкой потенциала. Последнюю произведем из соображения 
математического упрощения уравнения ( 1 . 100). С этой целью приравняем нулю выраже
ние в круглых скобках: 

div А +  Е0д<р/ дt + crq> = О. ( 1 . 101)  

Это выражение называют условием Лоренца или калибровкой Лоренца. При этом из ( 1 . 1  00) 
имеем уравнение для А : 

n2 д2А дА •с v А -Е 11 -- - (JII - = -J ara 
дt2 r-a дt · (1 . 1 02) 
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Для получения уравнения, определяющего q>, подставим в третье уравнение 
Максвелла (1 .96) значение Е' нз (1 .99), используем уеловне Лоренца (1 . 101)  и учтем 
(П1 .7). Имеем 

А 
д2(/) д(/) 1 ( В С)/ и(j)-Е0J.10 "д,2-ОJ.10 д, =-р Е0 = - Р +р  Е0• ( 1 . 103) 

В правой части этого уравнених кроме заданной функции ре имеетсх функцих вторичных 

зарядов р• . ПоследИJIJI определяется заданной функцией ре и уравнениями состояния 

среды. Действительно, подставлu в уравнение непрерывности вторичного тока значение 

j8 = оЕ' и заменхх Е' из (1 .96), получаем уравнение
_
релаксации вторичного заряда (см. 

п 1.5.1) др8 /дt+ур• = -урс , решением которого хвлхет� функция 

1 
p8(p,t) = е-У'[р8(р,О) -yJ рс(р, т)e'Y'tfr], 

о 

где р8(р,О) - плотность вторичного заряда при 1 = 0 ,  у =  а/Е0 .Таким образом, правую 

часть (1 . 103) можно считать известной функцией. 
Если электрические векторный и скалярный потенциалы найдены решением 

уравнений (1 . 102) и (1 . 103), то тогда векторы напрхженностей поля вычисляютех с помо
щью (1 .97), (1 .99). 

3. Пусть имеем сторонний источник э.д.с. Тогда поле возбуждается сторонними 

магнитными токами и зарядами, а jc = О ,  ре = О  . Обозначим через Е', Н' векторы на

пряженности поля. Из ( 1 .73) 

• дЕ' • rotH =Е0 --+оЕ , 
дt 

Е• дН' 
•М С rot = -J.L ---J · а дt 

Е0 divE' = 0, f.!a divH' = р"·с. 

( 1 . 104) 

( 1 . 105) 

Введем вспомогательные функции А" (p,t) , q>" (p,t) - мгновенные значения 

магнитных векторного и скалярного потенциалов. Определим вектор 

E' = -rotA" ( 1 . 106) 
и подставим это выражение в первое уравнение Максвелла ( 1 . 1  04). Имеем 

rot(H' +Е0дА" /дt+аА " )  = 0. 

Приравнивах выражение в скобках градиенту потенциальной функции с обратным знаком, 
получаем 

( 1 . 107) 

Выражения (1 . 106) и (1 . 107) подставляем во второе уравнение Максвелла (1 . 104). Исполь
зуя (П1 .6) и связывах потенциалыуС//овием Лоренца 

находим уравнение для А" 

divA" +J.L0д{j)" /дt = О, (1 . 108) 

д2Ам дА" V2A" -E " -- - 0" -- = -J·м,с . a r a  
дt2 ra 

дt 
( 1 . 109) 

Для получения уравнения, определяющего q>" , подставим в четвертое уравне

ние Максвелла ( 1 . 1  05) значение Н' из ( 1 . 1  07) и используем ( 1 . 1  08). Получим 
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(l .l lO) 

Если найти решения уравнений ( 1 . 1 09), ( 1 . 1 10), то тогда векторы напряженно

стей поля определяются по известным функциям А м,  qlм с помощью ( 1 . 1  06) и ( 1 . 1  07). 

4. Пусть ЭМ поле возбуждается сторонними электрическими и магнитными то

ками и зарядами, т.е. jc ,;, О , jм,с ,;, О . Обозначим через Е, Н - векторы напряженностей 

поля. Поскольку среда и, следовательно, уравнения Максвелла для Е, Н линейны, то 

справедлив принцип наложения ( суперпозиции), поэтому Е =  Е'+ Е' , Н = И'+  И' . Сум
мируя (1 .99) и ( 1 . 1 06), а затем - (1 .97) и ( 1 . 107), имеем 

Е =  -gгadq>-J.taдA/дt- rot A м, 

Н = rotA -gгadq>м - Е  адА м /дt-аА м . 

( 1 . 1 1 1) 

( 1 . 1 12) 

5. Уравнения ( 1 . 102), ( 1 . 1 03), ( 1 . 109) и ( 1 . 1 10) являются уравнениями одного и 
того же типа. Если предположить, что среда не имеет джоулевых потерь, т.е. а = О и обо-

значить через и функцию q1 или qlм , или любую из декартовых составляющих А, А м , 
то для и имеем уравнение 

( 1 . 1  \3) 

где 1jl -декартова составляющая плотиости сторониего тока или плотиость стороннего заряда. 

Уравнение ( 1 . 1 13) называют уравнением Д'Ала.мбера. В точках пространства, 

где сторонние токи и заряды отсутствуют ( рЕ Vи ), 1jl = О  и уравнение (\ . 1  \3) становится 

однородным. Последнее называют волновым уравнением. 

1 .1 4. Уравнение Гельмгольца 

1. Для решения уравнений Максвелла в комплексной форме 
( 1 .  75) применяются вспомогательные функции - комплексные ампли-

туды электрического и магнитного векторных потенциалов A(p,ro) , 

А м(р,rо) . Среда является линейной, однородной, изотропной. Плотно

сти сторонних токов заданы в области V и • 

Для гармонических во времени сторонних источников приме
няем метод комплексных амплитуд. При этом можно учесть наличие 
линейных электрического и магнитного гистерезисов, когда Ea (p,ro) , 

l!a(p,ro) - комплексные числа. 

2. Пусть ЭМ поле возбуждается только электрическими сторон

ними токами и зарядами Jc (p,ro) , (/ (p,ro) . Тогда из (1 .75) имеем 

( 1 . 1 14) 
Если A(p,ro) - комплексная амплитуда электрического век

торного потенциала, то 
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il' = rot.A. ( 1 . 1 15) 
Подставляем это выражение во второе уравнение Максвелла 

( 1 . 1 14). Вводим вспомогательную функцию ф(р,rо) . Для выполнения 

тождества необходимо (см. (1 .99)), чтобы 

Е' = -gradф- iroJ.taA. ( 1 . 1 16) 
Подставляем ( 1 . 1 1 5}, ( 1 . 1 16) в первое уравнение Максвелла 

( 1 . 1 14) и применяем условие Лоренца. Получаем ф = -div Atiro€a и 

v2A+eA = -jc ,  ( 1 . 1 17) 
где обозначено k2 = ro2€aJ.ta , k = f3- ia - к'оэффициент распростране

ния. Из ( 1 . 1 16) при этом получаем 
. 1 . . 

Е' = -;-::-graddiv А - iroJ.taA. ( 1 . 1 1 8) z(J)fa 
3. Пусть ЭМ поле возбуждается только маmитными сторонни

ми токами и зарядами jм,c(p,ro) ,  рм,с(р,rо) . Тогда из (1 .75) имеем 

rotil" = iro€aE", rotE* = -iWJ.taH"-Jм,с .  ( 1 . 1 19) 
Если _Ам(р,rо) - комплексная амплитуда маmитного вектор

ного потенциала, то 

( 1 . 1 20) 
Подставим это выражение в первое уравнение Максвелла 

( 1 . 1 19). Вводим вспомогательную функцию фм (р,rо) . Для выполнения 

тождества необходимо, чтобы 

il" = -gradфм - iro€a.Aм . ( 1 . 121) 
Подставим ( 1 . 120) и ( 1 . 121) во второе уравнение Максвелла 

( 1 . 1 19) и наложим на вспомогательные функции условие Лоренца. По-

лучаем фм = -div _А м liroJ.ta , 
v2Ам + k2Ам = -jм,с. ( 1 . 1 22) 

Из ( 1 . 12 1 ) при этом имеем 

H" = -iro€aAм +-. -1-graddiv.Aм. (1 . 123) lffiJ.I.a 
4. Пусть ЭМ поле возбуждается и электрическими и магнитны

ми сторонними токами и зарядами. Для линейных сред справедлив 

принцип наложения. Поэтому Е = Е'+ Е .. , ii = il' +Н* . Выполнив сум
мирование ( 1 . 1 1 8), ( 1 . 120) и ( 1 . 1 15), ( 1 . 123}, получим 
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. . 1 . . Е = -iOOJ..I.aA +-;-::-graddiv А - rotA м , zooea (1 . 124) 
. . . 1 . H = rotA-iooeaAм +-. -graddivAм. (1 . 125) lOOJ..I.a 

5. Уравнения ( 1 . 1 17) и ( 1 . 122) являются неоднородными век
торными уравнениями Гельмгольца. В точках пространства, где сторон
ние источники отсутствуют ( ре  Vи ), их правые части равны нулю. При 

этом уравнения становятся однородными. 
Решение однородных уравнений Гельмгольца наиболее просто, если потенциа

лы зависят лишь от одной координаты. Например, в ДСК для Ах при д 1 дх = д 1 ду = О из 

( 1 . 1 1 7) с учетом (Пl . 12) получаем д2 Ax lдz2 +k2 Ах = 0 .  

Общим решением зтого однородного обыкновенного дифференциального урав
нения второго порядка является Ах(р,оо) = С1 exp(-ikz)+ С2 exp(ikz) ,  где С1 , С2 - посто-

янные. Мгновенное значение Ax(p,t) = Re{Ax exp(ioot)}. Учитывая, что k = �- ia ,  имеем 

Ax(p,t) = IC1ie-az cos(oot -�z +11f1 )  +IC2ieaz cos(oot + �z + llf2), 
где С1.2 = IC1.21exp(illf1.2 ) ,  llfi , llf2 - постоянные значения фазы. Это решение определя

ет сумму двух бегущих волн. Первое слагаемое - первая волна при � � О распространяет
ся (бежит) вдоль возрастающих значений z . Амплитуда ее из-за потерь на нагревание 
среды при а � О  экспоненциально уменьшается (по закону ехр(-щ:) ) с ростом z (зату-

хает), а фаза изменяется по закону oot-�z+\j/1 . Амплитуда второй бегущей волны экспо
ненциально увеличивается (по закону exp(az) ) с ростом значений z ,  а фаза изменяется 

по закону oot+�Z+IIf2 . 
Второе слагаемое может описывать волну, бегущую в противоположном, по 

сравнению с первой волной, направлении. 
Таким образом, мгновенное значение Ах (p,t) можно рассматривать как сумму 

двух волн, бегущих в противоположных направлениях. 
6. Для определения коэффициентов а и fЗ учтем, что 

k2 = 132 -а2 - i2af3 = oo2EaJ..I.a = ooz (�- i�), 
где обозначено � = e:J..I.: -(е: + cr 1 OO)J..I.: , � = e:J..I.: + (е: + cr 1 оо )J..I.: . При

равняв действительные и мнимые части в этом выражении, получим 
биквадратные уравнения для а. 

и fЗ . Из четырех корней каждого из 

этих уравнений два отличаются только знаком и описывают те же бегу
щие в противоположных направлениях две волны. Условию экспонен-
циального затухания амплитуды волны по причине 
ЭМ поля на нагревание среды удовлетворяют корни 

а.} ,J 1 Jl/2 fЗ = 12�(М + 1) ' 

затрат энергии 

( 1 . 126) 
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где М = [1 + (� 1 �)2 J 11 2 . Коэффициент а называют коэффициентом 
затухания, f3 - коэффициентом фазы волны. 

Если в диэлектрике ( Jla = Jlo , Jl� = О ) линейный гистерезис от
сутствует ( Е� = О ), то Е� = Е а ,  и получаем 

;} = ��EaJlo(M + 1) J'2
• ( 1 . 127) 

где М =  [1 + (а 1 WEa )2i12 . 
Если в диэлектрике велики гистерезисные явления и при этом 

a/ro << E� , то 

; } � o{�E�Jl� (M + 1) г
2
' ( 1 . 128) 

где М =  [1 + (Е: /Е� )2 ] 11 2 ; основное влияние на коэффициент затухания 

оказывает гистерезис. 
7. При решении задач электродинамики могут применяться уравнения Гельм

гольца для векторов Е и fl вместо уравнений ( 1 . 1 1 7), ( 1 . 122) для векторных потенциа
лов. Для того, чтобы их получить, выполним операцию ротора над основными уравнения
ми Максвелла ( 1 .75): 

rotrotH = iOOEa rotE+ rotjc ; rotrotE = -iOOf.La rotH -rotjм,c. 

Подставим в первое уравнение значение rotE из второго уравнения ( 1 .75), а во второе 

значение rotH - из первого уравнения ( 1 .75), учтем векторное тождество (П1 .6) и урав

нения непрерывности. Получаем уравнения Гельмгольца 

V2fl + k2fl = -мм. V2E + k2E = -М, ( 1 . 129) 

где Мм = -ioo"Eajм,c +-.-
1-graddivjм,c + rotj< , М = -iOOf.Lajc +�graddivJc -rotJмc . 

IOJ!la IOOEa 
Этими уравнениями не всегда удобно пользоваться из-эа сложности их правых 

частей. Однако в области пространства, где сторонних токов и зарядов нет, правые 
части равны нулю и уравнения становятся однородными. 

8. Вместо векторных потенциалов могут использоваться другие вспомогатель-

ные функции Z и zм - комплексные амплитуды векторов Герца для электрических и 
магнитных токов. Для гармонических во времени полей они связаны с векторными потен-

циалами постоянными множителями: Z = А 1 ioola , Z м = А м 1 i(J)fl а . 

1 .1 5. Уравнения электростатики, магнитостатики, 
стационарных и квазистационарных токов 

1. Выше показано, что из уравнений Максвелла следуют основные законы тео
рии электрических цепей - законы Ома и Джоуля-ленца, первый и второй законы Кирх
гофа. Уравнения Максвелла дают возможность сформулировать условия, при которых эти 
законы применимы (§ 1 .7). 
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В частных случаях уравнения Максвелла упрощаются, поэтому упрощается ис
следование электрических и магнитных явлений. 

2. В статическом случае изменения во времени отсутствуют ( (д 1 дt = 0) ), элек

трические и магнитные зарядЫ являются статическими, электрических и магнитных токов 
нет. Основные уравнения поля при этом получаются из ( 1 .  73) и ( 1 . 19): 

rot E = O, div D = pc ,  D = E0E; ( 1 . 1 30) 

( 1 . 13 1 )  
Электрическое поле определяется уравнениями ( 1 . 1 30), а магнитное поле - уравнениями 
( 1 . 13 1  ); поля не связаны и существуют независимо друг от друга. Уравнения ( 1 . 130) опре
деляют электростатическое поле (электростатику), а ( 1 . 13 1 ) - магнитостатическое 

поле (магнитостатику). Так как А = Ам = 0 ,  то по ( 1 . 1 1 1) и ( 1 . 1 1 2) E = -grad<p , 

Н =  -grad<pм . Из ( 1 . 103), ( 1 . 1 10) получаемуравнения Пуассона 

( 1 . 1 32) 

При ре = рм,с = О  эти уравнения становятся однородными. В этом случае они называются 

уравнениями Лапласа. 
3. При стационарных токах и зарядах д 1 дt = О  и из ( 1 .  73), ( 1 . 1 9) имеем 

rot H = j, divB = pм,c; rotE = -jм,c, divD = p. 

В этом случае электрические и магнитные поля связаны, так как j = jc + crE . Векторы Е 

и Н выражаются через векторные потенциалы: H = rotA , E = -rotAм , которые в соот
ветствии с ( 1 . 102) и ( 1 . 1  09) удовлетворяют уравнениям Пуассона 

V2 А =  -f, v2 А м = -jм,с . ( 1 . 1 33) 
4. Уравнения квазистационарных токов получаются при условии медленности 

изменения во времени сторонних зарядов и токов, когда можно пренебречь токами сме-

щения (см. § 1 .7). При этом из ( 1 .73) получаем rot H = j , divB = pм,c ; rot E = -jм,c . 

div D = р , j = jc + crE . Электрическое и магнитное поля связаны, так как в уравнении 

rot Н = j правая часть зависит от Е . 

ЗАДАЧИ 

1. Выразить плотность объемного стороннего магнитного тока на плоском пря
моугольном листе. Лист расположить параллельно плоскости xz в ДСК, а затем - парал
лельно плоскости yz . 

2. Выразить плотность объемного поверхностного электрического тока, задан
ного на трубке тока пекоторой длины, поперечное сечение которой имеет форму кругово
го цилиндра. 

3. Выразить плотность объемного стороннего магнитного тока прямолинейной 
нити. 

4. Выразить плотность объемного электрического тока кругового витка в ци
линдрической системе координат. 

5. Выразить плотность объемного электрического тока кругового витка в сфе
рической системе координат. 

6. Имеется нить прямолинейного электрического тока. Предложите устройство 
для измерения функции распределения плотности тока по длине нити. 
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7. Имеется нить прямолинейного электрического тока. Предложите устройство 
для измерения функции распределения плотности заряда по длине нити. 

8. Имеется нить прямолинейного стороннего магнитного тока. Предложите уст
ройство для измерения функции распределения плотности тока по длине нити. 

9. Записать связь плотности тока с напряженностью электрического поля при 
квадратичной вольтамперной характеристике. 

10. Вычислить мгновенные значения плоткостей вторичного тока и мощности 
потерь в полистироле, если амплитуда напряженности электрического поля в точке на
блюдения на частоте 30 МГц равна 1 В/м. 

11. При условиях предыдущей задачи выполнить вычисления для железа. 
12. Вычислить мгновенные значения плоткостей вторичного тока и мощности 

потерь в морской воде (при температуре 20° С) на частоте, равной 1 ГГц, если амплитуда 
напряженности электрического поля в точке наблюденИJJ-равна 1 В/м. 

13. Источник сторонней э.д.с. имеет форму цилиндра длины, равной 1 О см. Вы
числить мгновенную мощность источника, если амплитуда тока в сечении цилиндра оди
накова и равна О, 1 А, а вектор напряженности стороннего электрического поля, направ
ленный вдоль оси противоположно плотности тока, имеет амплитуду, равную 1 В/м, час
тоту 1 ГГц. 

14. Вычислить мгновенное значение вектора Пойнтинга на поверхности окна 

устройства, изображенного на рис. 1 . 16, если на длине волны Л. = 1 О см на поверхности 

окна Е = 1у Еу , Н = -1хНх , где Hx = Ey !W0 ,  W0 = 1201t0м , Ey = E0 sin(пxla)cosoot , 

Е0 = 1 В/м , а = 0,1Л. - размер окна по оси х .  
Определить точки наблюдения, в которых значение вектора Пойнтинга макси

мально. Вычислить максимальное значение вектора Пойнтинга. 
15. Вычислить мгновенное значение мощности, переносимой через окно уст

ройства, изображенного на рис. 1 . 16, при условиях предыдущей задачи. Размер окна по 

оси у ь = 0,4Л. . 
16. Вычислить комплексную диэлектрическую проницаемость пресной воды 

(при температуре 20° С) на частоте 1 О ГГц. Найти тангенс угла электрических потерь. 
17. Вычислить активную и реактивную мощности стороннего источника тока, 

имеющего форму цилиндра длиной 1 О см, радиуса 1 см, если векторы плотности сторон
него тока, являющегося поверхностным, и напряженности электрического поля парал
лельны оси цилиндра, распределены равномерно по его боковой поверхности, комплекс-

ные амплитуды их сдвинуты по фазе на 135° и IJI = 1 А/м , IEI = 1 В/м . 

18. При условиях задачи 13 вычислить среднее значение вектора Пойнтинга. 
19. При условиях задачи 14 вычислить активную мощность, переносимую через 

окно. 

20. Направив вдоль нормали n к поверхности раздела сред ось �1 криволиней

ной ортогональной системы координат �1 , �2 , �3 , а оси �2 , �3 - вдоль касательных 

к этой поверхности, показать, что на поверхности идеально проводящего тела выполняют

ся граничные условия д(Lg,.Hgп)l  дп = О ,  где 4"n - коэффициент Лямэ, т =  2 или 3. 

21. Запишите граничные условия на поверхности идеально проводящего цилин
дра кругового поперечного сечения. Вдоль образующей цилиндра прорезана узкая щель 
конечной длины, между кромками которой создана сторонняя напряженность электриче
ского поля. 

22. Как должны подходить силовые линии электрического и магнитного полей к 

поверхности идеально проводящего цилиндра кругового поперечного сечения? 
23. Запишите решение однородиого уравнения Гельмгольца в виде бегущей 

(уходящей) вдоль оси х волны. 
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24. Запишите решение однородного уравнения Гельмгольца в виде бегущей 
(приходящей) вдоль оси у волны. 

25. Показать, используя формулы Приложепия 1 ,  что векторное уравнеиене 
Гельмгольца ( 1 . 1 17) в ДСК сводится к трем независимым скалярным уравнениям ' 2 • •С Mm +k Am = -Jm • 
где l1 - оператор Лапласа, т = х, у или z . 

26. По казать, используя формулы Приложепия 1, что векторное уравнение 
Гельмгольца ( 1 . 1 17) в цилиндрической системе координат (ЦСК) сводится к следующим 

трем скалярным уравнениям относительно составляющих А, , А.., и А, : 

· 2 ' 1 · 2 д� ·.с M, + k  A, -2A, --z-- = -J, , 
r r д<р 

лА k2 А 1 А 2 дА, ·.с --.р + ·-.р --z·-.p + -z::i:"'= -J<p• 
r r "'1' 

м, + k2A, = -)� . 
где l1 - оператор Лапласа в ЦСК. (Третье уравнение может решаться независимо от 
двух других, а первые два уравнения связаны друг с другом и позтому составляют систе
му дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка). 
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2. ВОЗБУЖДЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО 
ПОЛЯ В НЕОГРАНИЧЕННОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ 

2.1 .  Модель неоrраниченноrо однородноrо 
пространства. Общая характеристика задач 

1. Все сторонние источники в реальных условиях возбуждают 
ЭМ поле в присутствии границ раздела сред, которыми являются по
верхности Земли и стен здаиий, металлические поверхности кораблей, 
самолетов и т.д. Возбуждаемое сторонним источником (первичное, или 
падающее) ЭМ поле, распростраияясь, падает на границу раздела сред 
и наводит на ней токи. Последние являются вторичными по отношению 
к падающему полю. Они возбуждают вторичное (рассеянное, или отра
женное) поле. Наложение первичного и вторичного полей образует 
полное поле, или поле дифракции. 

Первичным является поле, возбужденное в случае, когда грани
цы раздела сред отсутствуют. Можно считать, что границы раздела сред 
S отсутствуют, если оии находятся на таком большом расстоянии от 
точки наблюдения, что вторичные токи на S не влияют на поле в точ
ке р (рис. 1 .9). Таким образом приходят к математической модели не

ограниченного пространства. 
2. Область Vи , занятую сторонними зарядами и токами, назы

вают сторонним источником, излучателем, или возбудителем ЭМ поля. 
По заданным распределениям плотностей сторонних токов в области 
V" с помощью закона сохранения заряда можно найти, если это необ

ходимо, распределения плотиостей зарядов. 
3. В настоящем разделе изучаются ЭМ явления в неограничен

ном однородном пространстве. Параметры линейной изотропной среды, 
заполняющей пространство, обозначены через €а , J.l.a , О' .  Плотности 

стороиних токов, т.е. функции jc(p,t) , jм,c(p,t) заданы в области Vи 
и равны нулю вне этой области. Геометрические размеры области Vи 
тоже заданы. Надо найти векторы ЭМ поля Е , Н , D , В . 

Естественно nредположить, что ЭМ явления в пространстве оп-

ределяются функциями расnределения плотиостей сторонних токов jc , 

jм,с в области Vи , законами изменения последних во времени и свойст

вами пространства. 
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Важнейшая в радиотехнике зависимость векторов поля от угловых координат 
оnределяется не только относительными к длине волны линейными размерами и rеомет

рической формой области V и , но и законами распределения плотностей тока в зтой об

ласти. 
Положение вектора Е в пространстве (nоляризацию поля) можно менять, ме

няя законы распределения сторонних токов в Vи . Важнейшее значение имеет знание 

особенностей поведения векторов поля и вектора Поймтинга на разных расстояниях от 

области Vи . 
В среде с тепловыми потерями векторы поля затухают no эксnоненциальному 

закону no мере увеличения расстояния от области Vи . Сигнал, переносимый распростра

няюшимся полем, в такой среде искажается. Искажения сигнала могут быть оценены 
с nомощью понятий фазовой и групповой скоростей распространения волн. 

В радионавигации особое значение имеет знание фаз векторов возбуждаемого 
ЭМ nоля. Фазы также оnределяются законами распределения сторонних токов и относи

тельными к длине волны геометрическими размерами области V и . 
В случае области Vи конечных размеров в неограниченном однородном про

странстве на большом удалении от источника возбуждается уходящая от источника (рас
ходящаяся) сферическая волна, у которой поверхности равных фаз являются сферами. 

Если же область V и имеет вид, например, бесконечного nрямолинейного провода, то в 

nространстве может возбуждаться цнлнидрическая волна, у которой nоверхности равных 

фаз являются цнлиидрами. В случае вырождения области Vи в плоскость в nространстве 

может возбуждаться плоская волна, у которой nоверхности равных фаз являются плоско-
стями. 

Вышеприведенное краткое перечисление только некоторых задач анализа 
ЭМ nоля nоказывает, что математическая модель неограниченного однородного nро
странства nозволяет изучить основные явления электромагнетизма, обязанные излучению 
сторонних источников. 

4. Ниже изучаются ЭМ явления при гармонически изменяю
щихся во времени сторонних токах. Применяется метод комплексных 
амплитуд. Если сторонние токи являются негармоническими функция
ми времени, то с помощью иреобразования Фурье по известным ком
плексным амплитудам можно восстановить мгновенные значения век
торов поля. 

2.2. Математические модели излучателей 

1. Линейные излучатели применяются в качестве основных воз
будителей ЭМ поля. Линейный электрический излучатель обычно вы
полняется из провода. С помощью линии питания (фидерного устройст
ва) в разрезе провода возбуждается сторонняя напряженность электри
ческого поля (рис. 1 . 1  0). Если последняя известна, то в этом случае за
дан источник сторонней э.д.с. Если же в каждом сечении излучателя 
известен (измерен или рассчитан) ток, то в проводе известно распреде
ление плотности объемного стороннего тока (рис. 1 . 1 1 ), что соответст
вует заданию источника стороннего тока. 
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Прямолинейный UЗJlучатель называют и прямолинейным виб
ратором.. Если распределение тока по длине вибратора симметрично 
относительно его середины, то последний называют сим.метричным 
вибратором. 

Провод, изогнутый в кольцо, называют рамкой UJlи петлей 
(витком.) тока. 

2. Сторонний ток в проводе нлн сторонняя напряженность nоля 
в разрезе вибратора возбуждают в окружающем пространстве ЭМ nоле 
такое, что его векторы удовлетворяют уравнениям Максвелла, гранич
ным условиям и представляют ЭМ волну, уходящую от излучателя. Ес
ли сторонние ток или э.д.с. меняются во времени с большой частотой 
ш ,  то ЭМ поля, как отмечалось выше, почти не проникают в провод, 
значит, токи при идеальной проводимости провода становятся поверх

нос-m:ыми. Тогда плотность объемного стороннего тока jc выражается 

через плотность поверхностного тока jc с помощью о -функции. Век

тор jc имеет, например, в ДСК составляющие j� , j� , j� , но ток че

рез поперечное сечение вибратора S .1 (z) определяется только перпен

дикулярной к S .1 (z) составляющей плотности тока. 

Форма nоперечного сечения линейного излучателя в частном 
случае может быть круговой (рис. 1 . 1  0), а в общем случае сложной 
(рис. 2.l ,a). Плотность стороннего тока на проводе (или сторонняя на-

z z z 
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у 
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Рис. 2.1. Оригиналы и математические модели излучателей 
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nрижениость nоля) может явтrrься функцией азямугальной координа
ты <р • Наnример, nлотности nоверхностного тока в точках 1 н 2 вибра-
тора (рис. 2.l,a) разные, если Ее зависит от <р . Поэтому возбуждаемое 
nоле должно зависеть от угла <р • 

Однако, на nрактике чаще всего nрименяются тоюсие вибрато
ры, у которых максимальный линейный размер поnеречного сечения d 

намного меньше длины вибратора и длины волны ( d << L ,  d << Л ). 
В этих случаях можно считать, что d 1 Л -t О и тогда в качестве матема
тической модели можно nрнменить нить тока ДJIНны L (рис. 2. 1,6). На 
нити плотность линейного тока на пекотором расстоянии от начала ко
ординат должна быть равна току в соответствующем сечении (на том же 
расстоянии от начала координат) вибратора. 

Количественно переход от оригинала к математической модели 
наиболее nросто описывается для nрямолинейного вибратора с круго
вым nоnеречным сечением. В соответствии с изложенным сторонний 
ток на вибраторе считаем поверхностным. Тогда в ЦСК 

jc = [l{j)j�(z,<p) + t.j�(z,<p)]o(r-а) 

и ток в поперечном сечении S .L вибратора 
2:�ra 21t 

ic(z) JjcdS = Jf[1Ц)j� + 1)�JБ(r-a)lzad<pdr = fjz(Z,<p)ad<p. 
� 0 0  о 

Если сторонний ток (сторонняя э.д.с.) не зависит от <р ,  то учи-
тывая, что интеграл по <р равен 2:rt , имеем ic(z) = j� (z)2:rta . 

Пусть ic = l)(z) - nлотность линейного тока нити. Тогда для 

нити j = ic(z)o(x-O)o(y-0) , а ток в «поnеречном сечении» S�(z) нити 
ffdS = Jt)c(z)O(x-O)o(y-O)lzdxdy = fc (z). 

s� s� 
Прнравнивая токи в сечениях S.L(z) и S�(z) оригинала и математиче-
ской модели, nолучаем ic(z) = j;(z) ·2:rta = jc(z) . 

Таким образом тонкий вибратор длины L с током ic(z) заме
няется математической моделью нитью ДJIННЫ L с nлотностью ли
нейного тока ic(z) = ic (z) . Это математическая модель первого nри
ближения, она не учитывает влияния толщины вибратора на характери
стики возбуждаемого ЭМ поля и возможной зависимости nлотности 
стороннего тока от азимутальной координаты, наличие неоднородно
стей иа поверхности вибратора, наnример, токов на его торцах. 
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В оригинале длина разреза д << L ,  д << Л . В математической 
модели источника стороннего тока считается, что разрез заполнен сто
ронним током. 

В ряде применений относительная длина прямолинейного виб
ратора может быть велика ( L/ Л >> 1 ). В этом случае математической 
моделью прямолинейного вибратора может быть бесконечная прямо
линейная нить тока, т.е. считается, что L/Л � оо .  

В диапазонах, где длина волны Л велика, излучатели длины, 
сравнимой с Л ,  не могут быть созданы по конструктивным и экономи
ческим соображениям, поэтому применяются кifроткие по сравнению 
с Л излучатели ( Ll Л << 1 ). 

3. Выполняя аналогичные рассуждения, при тех же допущениях 
можно заменить рамку электрического тока радиуса а (рис. 2. 1 ,в) ма
тематической моделью - витком нити электрического тока того же 
радиуса а (рис. 2.1 ,г). При этом ток в поперечном сечении S .l ( <р) рамки 
ic(<p) = ic(<p) , где jc - плотность линейного тока нити, <р - азиму

тальная координата. 
Если длина витка очень мала по сравнению с длиной волны 

( 2na << Л ), то модель называют элементарной рамкой электрического 
тока (элементарной электрической рамкой). 

4. Прямолинейный вибратор называют магнитным, если по нему «протекает» 
магнитный ток. Рассмотрим понятие плотности линейного магнитного тока. Пусть щель 

прямоугольной формы длины L н ширины Ь прорезана в теле идеальной проводимости 

и заполнена диэлектриком (рис. 2.2,а ). Между точками 1 и 2, расположенными на кромках 

щели, воздействует сторонняя э.д.с. Эс , подведенная, например, с помощью двухпровод-

z z 
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Рис. 2.2. Щелевые излучатели и нити магнитного тока 82 



ной линии. Тогда между кромками щели образуется стороннее ЭМ поле с напряженно

стями t· , н• . Ось z дек наnравим вдоль ОСИ щели, поверхность щели лежит на плос

кости yz . Заменим t,c , н• значениями j><,C , j• в соответствии с (1 .93): 

J"·• =[n,F.· J=  l-t .. ,t .. E'; +tyE'; +l,E�J = -t, E'� + 11Е� ,  

j• = [H,n] = l,Й� -lyЙ� ,  

т.е. i;·• = E� .  j�·· "' ; i; = -Й� , i� = Й� .  i;-• = i; =o .  
Сторонние поверхностные токи протекают только по щели. Вторичный поверх

ностный :щектрическнй ток в соответствии с (1 .93) протекает по nоверхности S тела, 

в котором nрорезана щель. Вторичный поверхностный магнитный ток равен нулю на S . 
Так как среда линейна, то справедлив принцип наложепня: можно отдельно вы-

числять ЭМ поле, возбуждаемое магнитными токами и отдельно электрическими 
токами. 

Рассмотрим только магнитный ток. Учтем, что j"·• =jм.•осх-0) . Тогда в nопе

речном сечении S .L(z) щели «nротекает» магнитный ток 

iм.0 (z)= fj"··dS = fj"'0(y,z)o(x-0)1,tИdy = Ji�·•(y,z)dy= -JE�(y,z)dy Э•(z). 
sJ. sj_ ь ь 

Приравняем плотность линейного магнитного стороннего тока 1"·• nрямоли

нейной нити магнитному току щели (рис. 2.2,в). Получаем jм.с = i"·" (z) = j• (z) . Этот 

путь nривел к замене щели с заданным значением F.• нитью стороннего фиктивного 
магнитного тока. 

Если щель узкая ( Ь << Л ,  b<<L ), то nренебреrая изменением F.• вдоль у ,  

а значит, считая расnределение J�·· по у постоянным (по ширине щели), получаем, вы

нося J�·· из-под знака интеграла, i"·• = -E�(z)b = Э• (z) . 
Чтобы получить понятие рамки (петли, витка) линейного магнитного тока, 

надо в узкой ( Ь <<Л. ,  Ь << 21ta ) круговой щели заменить стороннюю наnряженность 

электрического поля сторонним поверхностным магнитным током (рис. 2.2,г). После это
го вычисляется магнитный ток, «nротекающий» через поперечное сечение щели. Послед-

ний отождествляется с плотностью линейного стороннего магнитного тока jм,с = t.;,i"·0 
рамки (рис. 2.2,д). 

Если длина витка мала ( 21tй <<Л ), то модель называют элементарной магнит
ной рамкой. 

Нити магнитного тока в неограниченном однородном пространстве использу
ются как математические модели магнитных излучателей. Пример щелевого излучателя 
помогает пояснить понятия плотностей линейного и поверхностного магнитных токов. 

5. Рассмотрим частные случаи распределений плотностей ли
нейных токов в области Vи . В отличие от стационарного случая (§ 1 .4), 

когда токи одинаковы в каждом сечении провода, ток в каждом попе
речном сечении вибратора в общем случае разный. Например, для пря-

молинейного вибратора ic = ic(z) . Следовательно, в математической 

модели плотность тока меняется по длине нити: 
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jc = jc (р) = \i•\exp(i'lf) .  Это значит, что н амплитуда \ic\ н фаза '11 то
ка моrут быть сложными функциями nоложения точки на ннтн. Чаще 
всего nрименяются следующие законы расnределения тока по вибрато
ру: 1) закон бегущей волны (для nрямолинейного вибратора) 

ic = jc(z) = i0 exp(-ik0z), i0 = II0I exp(i'lfo), 
где liol , '11 0 - nлотность и фаза тока nри z = О ,  k0 = 130 ia.0 ; 2) рав
номерное (однородное) расnределение амплитудЬI и фазы тока вдоль 
вибратора (nри k0 = О ); 3) закон стоячей волны. Если разрез с Ее сде
лан в середине nрямолинейного вибратора, то расположив начало от
счета координаты z . в середине вибратора (рис. 2.3), nри законе стоячей 
волны имеем: ic = ic(z) i0 sin[30(L/2+ z) , где верхний знак берется 
nри z е [О,L/2] , а нижний nри z E [-L /2,0] . 

Мгновенное значение тока в вибраторе (или плотности линей
ного тока) оnределяется по nравилу (1 .60). Наnример, в случае закона 
бегущей волны 

lc(z,t) = Re[ic(z)exp(iюt)] = liolexp(-a.0z)cos(юt -13oz + 'lfo). 
При этом в каждом сечении z z1 = const вибратора ток меня

ется во времени по гармоническому закону. В фиксированный момент 
времени t = t0 = const фаза тока 'lf(z, t0 ) = -f30z + Ф0 ,  где Ф0 = юt0 + 'Vo , 
меняется по z линейно (рис. 2.3,6, график 1), амnлитуда тока 
liol exp(-a.0z) с ростом z убывает (затухает) по эксnоненциальному 
закону и тем быстрее, чем больше коэффициент затухания. На графи
ке 1 (рис. 2.3) изображено распределение тока nри t = t0 для нити дли-

z 
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Рис. 2.3. Графики расnределения тока по нити 
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ной L = 1 ЗЛ0 / 8  . На нити имеются участки с противофазными токами 
(ток на этих участках течет в противоположных направлениях, т.е. 
сдвинут по фазе на 1 80°). При t = var картина тока смещается (бежит) 
вдоль нити со скоростью v zo = w/j30 , а амплитуда тока при этом затуха
ет как ехр( -a0z) . При а0 = j30 = О имеем равномерное (однородное) 
распределение тока (рис. 2.3, графики 2). 

В случае закона стоячей волны 
Ic(z, t) = lio l sinj30(L/2+ z)cos(wt + 'ljf0), 

где liol , 'lfo - амплитуда и начальная фаза тока нити. В каждом сече

нии z = z1 ток во времени меняется по гармоническому закону с часто
той w .  В фиксированный момент времени t = t0 ток в симметричных 
относительно середины вибратора точках одинаков по амплитуде и фа
зе; амплитуда тока распределена по длине вибратора по закону стоячей 
волны (как в разомкнутой длинной линии): на конце вибратора ток 
(в любое время) равен нулю (узел тока), а затем нарастает и на расстоя
нии Л0 /4  от конца вибратора достигает пучности, после чего убывает 
до нуля; узел тока появляется на расстоянии Л0 / 2  от конца вибратора. 
Если L = 0,5Л0 , то вдоль вибратора укладывается одна полуволна тока 
(график 3 на рис. 2.З,а), при L = Л0 - две полуволны (график 4). При 
L � Л0 ток на нити синфазен (рис. 2.3, графики 3, 4). В случае L > Л0 

появляются участки с противофазным током (рис. 2.3, графики 5). 
Распределение плотности линейного заряда в каждом конкрет

ном случае может быть определено из закона сохранения заряда. 
6. Область Vн источника сторонней э.д.с., как отмечалось в § 1 .5, может быть 

расположена в разрезе вибратора (рис. 1 . 10 и рис. 2. 1,а). Сторонний источник возбуждает 
в пространстве первичное ЭМ поле, которое наводит вторичный ток в вибраторе. В свою 
очередь, этот ток порождает вторичное ЭМ поле. Полное ЭМ поле должно удовлетворять 
граничным условиям на поверхности вибратора. Еслн выразить касательную к поверхности 
составляющую вектора Е полного поля и считать, что вибратор изготовлен из идеального 
проводник� то из граничного условия можно получить для определения распределения 
поверхностного тока интегральное уравнение. Приближенное решение последнего при 
d,ll << L) .. 0 и при разрезе, расположенном симметрично относительно середины вибрато
р� дает распределение плотности линейного ток� близкое к закону стоячей волны. 

7. В диапазонах УВЧ, СВЧ, КВЧ обычно применяются поверх
ностные излучатели. Если в устройстве, изображенном на рис. 1 . 1 6, 
предположить, что металл стенок трубы имеет бесконечную проводи
мость, то, как уже отмечалось в §  1 . 12, на внешней поверхности трубы 
магнитный поверхностный ток отсутствует, а электрический поверхно
стный ток не равен нулю. Пренебрегая излучением последнего, прихо
дим к тому, что поле во внешнем пространстве возбуждается только 
плотностями сторонних электрического и магнитного токов на поверх-
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Рис. 2.4. Математическая модель поверхностного излучателя и 

графики распределения амплитуды поля 

ности S0 . Таким образом с помощью допущений приходим от сложного 
оригинала (рис. 1 . 1 6) к математической модели: имеется поверхность 
S0 , на которой заданы значения сторонних напряженностей электриче-
ского Ее и магнитного Не полей (рис. 2.4,а). Последние могут быть 
заменены плотностями поверхностных магнитного jм,с и электриче
сiюго jc сторонних токов (рис. 2.4,6). Необходимо найти значения 
Е ,  Н в точке р при z > О . 

В рассматриваемом случае поверхность S и , ограничивающая 
область V и , вырождается в поверхность окна S 0 • В общем случае по
верхность S0 может иметь любую форму. В случае плоской поверхности 
прямоугольной формы площадь S0 = а х Ь , где а, Ь - размеры вдоль 
осей х и у . При а 1 Л � оо она становится бесконечной лентой, которая 
при малом значении Ы Л превращается в бесконечную щель. Один из 
поверхностных токов на S0 может отсутствовать; например, если метал
лическое тело находится в ЭМ поле, то на его поверхности текут элек
трические токи (магнитные токи при идеальной проводимости отсутст-
вуют); при этом S0 является излучателем, на котором задан jc . 

Если а 1 Л � оо , Ы Л � оо , то S 0 можно считать плоскостью. 
Таким образом, получим математическую модель излучающей плоско
сти с заданными на ней плотностями поверхностных сторонних токов. 

Законы распределения вдоль осей х и у на S 0 составляющих 
векторов Ее , Не определяются так же, как в случае прямолинейных 
излучателей. На рис. 2.4,в для примера изображены возможные графики 
зависимости амплитуды Е� от х при пекотором значении 
у = у0 = const в фиксированный момент времени t = t0 : поле, распреде-
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ленное по закону cosтrx/ а (график 1), меняется медленнее по х ,  чем 

поле, распределенное по закону cos2 тrx/a (график 2). 
На рис. 2.4,г изображены графики равномерного (график 3) 

и неравномерного (график 4) распределений амплитуды поля вдоль оси 
у при фиксированных значениях х = Хо , t = t1 . 

Зависимость фаз составляющих векторов Ее или не от х или 
у может быть изображена так же, как в случае прямолинейных излуча

телей (рис. 2.3,6). 

2.3. Прямолинейные излучатели. Общие выражения 
составляющих векторов поля 

1. Прямолинейный электрический вибратор является основным 
излучателем, применяемым в радиотехнике (рис. 1 . 10, 1 . 1 1 , 2. 1 ,а). Счи
таем, что условия применения математической модели - прямоли
нейной нити электрического тока - удовлетворяются. Задана длина L 
нити и функция распределения электрического тока jc = ljc 1 exp(i'lfc ) по 

длине нити. Необходимо найти значения Е , ii в любой точке р неог
раниченного пространства, заполненного однородной изотропной ли
нейной средой. 

Ось z ДСК направим вдоль нити, начало координат расположим 

на нити (рис. 2.5,а). Тогда ic = l)c(z) , а плотность объемного тока 

z 

а 

Jc(p) = !ic(z)5(x-0)5(y-0), Z E L 
(2. 1 )  

О, z e L 
z 

у 

б 

Рис. 2.5. Прямолинейная нить тока и сферическая система координат 
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Можно предположить, что в плоскости, перпендикулярной ни
ти тока, векторы ЭМ поля не должны зависеть от угла <р на точку на-

блюдения р ,  так как все направления по <р равноправны (рис. 2.5,а). 
В полуплоскости, проходящей через нить тока и точку р , поле должно 

зависеть от утла е ' поскольку направления по углу е неравноправны. 
Надо установить зависимость векторов поля от утловой коор-

динаты е и расстояния R ' взаимную ориентацию векторов Е и ii 
в пространстве, направление силовых линий векторов поля, фронт рас
простраияющейся волны, скорость распространения фронта волны, ско
рость переноса полем энергии, зависимость скоростей· от частоты и па
раметров пространства, излучаемую мощность и другие характеристики 
ЭМ поля. 

2. Для решения задачи надо вычислить векторные потенциалы, а 

затем с помощью выражений ( 1 . 124), ( 1 . 125) определить векторы Е и ii .  
Вычислим векторные потенциалы. Так как jм,с = О ,  то в соот-

ветствии с (П 4.4) Ам = 0 . Значение А находим из (П 4.4), где f(q) 
задано выражением (2. 1 ), а функция Грина G(p,q) неограниченного 

трехмерного пространства определена выражением (П 4.8): 
1 -lk�(x-x')2 +(y-y}z+(z-z')z 

А =..::L J ic(z')Б(x' -О)о(у' -О) е dx'dy'dz'. 4П v. �(х - х')2 + (у - у')2 + (z- z)2 
Интегрируя по х' и у' и используя при этом основное свойство (П 2.1) 
б -функции, имеем 

-ikR 
А = � J ic (z') е dz' = � J ic (z')�dz'. (2.2) 4п L  �x2 + yz + (z - z')2 4п L  Rpq 

Координата z' точки интегрирования q(O,O,z') (рис. 2.5,а) принимает 

все значения, принадлежащие длине вибратора ( z' Е L ), поэтому здесь 
обозначено 

(2.3) 
где R = (х2 + i + z2 )112 - расстояние от начала координат до точки 

наблюдения р . 
Векторный потенциал в точке р имеет только одну состав-

ляющую А =  lz Az < Ах = Ау = о ). 
Теперь можно найти вектор fl(p) из ( 1 . 125). Вычисления вы

полним в сферической системе координат (ССК) R, е, <р (рис. 2.5,6). 
Эту систему обычно применяют при анализе поля излучателей конеч-
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ных размеров. Плоскость при е = n/ 2 .  проходящую через экватор, на
зывают экваториальной. Полуплоскостъ, проходящую через меридиан 
и ось z • называют меридиональной. Координату R называют радиаль
ной, е -угломестной, <р - азимутальной. 

Поскольку Й R = rotR А , Й6 = rot6 А , Й'Р = rot'P А , то по 

(П 1 . 19) 

HR = -�-[�(sine�)- дАе ] (2.4) R sш е де д<р 
· 1 [ 1 дАR д · ] · 1 [ д · дАR ] 

Не = R sine д<р - дR (�) • Н'Р = R дR (RAe) - де . (2.S) 

Но по (П 1 . 1 ) AR = (A1R) = Az(1z1R) = Az cose ; Ae = (Al6) = 
= Az(1z16) = Az (-sin е) ;  � = (Al'P) = Az <1z1'9) = О .  

Величина Az не зависит от угла <р , поэтому д 1 д<р = О . Учиты
вая это, из (2.4), (2.5) находим: 

. . . 1 д . 1 д . HR = O, H6 = 0,H'9 = - R дR (Rsine)Az - R дe (coseAz). (2.6) 

Следовательно, вектор напряженности магнитного поля имеет 

только одну - азимутальную - составляющую Й '9 ( ii = 1'9 Й '9 ) и, зна

чит, сwювые линии магнитного поля лежат в плоскостях, перпендику
лярных нити, т.е. в плоскостях •

. 
параллелъных экв�ториалъной плоскости. 

Подставим значение Az из (2.2) в выражение (2.6): 

Й'Р = --1-Jic(z')[sine.i_(Re-ikRpq )+�(cosee-ikRpq )]dz'. 
4nR L дR Rpq де Rpq 

Дифференцируя под знаком интеграла, учитывая, что 
дRpq = R - z' cose дRpq = Rz' sin е дR Rpq де Rpq 

и приводя подобные члены, получим 

н. 
_ ikR . eJI

.c( ')
е -ikRpq [1 

1 } , '9 --Slll Z --2 - +-- z . 
4n L R pq ikRpq (2.7) 

Вектор Е можно найти из ( 1 . 1 24), где надо выполнить диффе
ренциальные операции второго порядка. Но проще определить Е из 
первого уравнения Максвелла, где выполняются дифференциальные 
операции первого порядка. Если точка наблюдения р находится вне 

источников ( р Е  V" ), то уравнения Максвелла являются однородными: 
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(2.8) 

Из первого уравнения получаем Е rot Н/ iШЕ0 , ре Vи , и в со

ответствии с (П 1 . 19) составля:ющими вектора Е являются: 

Е. 1 1 [ д ( . ен· ) дЙв J 1 1 д ( . ен· ) R = . - R . е де sш {/! - А<.. = . - R . е -и sш rp ; �� Е · � �� Е � 

· l 1 [ 1 дЙ R д · ] 1 1 д · Ев =  -;-:::;-R -:--е А< .. - дR (RHrp) = --;-:::;-R дR (RНrp); lffi€0 Slfi V'f' l(J) f0 

Е = -1 _1 [�(RЙ ) -
дЙR ] = О  

�: · 

rp irola R дR е де ' 

(2.9) 

так как Й R = Й е = О  по (2.6). Таким образом с помощью соотношений 

(2.9) могут быть вычислены все составля:ющие вектора Е по найденной 

в (2.7) составля:ющей Йrр . Из (2.9) следует, что в общем случае Е имеет 

только радиальную ЁR и угломестную Ё9 составляющие. Поэтому си

ловые линии электрического поля лежат в меридиональных плоскостях. 

Из изложенного следует, что Ej_H . 
3. Рассмотрим математическую модель прямолинейного магнитного вибрато· 

ра - nрямолинейную нить стороннего фиктивного магнитного тока. Длина нити задана и 
равна L .  Считаем, что no нити тока (рис. 2.5,а) протеквет сторонний магнитный ток 

j"·0 (p) = lzi"'0(z)li(x-0}8(y-0). (2.10) 
Магнитный линейный ток отличен от нуЛJI только в пределах нити: 

jм.с = ji"·•lexp(iФ(z)). ze L; i"·• = 0, zfE L. 

В соответствии с (П 4.4) А =О , так как j• =О . Вектор 
(П 4.4), (2. 10) с учетом (П 4.8) 

А" опредеЛJiется по 

-ikR · l J · е м · · 
А; = - l0(z')---dz', Ах Ау = 0. 

41t L Rpq 
(2. 1 1) 

Из (1 .124) следует, что Е -rot A" . В сек, выqисляя: так же, как в случае нити 
электрического тока, находИм 

• · · ikR · e P'l  1 
Е н = 0, Ев = 0, Е19 = --sin eJ I"·•(z'>-2-- 1 +-.-- z'. 

-ikR ( } Фп: L R pq 1kRpq 

Из второго уравненИJI Максвелла (2.8) получаем 
. 1 . 

Н = --. -rotE, pi! Vн • 
IOOJ.I-0 

и составляющими вектора являются: 

(2.12) 

. 1 1 д . . 1 1 i) . . 
Нн = - (sin eE'P)' H& =---(RE'I' ). Н19 = 0 .  (2. 13) 

iЩJ.0 R sine де iOOJla R iJR 
Эти же результаты легко nолучить нз (2.7)-{2.9) путем применеf!ИJI принциnа перестано· 
вочной двойственности(§ 1 .10). 

90 



Из выражений (2.12) и (2.13) следует, что Е =  lcpЁ'q> лежит в плоскостях, пер

пендикулярных оси излучателя (в плоскостях, параллельных экваториальной плоскости). 
Вектор Н имеет только радиальную и угламестную составляющие Н R и Н в и, следова-

тельно, силовые линии магнитного поля лежат в меридиональных плоскостях; E.lH . 

2.4. Поле прямолинейных излучателей в зоне 
излучения 

1. Основной интерес представляет поле на очень больших рас
стояниях от излучателя, таких, что R >> L .  Эту область пространства 
называют дальней зоной WIU зоной излучения. Рассмотрим в этой зоне 

значения составляющих Н <р и Ё R , Ё8 поля нити электрического тока. 

Выражение для расстояния R pq между точкой интегрирования q и 

точкой наблюдения поля р можно в этом случае упростить (рис. 2.5,а). 
Так как z = Rcose , то из (2.3) имеем 

Rpq = (R2 - 2Rz' cose + (z')2 ) ' 2 = R(1 - 2z' cose/ R + (z')2 1 R2 )12 • 
Но fz-1 � L и при R >> L получаем, что lz1 1 R << 1 . Поэтому под корнем 

второе и третье слагаемые значительно меньше единицы. Учитывая, что 

при д << 1 (1±д)112 "" 1± Ы2 , находим 

R "" J1 -{cose+�) "" R - z'cose. pq "l R 2R2 (2. 14) 

Если считать, что прямые qp и О р на рис. 2.6,а параллельны, 

то R pq = R- z' cos е ; при этом расстояния от точечных источников, рас

положенных в начале координат и в точке q , до точки наблюдения от

личаются на величину z' cos е . Эту величину в оmике называют разно
стью хода лучей. 

С учетом (2 . 14), поскольку R >> \z' cosel , 
1 /Rpq "" 1/(R- z'cose) "" 1 /R. (2. 15) 

Однако, при R >> L 

e-ikRpq =::: e-ik(R-z'cos8) = e-ikR · eikz'cose, (2. 16) 
т.е. разностью хода z' cose в показателе экспоненты пренебрегать нель

зя, так как в общем случае величина lkz' cos ej не является малой (роль 

отброшенного слагаемого (z'i 1 2R уточнена в §  2.10). 
С учетом (2. 15), (2 . 16) при R » L 
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Рис. 2.6. Разность хода лучей, rрафики распределения плотности 

тока и заряда и силовые линии магнитного и электрического nолей 

R-- 1 + -- "" - ", ____ _ 

e-ik:Rpq ( 1 ) e-ikR · eikz'cosв 
1 ) e-ikR · eikz'cosв 

R;q ikRpq R ikR R ' 
rде, для тоrо, чтобы можно было иренебречь вторым слаrаемым в круг
лых скобках, считается, что lkiR >> l .  

Таким образом, в дальней зоне из выражения (2. 7) получаем 
при lkiR » 1  

й ik . e e-ik:R fic{ ') ikz'cosвd , q:> "" 41t s
ш R z е z . 

L 
(2. 17) 

Знак приближенного равенства в дальней зоне обычно заменяют знаком 
равенства. Значение интеграла в (2. 1 7) зависит от функции распределе-

ния тока jc(z) по нити, относительной длины излучателя L/Л , коэф

фициента распространения k и направления на точку наблюдения поля. 
Введем обозначение 

а3 F(O) = sin eJ jc(z')eikz'cosв dz', (2. 18) 
L 

где аэ - множитель, независящий от е ,  F(O) - функция, харакrери-

зующая зависимость поля от угла е .  Тогда 
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Найдем выражения составляющих вектора Е в дальней зоне. 
Подставляя Й � из (2. 19) в (2.9), получаем при /k/R » 1 

· ka3 е -ikR 1 д . · k · · ER = -_--2--.--0 [sш 6F(6)]; Е0 = --- HIP ; ЕЧ' = 0 . (2.20) (!)€а 4n R SШ е е W€a 
Из этих выражений видно, что отношение амплитуд 

/Е:RИЕ-е/ = 11/k/R · /� ле>/)ле>/ 
(где f (6) = sin 6F(8) ) убывает с ростом расстояния R как I/lkiR . По

этому в дальней зоне IERI по сравнению с IEe l является очень малой 

величиной. Обычно значением jERj в дальней зоне пренебрегают. Одна
ко, как видно из последнего соотношения, при некоторых значениях е , 
хотя IERj мало, jERI//Eej может иметь большую величину (где IEel ма
ло) и при исследовании структуры силовых линий электрического поля 
это надо учитывать. 

Из выражений (2.20) следует, что в зоне излучения 
Ее 1 ЙЧ' = W = k /roea = ro�Eal!a /ro€a = �!!а lf.a (2.21 )  

- комплеt\'сная величина ( W =/ W / exp(i arg W) ) ,  имеющая размерность 
сопротивления, называется характеристическим. сопротивлением неог
раниченного пространства. Таким образом, в зоне излучения 

Ее = wй,, ER = О,ЕЧ' О (2.22) 
и, значит, вектор :11: содержит единственную составляющую Е е, свя

занную с единственной составляющей ЙIР вектора ii = lЧ'ЙЧ' харак-

теристическим. сопротивлением пространства, 

( Е = W[B, lR] ). 
2. Сwzовые линии магнитного и электрического полей опреде

ляются дифференциальным уравнением (1 .22), в которое входят состав-
ляющие векторов ii или Е . Последние могут быть вычислены при 
конкретном заданном распределении ic (z) . Например, при законе 
стоячей волны jc{z) = i0 sinf}0 (L/ 2 +  z) (§ 2.2} для фиксированного 
момента времени t t0 распределение /c (z, t0 )  в случае нити полувол
новой длины при 'lf 0 = О nриведено на рис. 2.6,6, а силовые линии маг-
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НИТИОГО ПОЛЯ В Части ШIОСКОСТИ ху ( е = 1t/2 )  при t = to имеют ВИД, 

изображенный на рис. 2.6,в. Силовые линии электрического поля при 

t = t0 в меридиональной Шiоскости ( <р = <р1 ) изображены на рис. 2.6,г. 
Функция распределения Шiоnюсти линейного заряда определя

ется законом сохранения заряда (1 .57). Подставляя в последнее для пря-

молинейной нити тока ре = f\c (z)б(x-O)O(y -0) и jc из (2. 1), получаем 

'lic (z) = -(1 / iro) · dic (z) 1 dz. (2.23) 
Для нити со стоячей волной заряда находим 

'lic = ±(i0(30 / iro) · cos[(30{LI2 + z)]. (2.24) 
Мmовенное значение Шiотности заряда определяем по ( 1 .60) и (2.24): 

ТJс (z,t) = ±(/io/130 1 ro)cos[j)0(L/2 + z)]cos(rot - n/2  + \j/0). (2.25) 
В случае стоячей волны Шiотность заряда в точке z = z1 на нити 

сдвинута по фазе относительно Шiотностн тока на n/2 . График распре

деления r( при t = t0 на нити nолуволновой длины приведен на 

рис. 2.6,6 ( Wo = О ). 
Силовые линии Е начинаются на положительных зарядах и за

канчиваются на отрицательНЪIХ. В момент времени, когда Шiотность 
заряда становится равной нулю, силовые линии у нити замыкаются. 
В следующий момент времени заряды имеют уже другой знак и nораж
дают новое семейство силовых линий, «проталкивающее» уже сущест
вующие семейства в пространство. 

3. Для прямолинейной нити фиктивного магнитного тока поле в дальней зоне 
получаем из (2.12) и (2.13) таким же пуrем, как и дщ1 нити электрического тока или с 
помощью принципа перестановочной двойственности. Если обозначить 

а'" F{6) = sin eJ l"'c(z')Jkt'cos&dz', (2.26) 
L 

где а"' - множитель, независящий от 6 , то найдем: 

· ikaм е -ikll • · -1 
E, = -�RF(6); H81 E, = -W , HR = H'�' = O. (2.27) 

Значит, в дальней зоне Ё имеет единственную составляющую, Н тоже име

ет только одну составляющую; Ёl. Hl.lн ( E = W[H, lнJ ). 
Силовые линии электрического и магнитного полей можно получить, если за

менить по прннципу перестановочной двойственности (§ l . lO) силовые линии Н на 
рис. 2.5,в на силовые линии Е , а силовые линии Е на силовые линии Н . 

4. Составляющие векторов ЭМ поля в дальней зоне зависят от 
угловой координаты е . Азимутальные и угламестные составляющие 

векторов nоля от е зависят по закону F(e) , который, как видно из 

(2. 1 8) и (2.26), определяется функцией распределения тока по нити, от-
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носительной длиной нити (излучателя) и коэффициентом расnростране
ния. Функцию F(6) называют характеристикой направленности излу-
чателя. 

В общем случае F(6) - комплексная величина 

F(6) = IF(6)Iexp[i arg F(6)] . Функции F(6) и arg F(6) называют ампли
тудной и фазовой характеристиками направленности, а их графиче
ские изображения - амплитудной и фазовой диаграммами направлен
ности. Изучают обычно характеристики наnравленности для конкрет
ных излучателей (при заданных функции расnределения тока, длинах 
L и Л. ). 

Составляющие векторов nоля в дальней зоне от азимутального 
угла не зависят. Это, как уже отмечалось, объясняется тем, что для пря
молинейных излучателей в неограниченном nространстве все направле
ния no q> равноnравны. Поэтому и характеристика наnравленности не 

зависит от угла q> • В случае более сложных излучателей характери
стика направленности есть функция углов 6 и <р : F = F(6,q>) . 

5. Пример. Найти векторы наnряженности nоля, возбуждаемого в зоне нзлуче
ния nрямолинейной нитью с бегущей волной электрического тока ( k0 = 130 ) в среде без 
nотерь ( k =- fJ ). Оnределить характеристику направленности. 

Дш1 решения задачи начало ДСК расnоложим в середине нити. Ось z наnравим 

вдоль нити (рис. 2.3). Тогда nлотность линейного тока нити ic(z) = i0exp(-ifJ0z) (§ 2.2). 

По (2.6), (2.18), (2.19) Н =  I,/1'1> , 
ii 

= 
iko! e-ikR F(B) 

'1> 41t R 
' 

L / 2  
а' F(B) = sinB f i0e-i�oz'+i�z'=в dz' = i0Lsin6(sin�)/�. 

-L/2 

; = (fJ0 -JJc<>sB)L/2. 

Из (2.22) Е =  10Ё0 , Ев = WH'I' . Характеристика направленности оnределяется функцией 
F(B) = sin6(sin;)/� . 

ro тока. 

2.5. Сферическая волна 

Выполним анализ ЭМ поля прямолинейной нити электрическо-

. . .. * 1. Оnределим вектор Пойнтинrа П = 0,5[Е, Н ] : 

ii =.!_�RER + 16Е6 ,1q�й;]= ·Ч1RЕей; -lвЕRй;)= 
2 2 

= lRflR +lвiiв, 
(2.28) 
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где iтR = ЕвЙ; / 2 ,  iтв = -ЙRЙ; /2 . Вектор Пойнтинга имеет две со
ставляющие - радиальную iт R и угломестную iтв . В дальней зоне 
ER = О  и поэтому iтв = О ,  ii == lRiтR , т.е. ii имеет только радиальную 
составляющую. Это показывает, что в дШLьней зоне поле переносит 
ЭМ энергию только вдоль возрастающих значений расстояния (в на
правлении орта lR ), т.е. - от излучателя на бесконечность. Это на-
правление называют продольным. Составляющую П R называют про

дольной. Так как в дальней зоне Ев = WЙ�р , то 
. 

1 12 1 "  12 * ПR = W  Н�р / 2 = Ев /2W . (2.29) 
Мгновенные значения Ев и Н �р в дальней зоне определяем по 

( 1 .60), (2. 19), (2.22): 
Н = Rе[Й eirot ]  = Re[ikaэ e-i(/3-ia.)R . F(e)eiror ] = (j) (j) 47tR 

= (he-<XR 1 R) · cos(wt - f3R + \j13), (2.30) 
Ев = Re[wй �peirot ] = <IWihe -<XR 1 R) · cos( wt -f3R + \j13 + arg W), 

где h = lkl · la3 1 · 1F(e)l /41t , \j13 = n/ 2  + arg F(e) + arga3 + argk . 
2. Сначала предположим, что среда не имеет тепловых потерь, 

т.е. cr = О  и линейные гистерезисы отсутствуют. Тогда k и W являются 
чисто действительными величинами: k = f3 = W�Eafla , W = IWI , 
argW = О ,  так как по ( 1 . 126) и ( 1 .63) а = О при Еа = Еа . 

По (2.29) iiR - чисто действительная величина. Поэтому 
среднее за период значение вектора Пойнтинга Пер = Rell == lRiтR оп
ределяет плоmость поверхносmой акmвной мощности, переносимой 
полем от излучателя. 

Составляющие векторов поля меняются во времени по тому же 
гармоническому закону, что и ток /с , возбуждающий это поле. Но фазы 
н (j) и Ев зависят еще и от расстояния R и угла е . в ОДИН и тот же 
фиксированный момент времени t = t, при е = е, = const значения фазы 
wt1 -f3R + \j13 (е1 )  в точках пространства, расположенных на разных рас
стояниях R1 и R2 от излучателя, различны. Однако, можно выбрать 
такое время t1 для точки с расстоянием R1 и время t2 - для точки 
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с расстоянием R2 , что фазы будут одинаковыми, т.е. rot1 -�R1 + '1)13(81) = 
= rot2 -�R2 + '1)13 (81 ) .  Значит, 

ro(t2 -t1 )1� = R2 -R1. (2.3 1) 

Последнее выражение показывает, что для момента времени t2 > t1 
должно быть и R2 > R1 • Значит, фаза, которую Н q> и Е8 имеют в фик

сированной точке с расстоянием R1 в произвольный момент времени 

t1 , повторяется в более удаленной точке через промежуток времени 

пропорциональный расстоянию между точками 

AR = R2 -R1 • Следовательно, в пространстве имеется волновое дви:же

ние, функция cos[rot -�R+'I)f3(8)] описывает волну, распрострапяю
щуюся в радиальном направлении (в направлении от излучателя). Эту 
функцию называют волновой функцией (множителем). Волновыми на-
зывают и функции exp[i( rot -�R + '1f3)] , ехр( -i�R) . Поверхность, на 

которой волновая функция принимает фиксированное значение, назы
вается поверхностью равных фаз или фронтом волны. Фронт волны 

определяется выражением rot -�R + '1f3 = const . Из (2.3 1) следует, что 

если за промежуток времени At = t2 -t1 фронт волны персмещается на 
расстояние AR = R2 -R1 , то скорость перемещения фазы Н IJI опреде

лится как v Ф = AR 1 At . Переходя к бесконечно малым приращениям и 
взяв полный дифференциал от выражения rot-�R + '1f3 = const , полу

чим общую формулу для определения этой скорости 

vФ = dR/dt = rol�. (2.32) 

Скорость перемещения фазы составляющих векторов поля называется 
фазовой скоростью. 

В неограниченном пространстве без потерь фазовая скорость не 
зависит от частоты. Неограниченное пространство с параметрами ва
куума ( Е а = Е0 ,  lla = J.Lo )  называют свободным пространством, при 

этом vФ = (EoJ.Lo)-112 = 2,998 · 108 м/с, т.е. скорости света в вакууме. 

Коэффициент � описывает фазу поля и называется коэффици
ентом фазы. Представить его можно следующими выражениями: 

� = ro(EaJ.La )112 = ro/vФ = 2ni(TvФ ) = 2п!Л , где Т - период колебаний, 

Л - длина волны ЭМ поля в среде с параметрами Е а и J.La , Л =  Tv Ф -

4-3652 97 



расстояние между двумя точками наблюдения, фаза Н 'Р или Ее в кото

рых сдвинута на 2n . 
Если \j/3 не зависит от е , то Ее и Н <Р имеют в момент време

ни t одинаковую фазу на сфере радиуса R = const и, значит, фронтом 
волны является сфера радиуса R . Волновые множители 

cos(rot -f3R + 'J13)/  R ,  exp[i(rot - �R + 'J13) /  R , exp(-i�R)/ R ,  описывают 
расходящуюся (бегущую) от излучателя сферическую волну. Поверх
ность равных фаз такой волны движется со скорос:ъю v Ф в радиальном 

наnравлении, nри этом амnлитудЫ Ее , Н 'Р убывают как 1 /  R . 
В дальней зоне nродольные составляющие ER = 0 , HR О . Та

кая ЭМ волна, векторы Е и Н ,  которой лежат в плоскости, перпен
дикулярной направлению распространения, называется поперечной вол
ной и кратко обозначается как Т-волна. 

Рассмотрим как изменяется nоле во времени в векоторой фик
сированной точке наблюдения р = р1 • Так как в (2.30) arg W О , то 

Ее и Нч> имеют одинаковую фазу rot - f3R + \Jf3 (синфазны во времени). 

Графики их зависимости от времени в точке p1(R1 ,e1 ,<1't) изображены 
на рис. 2.7,а. 

Для фиксированного момента времени t1 графики зависимости 
Ев ,  Hq> от расстояния R изображены на рис. 2.7,б. 

3. Теnерь изучим ЭМ nоле в среде с тепловыми потерями, rде 
k = � - ia и W являются комnлексными величинами ( а  :;; О , arg W :;; О ). 

z 
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Поперечные составляющие Ев и Н 111 , как видно из (2.30), не

синфазны: разность фаз между ними равна argW . Поэтому iiR в (2.28) 
имеет действительную и мнимую части: iiR = 0,51й11112\W\exp(iargW) . 

Среднее значение вектора Поймтинга Пер = Reii = 1R0,5Iй11112 \W\x 
xcos(argW) зависит от разности фаз Ев и Н111 и убывает с расстоянием 

как exp(-2aR)/ R2 • Волна является поперечной. 
При расnространении волны амплитуды Ев и Н 111 убывают по 

закону ехр( -aR) 1 R . Экспоненциальный закон ехр( -aR) объясняется 
тепловыми потерями в среде. Коэффициент а определяет скорость 
убывания амплитуд Ев и Н111 с увеличением расстояния и называется 

коэффициентом затухания. 
Расстояние б , на котором амплитуды составляющих векторов 

поля уменьшаются в е =  2,718 раз за счет джоулевых потерь, называют 
глубиной проникновения поля в среду. Она оnределяется из условия 
ехр(-аб) = l/е , т.е. б = l/а . 

Фазовую скорость волны можно определить так же, как в слу
чае среды без потерь: приравнивая фазу поля постоянной и беря полный 
дифференциал этого выражения, найдем v Ф . Физический смысл пара-

метра 13 тот же: это коэффициент фазы. Но в среде с потерями 13 зави
сит от частоты, поэтому и фазовая скорость зависит от частоты, т. е. 
среда с потерями обладает дисперсионными свойствами. 

Если сторонний ток излучателя модулирован во времени (по за
кону сигнала), то возбуждаемое ЭМ поле тоже модулировано во време
ни и представляется совокупностью спектральных составляющих. Каж
дая спектральная составляющая имеет свою, отличную от других, фазо
вую скорость. Сигнал искажается. Для характеристики скорости рас
пространения сигнала в диспергирующей среде вводят понятие группо
вой скорости v rp • Чтобы пояснить физический смысл понятия группо-

вой скорости и выразить v rp через параметры среды, можно рассмот

реть расnространение простейшего сигнала, являющегося наложением 
только двух спектральных составляющих Н 111 , Ев частот ro1 и ro2 • 

Из (2.30) для спектральных составляющих Н111 имеем: 

Н1'9 = (h1e -a,RIR)cos(ro1t - 131R + Чff); Н Zq> = (�e-a2RIR)cos(ro2t - 132R + 1\f�). 
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Мгновенное значение Н ч> полного поля получается суммированием 

этих выражений. Если считать, что ffi1 и ffi2 близки ( ffi1 � ffi2 ), то зна

чения h1 ехр( -a.1R) и hz ехр( -a.2R) мало отличаются. Обозначая их че

рез ho ехр( -a.0R) и заменяя сумму косинусов произведением косинусов, 
получаем 

2 -а. R 1 { 1 R R э э } Нч> "" hoe 0 
R cos -[(ffi1 - ffi2)t - (l-'1 - .... 2 )R + ('I/1 -'112)] х 

2 
(2.33) 

х cos{� [(ffi1 + ffi2 )t - (131 + 132)R + Cwl + '1/�)J} 
Первый косинус характеризует огибающую биений, а второй - высо
кочастотное колебание с частотой ( ffi1 + ffi2) / 2  . Амплитуда результи
рующей волны имеет максимум в максимуме огибающей. Групповую 
скорость определяют как скорость перемещения максимума огибаю
щей, соответствующего максимуму плотности энергии ЭМ поля. 

Первый косинус в выражении (2.33) равен единице (достигает 
максимума), когда аргумент косинуса равен нулю (или целому числу 

2n ) . Обозначая через Llffi = ffi1 -ffi2 ,  ..113 = 131 - 132 , Ll'lf = wl - 'lf� ,  имеем 

Llffit - .lli3R + Ll'lf = О . Взяв полный дифференциал и считая, что � � ffi2 , 

находим 
dR vrp = - = l /(dl3! dffi). 
dt 

(2.34) 

Групповая скорость при наличии тепловых потерь в среде зависит от 
частоты. В среде без потерь 13 = ffi(EaJ..I.a )112 и поэтому 

( )-112 Vrp = Vф = EaJ..I.a . 
4. В случае сред, наиболее часто встречающихся на nрактике, формулы, харак

теризующие nараметры расnространяющегося ЭМ nоля, можно уnростить. Считаем, что 
линейные гистерезисы в среде отсутствуют. 

Пусть излучатель расnоложен в диэлектрике с малыми nотерями. Тогда 
ООЕ0 >> cr ,  и выражения ( 1 . 127) nриближенно заnишем в виде: 

f3 ""  �. а ""  (cr/2)Jila I Ea · 

Коэффициент затухания не зависит от частоты и nроnорционален nроводимости 
среды. Фазовая и груnnовая скорости в nервом nриближении равны друг другу и остаются 
такими же, как в среде без nотерь: 

уф = ro/cr z (E01J-0 }-ll2 , Yrp ""�roМtdrof1 "" УФ. 

Глубина nроникиовения nоля в среду оказывается обратно nроnорциональной 
nроводимости среды и не зависит от частоты: l\ z (2 / cr) · (E01J-0 )l/2 • Характеристическое 

соnротивление среды, оnределяемое выражением W z (IJ-0 /E0 )l/2 = IWI , не зависит от 
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частоты и совпадает с соответствующим выражением для среды бе3 потерь. Величина 

arg W ,., О , полому Н"' и Ее 11 лом приближении можно считать синфазными. 

Пусть излучатель расположен в среде, ямяющейся проводником. При этом 

a >> roe" и выражения ( 1 . 127) приближенно заnишем в виде: a. "' 13 = (roJ.100/2)112 • Для 

фазовой н rрупповой скоростей и характеристического сопротимения получаем: 

vФ = (2ro/j.t0a)112 , vrp .. 2vФ , W = (Щ10 /а)112 ·exp(ht/4) . Глубина проинкновения поJIЯ в 

среду Ь "' (2/Щ14G)112 • 

Ита�.е, в среде, JIВJIЯЮщейся проводником, коэффициенты фазы и затухания при
ближенно одинаковы н растут с увеличением частоты, проводимости и маmитиой пронн
цаемости; в диапазоне радиочастот они мoryr иметь большое значение, nоскольку величина 
проводимости среды по усло11ИЮ JIВJ!Jieтca значительной. Длина волиы А в среде мала 

( А =  2nlt} ), поскольку 13 велико. Затухание aмrunrryд Н'Р и Е8 nолучается значительным. 

Глубина nроникиовекия nOЛJI в среду мала. Модуль IWI = (Щ10 /cr)112 характеристического 

саnротимения среды, JIВJ!Jiющейся проводником, имеет малую величину, так как а велико. 
Полому амnлитуда напряженности электрического noJIЯ в (2.30) очень мала. Это означает, 
что средлее значение плотности объемной энерrnи магнитиого nOЛJI 11амного больше соот
ветстаующей nлотности энергии электрического поЛJI. СостаВJIJ�ющие векторов маmиmого 

и электрического полей сдвинуt1>1 по фазе на 45°, поскольку a:rgW = 7t/ 4 . 
Как следует из nриближенных формул, коэффициенты затухани11, глубины про

иикновеиия ПОЛJI в среду н другие параметры существенно отлнчаюrсll дЛJ1 диэлектрика и 
проводника. Так, например, в диапазоне частот от ОНЧ до ОВЧ дЛJ1 nолистирола (§ l.З, 

§ 1.5) а. = l,2·10-17 м·1 , Б = О.85·IО17 м ;  дЛJ1 латуни на частоте f = З ГГц 

а. .. 4,2· 105 м·1 , Б = 2,4·10-6 м . 
S. Отметим, что для расположенного в неоrраниченном пространстве прnюли

ией!lоrо ма:rнитиоrо излучатела с nомощью (2.27) можно nолучить мrновеИ!Iые значения 

Н в и Е, в дальней зоне и, так же, как выше, вычислить все nараметры, характеризую-

щие распростраияющуюся от иэлучатела волну. По существу все nараметры 11е будут 
отличатьсJI от изученных в настоящем параrрафе. 

2.6. Элементарный электрический вибратор 

1. Элементарным электрическим вибратором называют прямо
линейную нить тока, длина которой намного меньше длины волны воз
буждаемого поля, а модуль и фаза плотиости линейного электрического 

тока ic(z) = i0 = liolexp(i\110) распределены по длине вибратора равно

мерно (рис. 2.8,а). Элементарный электрический вибратор является ма
тематической моделью диполя Герца, представляющего собою два ме
таллических шара (диаметра d ), соединенных тонким проводом, к раз
резу провода nодсоединен, наnример, с nомощью двухпроводной линии 
источник э.д.с. (рис. 2.8,в). Если наnряжение в разрезе, создаваемое с 
nомощью источника э.д.с., менять во времени no гармоническому зако-
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I•(z,tg) тt(z,tg) 
ILil�---L/2 

,-L/2 о о L/2 

'!'о 1L11ro 
z 

а б в ,-.J ,-.J 

Рис. 2.8. Графики распределения тока и заряда и диполь Герца 

ну, то заряды на шарах тоже меняются во времени по гармоническому 
закону. Под воздействием стороннего источника заряженные частицы 
колеблются - двигаются между концами вибратора с переменной ско
ростью. Распределение модуля и фазы электрического тока по длине 
диполя из-за малой его длины является близким к равномерному. Длина 
разреза !:!. < < L . 

Выразим распределение плотности заряда в математической 
модели диполя Герца. Из (2.23), учитывая правило дифференцирования 
ступенчатой функции, изображенной на рис. 2.8,а, имеем 

i)c (z) = (iio 1 ro)[o(z + L /2) - o(z - L/ 2)]. 
У конца нити (при z = L 12 ) имеется заряд 

L/2 L/2 
Qc = fi1c (z)dz = (-ii0 1 ro) Jo(z -L/2)dz = -ii0 1ro. (2.35) 

о о 
На другом конце нити (при z = -L 12 ) имеется заряд противоположного 
знака 

о 
Qc = fi1c(z)dz = ii0 1ro. 

-L/2 
Мгновенное значение плотности тока lc(z,t) = liol cos(rot +\j/0) . 

Мгновенные значения зарядов: Qc(t) = -(lio l / ro)sin(rot +\j/0) - при 

z = L 12 и Qc(t) = <liol / ro)sin(rot +\j/0) - при z = -L 12 (рис. 2.8,6). Ма

тематическая модель при этом соответствует двум металлическим дис
кам, соединенным тонким проводом. 

Моментом электрического вибратора называют величину 
шэ = QcL = -iigL/ro ,  где L направлено от отрицательного заряда к 
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положительному. В случае элементарного вибратора L � О и Qc � оо 

так, что i3L остается постоянным. Тогда плотность объемного тока в 

любой точке р равна нулю, за исключением точки q , в которой распо

ложен вибратор. При этом в математической модели ее можно выразить 

через трехмерную ь -функцию: jc = icLb(p - q) = iwm3b(p - q) . Ли-

нейный излучатель превращается в «точечный» излучатель. 
Надо найти и проанализировать возбуждаемое элементарным 

электрическим вибратором поле. При этом на расстояние до точки на
блюдения не будем налагать существенных ограничений, т.е. поле бу
дем искать не только в дальней зоне, но и вблизи вибратора. Это част
ный случай прямолинейной нити электрического тока. 

2. Расположим начало сек в середине вибратора и направим ОСЬ z 
вдоль его оси (рис. 2.5,6). Тогда из (2.7), учитьmая, что ic (z) = i0 , получаем 

Й• = iki, RsinO Т ,-:н (l+-.-1-'lz'. 
47t -и2 Rpq zkRpq г (2.36) 

Чем меньше lkiL , тем меньше меняется в фиксированной точке наблю

дения величина kRpq = l<kR)2 - 2kz(kz') + (kz')2 j 112 при изменении z' , а 

значит, - подынтегральная функция. Применяя при lkiL << 1 теорему о 

среднем, получаем 

н. iki0L . е e-ikR (1 1 } ""--SlD -- +-
q> 

47t R ikR (2.37) 

Это выражение является точным в пределе для «точечного» излучателя. 
Ниже будем использовать в нем и в выражениях поля, полученных на 

его основе, знак равенства при lkiL << 1 . 
Из (2.9), выполняя операции дифференцирования, находим: 

ER = -0--cos8-2- 1 +-. -· i LW e-ikR ( 1 } 
27t R zkR 

Е = ikioLW sin8 e-ikR [1 +-1 
_ _ _ 

1_} Е�р = О. е 47t R ikR (kR)2 
(2.38) 

Характерным в (2.37), (2.38) является сложная зависимость по
ля от расстояния R : на малых расстояниях от излучателя в выражении 

для Й�р преобладает слагаемое, меняющееся как 1 / R2 , а в выражениях 

для ER и Ее - слагаемые, меняющиеся как 1 / R3 • Для того, чтобы 
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можно было иренебречь другими слагаемыми, кроме указанных, надо, 
чтобы \k\R << 1 . При этом условии ехр( -ikR ) "" 1  и получаем 

· i0L . · i0LW · i0LW . Н,. = --2 sше, Ен "" 3 cose, Е" === 3 sше. (2.39) " 41tR i21tkR " i41tkR 
Область пространства вблизи вибратора, радиус которой опре

деляется выражением \k\R << 1 , называется ближней зоной. В ближней 

зоне ER , Е9 в указанном приближении отстают по фазе почти на 90° 

от ЙЧ' . Поэтому обе составляющие ilн и il9 вектора Пойнтинга в том 

же приближении носят почти чисто реактивный характер. Волнового 
движения поля в этой зоне почти нет. 

При анализе (2.37), (2.38) выделяют зону, в которой модули 
всех слагаемых имеют примерно одинаковую величину. Эту зону назы
вают про.ме:.жуточной зоной. 

В дальней зоне ( \k\R >> 1 ), в (2.37), (2.38) всеми слагаемыми, 

кроме nервых, .можно пренебречь. Для нее получаем: 
• "kR • ikR . ik10L . е-1 • • • l0LW е-

Н =--sше--, Е9 WH"'' Ен =--cose--. (2.40) 
ер 4п R .,. 21t R2 

Эти составляющие векторов могут быть получены и из общих формул 
(2. 18}-(2.20). 

Подставляя в (2. 1 8) ток i0 ,  вынося его из-под знака интеграла, 

вьшолн.u: интегрирование, находим при \k\L << 1 : 

э F(e) _ 
j L . е sin((kL/2)cose] _ j 

L 
. е а - о sш (kL/2)cose - о sш , 

так как функция sin �/l; === 1 при � << 1 . Поэтому a3""ioL , F(e) "" sin8 . 
В дальней зоне значением Ё н можно пренебречь, поскольку 

lkн\ << lkel ·  Мгновенные значения Н Ч' ,  Е9 не отличаются от соответ

ствующих значений, определяемых в (2.30), если учесть, что а3 i0L , 
F (е) = sin е . Отметим, что поле в дальней зоне является поперечным 

(Т-волной) и представляет собой сферическую волну, бегущую от излу
чателя. В среде без потерь Н Ч' и Ев синфазны, характеристическое со-

противление средь! является чисто действительным. 
3. Характеристикой IШnравленности элементарного электри

ческого вибратора является выражение 
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Она показывает, что вибратор вдоль своей оси (при 

е =  0°, 1 80° ) не излучает, при этом йч> = о и Ее = о . в направлении 

нормали к оси вибратора (при е =  90° ) !йq>l ' IEel являются максималь

ными. Амплитудная и фазовая характеристики направленностей имеют 

вид: IF(e)l = lsin el ' argF(e) = О, при о � е �  1t .  F(8) в (2.41 )  определяет 

зависимость Й ч> ,  Ее от угла е , изменяющегося в меридиональной 

плоскости. Поэтому ее называют характеристикой направленности в 
меридиональной плоскости. Поле от угла <Р не зависит - вибратор из-

лучает одинаковое поле во всех направлениях по <Р (при е =  const ) 
поэтому в экваториальной плоскости ( е  = 90° ) характеристика направ

ленности может быть записана в виде F(<P) = 1 .  
Амплитудные диаграммы направленности в меридиональ

ной (а) и экваториальной (б) плоскостях в полярной системе координат 
изображены на рис. 2.9. В пространстве амплитудная диаграмма на
правленности представляет собой тор с нулевым внутренним радиусом. 

4. Силовые линии электрического поля по определению каса
тельны вектору поля E = 1RER +1eEe . Силовые линии магнитного поля 

касательны вектору Н =  1Q!HЧJ . С помощью (2.37), (2.38) можно найти 

мгновенные значения векторов поля и построить по ( 1 .22) силовые ли-

1 80° 

270° 

1 80° о· 
IF(e)l а IF(<P)I б 

Рис. 2.9. Амплитудные диаграммы направленности 
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нии для фиксированных моментов времени. Силовые линии Е элек
трического поля «опираются» на электрические заряды. Если выбрать 

такой момент времени t = t0 , что электрические заряды Qc(t0) излуча

теля равны нулю, то силовые линии не «опираются» на заряды и струк
тура силовых линий в пекоторой меридиональной плоскости будет ка
чественно выглядеть такой, какая изображена на рис. 2.10,а (структура 
силовых линий поля на этом рисунке изображена только в части про
странства; надо помнить, что поле существует во всем неоrраниченном 
пространстве). Через четверть периода при t = t0 + Т  14 электрические 

заряды на концах нити становятся максимальными по абсолютному 
значению и новое семейство силовых линий «выходит нз положитель
ного заряда и входит в отрицательный заряд», при этом «выталкивает» 
во внешнюю область пространства существующие там семейства линий 
(рис. 2.10,6). Далее процесс повторяется . Сгущения силовых линий на 
рис. 2. 1 О соответствуют максимальным абсолютным значениям Е , 
стрелками показано направление Е .  Расстояния между соседними мак
симумами абсолютных значений поля равно половине длины волны 
( 0,5Л ). Силовые линии электрического поля уже на пекотором расстоя
нии от излучателя замкнуты сами на себя. 

Если построить и проанализировать структуру силовых линий 
для ряда моментов времени, например, между t = t0 + ЗТ /8 и 

t = t0 + Т  1 2 ,  то окажется, что постеnенно увеличивается число замкну

ТЬIХ силовых линий Е , замкнувшись, nоследние удаляются от нити. 
Но с другой стороны, «обрывки» этих линий, смыкаются концами с 
вибратором и «втягиваются» в него по мере тоrо, как заряд вибратора 
уменьшается. Часть «отшнуровавшнхся» от вибратора силовых линий 
удаляется от него, эти силовые линии, не связанные с вибратором, обра
зуют поле излучения («свободное поле»). 

Силовые линии Н , изображенные на рис. 2.1  О пунктирными 
линиями, представляют собою окружиости с центром на оси излучате
ля. Сечения таких окружностей в меридиональной плоскости представ
лены точками и крестиками (точка означает, что Н направлен «к нам», 
крестик - «от нас», т.е. за плоскость рисунка). Сгущения точек и кре
стиков соответствуют максимальным абсолютным значениям Н (j) .  На 

больших расстояниях от вибратора там, где H(j) имеет максимальное 

абсолютное значение, имеет максимальное абсолютное значение и Е0 • 

В экваториальной плоскости на рис. 2. 1 О сечения силовых линнй пред
ставлены точками и крестиками. Е R увеличивается при е -t О; 1t ,  но с 
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t = t. 

меридиональная плоскость 

t = t.,+T/4 

а б 
Рис. 2.10. Силовые линии электрического и магнитного полей 

элементарного электрического вибратора 
увеличением расстояния ее значение уменьшается; при больших R она 
сдвинута по фазе на тt/2 относительно Ее и HffJ . 
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Силовые линии полей Е и Н полуволновой нити (рис. 2.6,б,в) 
мало отличаются от соответствующих линий рис. 2. 10,а,б. 

5. Сторонний источник в соответствии с уравнением баланса 
ЭМ энергии (1 .69) расходует мощность на создание поля во всем про
странстве. Активную и реактивную составляющие этой мощности мож
но найти по известному потоку вектора Пойнтинга через замкнутую 
поверхность S , ограничивающую объем, в котором расположен источ
ник, джоулевым потерям в объеме и запасам энергий электрического и 
магнитного полей. По известному полю (2.37), (2.38) вибратора все эти 
слагаемые могут быть вычислены. Здесь с помощью уравнения ( 1 .  71) 
найдем только мощность, которую расходует источник, подсоединен
ный к вибратору, на создание поля излучения. Для этого надо выбрать 
поверхность S так, чтобы она проходила в дальней зоне. 

Рассмотрим наиболее важный для практики случай, когда виб
ратор расположен в свободном пространстве ( Е0 = Е0 , fla = f..to ). При 
этом cr = О , W = W0 = (J..to /е0)112 = 377,1 Ом , k = 13 = 2п!Л. . В дальней 
зоне ii = 1RizR , где izR = ПR - чисто действительная величина опре
деляется по (2.29). 

Найдем по (1 .71) среднюю мощность, отдаваемую источником в 
пространство. Эта мощность при отсутствии потерь ( рnт = О ) расходует
ся на создание поля излучения и называется мощностью излучения P'"i : 

-RePc = P'"i = fПndS. 
s 

В качестве поверхности 
радиусом р , чтобы 

S выбираем поверхность любой сферы с таким 
S проходила в зоне излучения. Тогда 

ndS = 1Rp2 sin8d8 d<p и 
п 2п P'"i = J de J ПR1R1Rp2 sin8d<p. 
о о 

Подставляя сюда значение П R при R = р , используя выражение (2.40) 

для Н rp и интегрируя по <р , находим 

1 . 12 2 2 P'"i =.!..W0 10 � n fsin3 8d8 =�i012W0(L ) , 
2 2Л 0 3 Л 

где учтено, что определенный интеграл равен 4/3 . 

(2.42) 

Вибратор для источника тока представляет нагрузку, в которой 
расходуется мощность P'"i . Ток i0 в нагрузке известен. Приравнивая 
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мощность, отдаваемую в нагрузку, и мощность излучения, можно рас
считать сопротивление нагрузки R-'I. , называемое сопротивлением излу-

чения элементарного электрического вибратора: 

liol2 R'L 1 2  = �i012W0(LIЛi 13, 
откуда имеем 

(2.43) 
Так как LIЛ. << 1 ,  то сопротивление излучения является малой величи

ной, например, при LIЛ. = 0,1 , R'L "' 8  Ом . 

2. 7. Рамка электрического тока 

1. Рамки применяются или как самостоятельные излучатели или 
для построения сложных систем излучателей. Рассмотрим математиче
скую модель. Пусть виток нити электрического тока расположен в не
ограниченном пространстве с параметрами Еа , �а (рис. 2.1 ,г). Введем 

сек (рис. 2. 1 1,а). Плотность линейного тока ic = 1</)ic (q>) . Считаем, ЧТО 

длина разреза, к которому подключается источник стороннего тока, так 
мала, что 11 << 2na . Тогда плотность объемного тока с учетом (П2 .4) 
jc = 1q�)� , где )� = jc(q>)a(R - a)5(8 - n/ 2) /  R ,  а q>E [0,2n] . Необходимо 

найти векторы Ё и il ЭМ поля рамки. 

2. Вычислим векторные потенциалы. Так как Jм,с = О , то по 

в 

Рис. 2. 1 1 . Рамка, силовые линии поля; 
к пояснению интерференционных явлений 
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(П4.4) А м = О . Неnосредствеmю по (П4.4) можно найти только де
картовы составляющие вектора А по декартовым составляющим 
вектора jc . Определим последние: )� = lxjc = -}� sin <p ,  }� lyjc = 
= )q> cos<p , }� = 1zj = О . Заменяя декартовы координаты точек наблюде
ния p(x, y,z) и интегрирования q(x',y',z') сферическими координата

ми по (П1 .2), имеем Rpq = (R2 - 2RR'cosy+R'2)112 , rде cosy = 
= cos О cos О'+ sin О sin О' cos( <р -<р') . При этом по (П4 .4) 

-ikR 
А".(р) = f }':..(q)�R'2sin8'dR'dO'd<p'. 

v. Rpq 
rде т х, у или z . Подставляя в это выражение последовательно J; , 

··с ··с J У , J z и используя основное свойство б -функции при интегрирова-
нии, находим 

2п -ikR 
Ах = _..::.._ J jc(<p')sinq{�q{, Rpa = �R2 - 2Rasin0cos(<p-q{) +a2 , 

4n 0 Rpa 
2п -ikR · а 1 .  е ра • Ау =- lc(q{)cosq{�q{, Az = 0, 

4п 0 Rpa 
в сек AR = 1RA. , Ав =  lвА , 1\, = 1(/)А. . Подставляя сюда 

А lxAx + lyAy + 1q>Az , раскрывая скалярные произведения по (П1 .2), 
исnользуя функции разности уrлов синуса и косинуса, получаем 

. е 2п -ikRpa 

А. 
а sш J 1- с ( ') • ( ') е d , R = -- (/) SШ <р - <р  <р , 

4n 0 Rpa 
2n -ikR Ае = а cos в J jc ( <р') sin( <р _ <р') е �"" d<p', 

4n 0 Rpa 
2п -ikR 

· а J · е �"" , А.р = - !с ( <р') cos( <р <р') d<p • 

41t 0 Rpa 

(2.44) 

По (2.44) с помощью ( 1 . 1 24), ( 1 . 125) можно определить все со
ставляющие векторов ii и Ё . 

3. Рассмотрим случай, когда точка наблюдения поля р находит
ся в окрестности центра рамки, т.е. при R << а . Тоrда расстояние ме
жду точкой q(a,q{,n/ 2) на рамке (точкой источника) и точкой р мож-
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но представить в виде Rpa = al1-2(R 1 a) sinOcos(<p-q{) + (R 1 а)2 J 1 12 • 
Так как R 1 а << 1 , то это выражение можно разложить в биноминаль
ный ряд с положительным показателем и удержать только два члена 
ряда. Получаем: Rpa == a -Rsin Ocos(<p-<p') . Выражение l !Rpa в (2.44) 
тоже разлагаем в биноминальный ряд, но с отрицательным показателем, 
и с учетом малости значения Rl а удерживаем только первые два члена 
ряда. Имеем: 1/ Rpa == (1/ а)[1 + (R 1 a) sin Ocos(<p-<р')] . 

Подставим эти выражения в (2.44). При интегрировании заме
ним sin(<p- <p') и cos(<p-<p') разностью и суммой показательных функ-
ций по формулам Эйлера для комплексных чисел и используем пред
ставление экспоненты рядом Фурье по (П3.9): 

(2.45) 
n=-oo 

где Jn(�) - функция Бесселя n -го порядка, аргумента � . 
Особое значение имеет случай однороднtJго распределения тока 

по <р ,  т.е. ic(<p) = i0 . Приближенно однородного распределения тока 
можно добиться в оригинале при очень малой длине витка, т.е. для эле
ментарной рамки ( 2na << Л ). Магнитным моментом элементарной 
электрической рамки называют величину m� = J.l)0S , где S = nS , n -

орт нормали к плоскости витка, образующий с Ig правовинтовую сис

тему, S = na2 - площадь витка. 
Обозначив через � = kR sin е и выполнив интегрирование, нахо

дим для элементарной рамки 
AR = Ав = 0, 

t\v(p) "" 
io e-ika {u�(�) +_L[lo(�) -12(

�)}. 
2 2ka 

Так как ikiR << 1 ,  то � << 1 и можно воспользоваться асимпто

тическим представленнем (П3.5) функций Бесселя: J 0(�) == 1 -�2 14 , 
Jn (�) == �n /n!2n . Пренебрегая при этом слагаемыми второго порядка 
малости, получаем 

. IoR 'ka �(р) == -е-' · sin O. 
4а 

(2.46) 
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Составляющие векторов Е и ii определяем для элементарной 
рамки по ( 1 . 1 24), ( 1 . 125) с учетом того, что А =  l<PA,p и � не зависит 
ОТ (j) :  
Е =  -iWflaA; ЁR = Ёе = О; Ё<Р = -iWflaA,p; 
. . . 1 д . . 1 д . . (2.47) Н = rotA; HR = Rsin e де (sin 8�). Не= - R дR (�). н<Р = О. 

Подставляя в (2.47) значение А,р из (2.46), находим 

· iki0W R ·ka • i0 ·ka Е = ----е-' sin e· HR = -е-' cose· <Р 4 а  ' 2а ' 
· io "ka Не = --е-' sin 8. (2.48) 2а 

Эти выражения показывают, что в области пространства, близ
кой к центру рамки, напряженность электрического поля отсутствует 
(при R 1 а � О ), а напряженность магнитного поля не зависит от рас
стояния. В этой области составляющая Е<Р сдвинута по фазе относи-
тельно составляющих Н R , Н6 почти на (+1t/2) . Поэтому вектор 

Пойнтинга, имеющий составляющие iiR и П6 , является почти чисто 
реактивным. 

4. Рассмотрим случай, когда точка наблюдения поля р нахо-
дится в области, где R >> a .  При этом Rpa = R[1- 2(a/R)sin 8x 
х cos( q>- q>') + ( a/R)2 j 1/Z • Разлагая это выражение в биноминальный ряд 
с положительным показателем и удерживая только два члена ряда, по
лучаем Rpa = R-asin 8cos(q>-q>') . Функцию 1 1  Rpa в (2.44) тоже разла-
гаем в биноминальный ряд с отрицательным показателем и с учетом 
малости а 1 R удерживаем только первые два члена ряда. Имеем 

1 1  Rpa = (1/ R)[1 + (а/ R)sin 8cos(q>-q>')]. 
Обозначим � = kasin 8 .  Подставим значения Rpa и 1 1  Rpa 

в (2.44). Для элементарной рамки, выполняя при интегрировании с по
мощью (2.45) те же операции, что в предыдущем случае, получаем 

Ав = Ае = О А (p) == iioka2 e-ikR sinJ1 +-1-} 
' ' "<Р  4 R l_ ikR (2.49) 

Составляющие векторов Е и Н определяем по (2.49): 
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ЁR = Ев = 0, Ё,. "' iowst1 sine e-ikR ( 1 +-1_\ .. 4n R ikR )' 

. . ii Sk е -ikR ( 1 J н<Р = 0, HR z-0--2- 1 +-. - cose. 2n R zkR 

. i0Sk2 e-ikR ( 1 1 ) . Нв z -�R 1+ ikR - (kR)2 sше. 

(2.50) 

В ближней зоне, т.е. при [k[R << 1 (но R >> а ), из (2.50), учиты-

вая, что 1 << 1/lkiR. exp(-ikR) "' 1 ,  имеем 

. . i0WSk . . i0S Е<Р z -z--2-sшe. HR z --3 cose. 
41tR 2nR 

. I0S . Нв z--3 sше. 
41tR 

Вектор Пойнтинга в этой зоне имеет (приближенно) чисто ре
активный характер, так как составляющая Е<Р сдвинута по фазе (почти) 

на ( -nl 2) относительно составляющих Н R и Н в . Но jiij при прибли

жении к рамке очень быстро возрастает (как 1/ R5 ). 
В зоне излучения, т.е. при lkiR >> 1 ,  из (2.50) получаем 

j WSk 2 
• e -ikR 

Е ::::: 0 sш е -- · <11 41t R 
' 

.1· Sk -ikR . z 0 е Н R ::::: -- COS 8 -- . 
21t R 2 

(2.5 1 ) 

Здесь jйRj << jйвj и значением jйRj можно пренебречь. В этой зоне 

поле имеет характер сферической Т-волны, бегущей от излучателя на 
бесконечность. Вектор Пойнтинга в среде без потерь является действи
тельной величиной и направлен вдоль радиального направления. Харак
теристикой направленности в меридиональной плоскости является 
F(8) = sin e , в экваториальной F(<p) = 1 .  Амплитудные диаграммы на
правленности изображены на рис. 2.9. в направлениях е =  о и е =  180° 
(в направлении своей оси) элементарная рамка не создает поля излуче
ния. Чтобы объяснить это явление, надо учесть, что в точке р при 
t = t0 элементарное поле dE<P есть сумма полей dE<P1 и dE<P2 элемен
тарных вибраторов, расположенных в диаметрально противоположных 
точках 1 и 2 рамки (рис. 2. 1 1,6). Полное поле Е<Р есть интеграл от dE<P 
по <р (от О до 1t ). В диаметрально противоположных точках токи рамки 
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направлены в противоположные стороны. За счет этого dE<P1 и dE<P2 
имеют противоположные направления. Разность фаз за счет разности 
хода лучей на оси рамки равна нулю, поэтому dE<P1 и dE<P2 взаимно 
гасят друг друга (за счет интерференции), общее поле по этой причине 
равно нулю. В точках р ,  где имеется разность хода лучей от элемен-
тарных вибраторов 1 и 2, появляется разность фаз полей dE<P1 и dE<P2 и 
сумма этих полей отлична от нуля. В плоскости рамки разность фаз за 
счет разности хода лучей, равной диаметру рамки, максимальна. Поэто-
му максимальное значение поля IE:<PI в (2.5 1) достигается в плоскости 

рамки (при е = тt/2 ). 
Так как диаметр элементарной рамки мал ( 2а << Л 1 1t ), то раз

ность фаз полей dE<P1 и dE<P2 за счет разности хода лучей даже в плос-
кости рамки мала, поэтому поля dE<P1 и dE'P2 в значительной мере га
сят друг друга. Этим объясняется малая эффективность элементарной 
рамки как излучателя ЭМ поля. 

Сопротивление излучения элементарной рамки определяется 
так же, как и в случае элементарного электрического вибратора. Для 
этого рассчитывается мощность излучения Р1: как поток вектора Пойн
тинга через расположенную в зоне излучения поверхность сферы. По-

скольку P'L = ji0j
2 
R'L 1 2 , то для свободного пространства 

R'L = 320тt4 x (S /Л2)2 • Так как (S /Л2) - малая величина, то RJ:. очень 
мало, что указывает на малую эффективность рамки как излучателя 
ЭМ поля. 

Силовые линии полей Е и Н (для t = t0 ) изображены на 
рис. 2.1 1 ,в. 

2.8. Элементарный магнитный вибратор. 
Элементарная магнитная рамка 

1. Сравнение силовых линий полей Е и Н элементарной электрической рамки 

(рис. 2. l l ,в) с силовыми линиями полей Н и Е элементарного электрического вибрато

ра (рис. 2. 1  О) показывает, что отличие полей в пространстве, где R >> а , состоит в том, 

что векторы Е и Н поменялись местами. Поэтому элементарную электрическую рамку 
можно рассматривать как фиктивный элементарный магнитный вибратор, ориентирован
ный перпендикулярно плоскости рамки, если середина вибратора совпадает с центром 

рамки. Обозначая через i(f плотность линейного фиктивного магнитного тока вибратора 

длины L и воспользовавшись принципом перестановочной двойственности ( E+t± H ,  
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i0� ± i[) , Ё0�J.La ), из (2.37}, (2.38) nолучаем ДЛJ1 nоля элементарного магнитного 

вибратора 

· · · ild,.L e-ikR ( 1 } . 
Е я = Ев =О, E'l' = --0-sine 1 +- H'l' = 0, 

4n R ikR 

Не = -1-0-sinG e 1 +----- Н я = -0-cosG-e __ l + -
. ·Jci"L �ikR 1 1 } . i"L -ikR ( l } 

4nW R ikR (kR)2 2n:W R2 ikR 

Это nоле тождественно nолю (2.50) элементарной электрической рамки (при R >> а ), 

если i:L = il0SWk . Если m"' = i6Ltioo - магнитный момент элементарного магнит-

ного вцбратора, то, следовательно, необходимо выnолнение условия: m" = m� . 
2. Тождественность nолей элементарных электрической рамки и фиктивного 

магнитного аибратора nозволяет ввести в рассмотрение рамку фиктивного магнитного 

тока радиуса а , nоле которой (nри R >> а ) тождественно nолю элементарного электри-

ческого вибратора. Пусть i0 - rшотиость линейного фиктивного магнитного тока рам

ки. Плоскость ху совместим с плоскостью рамки, а ось z наnравим вдоль оси рамки 

(рис. 2.ll,a). Применяя nринцип церестаиооочной двойственности к (2.50), nолучаем со

ставляющие векторов Е и Н поля элементарной магнитной рамки nри R >>а : 

· . · i;: Sk2 • e-ikR ( l } · НR = Нв = О, н., .. --stnG 1 + - Ef{J = O, 
4nW R ikR 

E8 = --sinG 1 +- --- ER "' ---cos6-- l +-
. i/:Sk2 e-ikR ( 1 l } . ii[}Sk e-ikR ( 1 } 

411: R ikR (kR)1 21t R2 ikR 

Сравнивая эти выражения с (2.37), (2.38), находим, что при i0L = -ii/: Sk IW 

поля элементарных электрическоrо вибратора и магнитной рамки тождественны. Если 

обозначить через m Р' = -Е0 i 0S электрический момент элементарной магнитной 

рамки, то необходимо выnолнение условия m' 
3. ЭМ явления в сложных системах часто объясняют с nомощью расчленения 

nоследних на элементарные излучатели. Наnример, даже в nростом случае анализа nоля 

элементарной рамки ЭМ явления легко объясняются с помощью деления ее на nрямоли

нейные элементарные вибраторы (n. 2.7.4). Поэrому отметим следующие соотношения 

между полями злементарных излучателей: от пом элементарного ЭJZекmрuческаго виб

ратора с помощью принципа перестановочной двойственности осущестlll/J/ется переход 

к полю элементарно:tо магнитного вибратора; от поля последнего при замене m" = m� 
осущестlll/J/ется переход к полю элементарной электрической рамки. от поля которой с 

помощью принципа перестановочной двойственности происходит переход к полю эле-

ментарной магнитной рамки; от поля последней при замене m' =;; m � возвращаемся к 

полю элемен:тарного электрического вибратора. 
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2.9. Бесконечная прямолинейная нить тока. 
Поверхностная волна, цилиндрическая волна 

1. Рассмотрим nрямолинейную нить электрического тока в npe� 
дельном случае при L 1 Л � оо • Эта математическая модель учитывает 
свойства однопроводной линии передачи ЭМ энергии. Если на тонком, 
длинном ( L >> Л ) nроводе, расположенном в свободном nространстве, 

имеется диэлектрическая оболочка ( ta1 - диэлектрическая проницае

мость оболочки), то в проводе можно возбудить бегущую волну тока 
(§ 2.2, рис. 2.3). Если ось z ДСК параллельна проводу, то 
jc(z) j0 exp(-ik0z) , k0 ::::: 130 -ia0 . Фазовая скорость волны в диэлек-

трике, заполняющем все пространство, равна v1= (toJ.!o )112 ; в свободном 

пространстве равна с; в пространстве, частично заполненном диэлек
триком, можно предположить, что v 1 < v Ф < с  . Коэффициент фазы тока 

130 будет различным nри разных ta1 и разных толщипах оболочки. Воз� 
бужлаемое при этом поле «прижимается» к проводу, часть энергии поле 
переносит в диэлектрической оболочке, а часть - в окружающем про
странстве. Провод с оболочкой играет роль направляющей структуры, 
он направляет волну вдоль своей оси. 

Пренебрегая толщиной провода с оболочкой и считая длину 
провода бесконечной, приходим к приближенной математической мо� 
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дели: имеется прямолинейная бесконечная нить с бегущей волной тока. 
Надо найти векторы напряженности ЭМ поля. 

Расположим ДСК так, чтобы ось z была параллельна нити 
(рис. 2. 1 2) .  Рассмотрим бегущую волну тока. Тогда в цилиндрической 

системе координат (ЦСК) ic = lz i0 exp(-ik0z) = 1zi0 exp(-a.0z)x 
xexp(-if30z) при -оо < z < оо . 

Плотность линейного заряда находим по (2.23): 

iJc = (i0k0 / ro) · exp(-ik0z;) . Мгновенные значения плотностей тока и за

ряда определяем по ( 1 .60): 

jc(z,t) =1 i0 1 ехр( -a.0z)cos(rot -Poz + Wo), 
. �� 

iJc(z. t) = (1 10 1 · 1  k0 ! 1 ro) · exp(-a.0z)cos(rot -f30z + Wo + argk0 ). 
2. Рассмотрим решение задачи. Вычислим векторные потенциа

лы. Так как jм,с = О  , то А м = О  . Для вычисления А подставим в 

(П 4.4) значение jc и функцию G из (П 4.6). Меняя при этом порядок 

интегрирования по коэффициентам распространения и пространствеи
ным координатам, учитывая интеграл Фурье l> -функции (П 2.5), ис
пользуя основное свойство о -функции при интегрировании по 
пространствеиным координатам, находим 

A = l io -ik0z � -li•(<P-<Po ) {Jп (Vof1)H�2) (v0r), r � a  
z е L.Je (2) 

, 

4i п=-- Jn(v0r)Hn (v0r), r � a  
где Н �2) (v0r) функция Ганкеля второго рода 

(2.53) 

(§ П.3), 

v0 = -i(kJ - k2 ) "2 . Считаем, что нить расположена в начале коорди

нат, т.е. а О . В последнем выражении надо брать верхнюю строку 

( r > О ). Кроме того, по (П 3.5) J 0(0} = 1 ,  J n (0) = О  при n > О .  Поэтому 

все члены ряда равны нулю, за исключением члена при n = О .  С учетом 
этого при а = О 

· _ j О -ikoz (2) • _ • _ Az -
4i 

е Н 0 (vor), Ах - Ау - О. (2.54) 

В ЦСК по (П 1 .2)  Ar "' lrA О ,  ;\p = lfi!A = O .  
По ( 1 . 1 25) ii rotA . По (П 1 . 1 6), учитывая (2.54) и 

дАz 1 д<р = О ,  имеем 
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ПримеЮJя правило (П 3.6) дифференцированЮJ цилиндрических функ
ций, получаем 

ii = iovo e-ikozн(2)(v r). <р 4i 1 о 

Из первого уравнения Максвелла с учетом (П 1 . 1 6), (П 3.6) 
. 1 дЙ<р k0W . . Ег = --;-;:;--д- = -k-НЧI' Eq� = O, 

l(l>t=:a Z 
• 2 Ёz _1 _]__Е_(rЙ ) = - lovo e-ikozнg2> (vor). 

iюfa r дr <р 4rora 

(2.55) 

(2.56) 

Проанализируем поле (2.55), (2.56). Считаем, что потери на на
rревание среды отсуrствуют (k = {3). 

3. Рассмотрим случай бегущей волны тока без затухания 
( <Х0 = О , k0 = {30 ). Тогда амплитуда тока не меЮJется по z . Предполо-
жим, что {30 > f3 ,  т. е. фазовая скорость бегущей волны тока меньше 

скорости света в окружающем пространстве. При этом v0 = -iho, где 

ho = ({3� - {32)112 • Подставляем в (2.55), (2.56) значение v0 • На больших 

расстояниях от нити, когда hor >> 1 ,  используем асимптотическое по
ведение функции Гаикеля (П 3.4). Находим 

Й "" ioho e-if!oz i 2 ·e-hor Ё ""' f3oW Й Е "" ilfoW Й (2.57) 
<Р 4 'lthor ' r f3 </'' z f3 <р· 

откуда следует, что поле имеет характер бегущей вдоль оси z волны 
(множитель exp(-if30z) - является волновым). Волнового движения 

вдоль радиального направления нет (множитель exp(-lfor) не является 
волновым). СоставляюlЦИе векторов поля убывают с ростом r по зшю
ну exp(-lfor) /.[; (рис. 2. 12,6). Поперечные составляюlЦИе векторов 

поля Й<р и Е, синфазны. Вектор Пойнтинrа распространяющейся вол

ны ii 0,5[E,ii*] == 0,5(:....1,EzЙ; + lzErЙ;) имеет радиальную 

ii, -0,5Ёzй; и продольную iiz 0,5Е,й; составляющие 

iJ = -Yo\
2

hJW e-2hor , iJ = \io\
2 hof3oW e-21Jor . 

' 1 6nf3r z 1 6nf3r 
Радиальная составляющая ii, - чисто мнимая величина, что указывает 
на то, что вдоль радиального направления поле ЭМ энергию не перено-
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сит. Продольная составляющая Пz действительная величина. С рос-
том r составляющие пr и пz убывают по закону, определяемому 
функцией exp(-2flor) / r  (рис. 2. 12,6). 

Таким образом, ЭМ поле распространяющееся вдоль нити, 
и энергия этоrо поля локализованы (сосредоточены) у нити тока. Эту 
волну называют поверхностной волной. При этом поле излучения не 
создается. 

Фазовая скорость волны определяется по (2.32): vФ = ro/!30 , т.е. 
она меньше скорости света в данной среде. Такую волну называют еще 
и медленной волной. Фронтом этой волны является плоскость z = const , 
перпендикулярная нити. 

Для малых расстояний от нити (при lv0lr << 1 ), используя асим
итотику функций Ганкеля (П 3 .5), находим 

й ". !..9...е -i/3oz = l (z) ,  Ёг "" rзow й ' Ez = /ohOW е -if3oz 1 __ 2_ 
• ·с 2 

{ } 1j) 2nr 2nr rз (j) 2nl3 1, 78flor 

С приближением к нити ( r � О )  амплитуды \й!р\ , \йг\ увели

чиваются как lfr , а \йz \ растет очень медленно и отношение 

\йz\/\йг\ � О  при flor � О .  

Циркуляция вектора il по окружности малого радиуса r равна 
плотности тока: Й1!)2nr ""' jc , т.е. закон полного тока (1 .27) приближен-

но выполняется без учета тока смещения iroeaЁz . Связано это с тем, что 
поток последнего через малую площадку nr2 очень мал по сравнению с 
током проводимости. 

На м.ало.м. расстоянии от нити имеется волновое движение, 
Й!р и Ёr синфазны, Ёz сдвинута по фазе на n/2 относительно Й1!) 

и Ёг. Значит, поле переносит ЭМ энергию в направлении распростра
нения волны, а в радиальном направлении не переносит. 

4. Чтобы построить силовые линии полей Е и Н , определим 
мгновенные значения Й!р , Ёr , Ёz . Положим начальную фазу тока 
'lfo О .  При flor >> 1 по (2.57), ( 1 .60) имеем 
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/io/ho {I -h-r А Hq, =-4-V1fhie "" · cos(rot -..,0z); 

J3 w /iojJtбw fi 
Е, ""

T
Hq,, Е, "" 4(3 v�e-hor · cos(rot -f3oz + n/2). 

При hor « l  

Н = 
/io/

· cos(rot - A0z)·E "" PoW Н 
qJ 21tr tJ ' r J3 q,• 

/io \Jtбw 2 
Е, "'  ln-- ·cos(rot -f30z +n/2). 

2nf3 1,78hor 
Силовые линии полей рассматриваем при t = t0 = NТ , где N 

целое число. В поперечной ruюскости при z = z1 силовые линии Н 

являются концентрическими окружностями, силовые линии Е направ
лены по радиусам, густота линий Н и Е уменьшается с увеличением 

r (рис. 2. 12,в). 
На рис. 2.1 3,а изображены рассчшанные по (2.52) rрафики распре

деления по нити плотностей тока и заряда ( а0 = О ). Плотносm токов на уча-
стках 1, 3, 5, длиной Л0 / 2  каждый, ориентированы вдоль 1, , а на участках 
2, 4 той же длины - в противоположном направлении, т.е. они находятся в 
противофазе токам на участках l, 3, 5. Плотносm зарядов на участках 1 ,  3, 5 
положительны, а на участках 2, 4-отрицательны (противофазны). Положи
тельные заряды отмечены крести:ками, отрицательные -черточками. 

На рис. 2. 13,6 изображены rрафики Hq,(Z) , E,(z) , E,(z) при 
r = 'i = const . Продольная составляющая Ez отстает по фазе от Hq, и 
Е, на 1t/2 , НФ и ток /с , Е, и плотность заряда 11с синфазны. 

Изображенные на рис. 2. 1 3,а,б графики позволяют построить 
силовые линии Е и Н . Силовые линии Е начинаются на nоложитель
ных зарядах и заканчиваются на отрицательных. Максимальному значе
нию плотности заряда при z = тЛ0 ( т - целое число) соответствует 
максимальное значение Е" при этом Ez = О . Но при z = (т + 1 /4)Л0 
Е, О ,  а Ez максимально. Наnравления тока /с и направление Н свя
заны nравилом правого винта и при максимальном токе (nри z = тЛ0 ) 
Н <р максимально и имеет положительное наnравление (обозначено кре
стиками при <р = п/2 и точками - nри <р = Зп/ 2  ). 
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z 

Рис. 2 . 1 3. Графики распределения тока и заряда по нити 
и силовые линии поля 

Густота силовых линий Е и Н убывает в соответствии с гра
фиками, данными на рис. 2.1 3,6. 

5. Рассмотрим нить синфазного тока. При этом а0 О и 
�о = О ,  k = 13 и v0 = 13 .  Ток в каждой точке нити меняется по закону 
cos(rot + \j/3) .  Из (2.55), (2.56) находим 

Ёг = О, ЁЧJ = О, 

Й = iof3 H(2) (Ar) Е -
iof3W н<2> (/3r). <р 4i 1 jJ ' z 4 о 

Если l3r >> 1 или 13r << 1 ,  то используя здесь асимптотяку функций 
Ганкеля (П 3.4) или (П 3.5), имеем 
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н. "' iol3 � 2 e-Фr+i!t/ 4  . . А fP , Ez "' -H'PW' ...,r >> 1; 
4 nl)r 

Йtр = i0 12nr, Ez "' -iЙfPWf3rln(2/1,78j3r), 13r << 1. 
(2.58) 

Вектор Пойятиига имеет только радиальную составляющую. Таким об
разом, в области l3r >> 1 имеется волновое движение в радиальном на-
правлении (за счет волнового множителя exp(-ij3r) ). Поэтому направ
ление r является продольным. Поле имеет две поперечных синфазных 

составляющих векторов Е и ii :  Ez и Й'Р, т.е. нить синфазного тока 

возбуждает Т-волну. Фронт волны (поверхность равных фаз) определя
ется выражением l3r = const и, значит, представляет собой цилиндр с 

осью, совпадающей с нитью тока (рис. 2. 14,а). Амплитуды Htp и Ez 

убывают с ростом r как r-112 • Вектор Пойнтинга - есть действитель

ная величина, убывающая с ростом r как r-1 , Ez и Й'Р ОдНородны 

по q> и z (не меняются на фронте волны). Волну этоrо типа называют 

однородной цилиндрической волной. 
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На малых расстояниях от нити ( l3r << 1 , т .е. r < Л  /2п ) в ука-

z фронт 
-:::- волны ....... 
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� н  
z 

z 

Е 

о 

Рис. 2. 14. Цилиндрический фронт волны, силовые лини поля, 
фронт быстрой волны 



занном приближении волнового движения нет и так же, как в случае 
излучателей конечной длины (см., например, (2.39)), поле носит почти 
реактивный характер, вектор Пойнтинга (приближенно) есть чисто 
мнимая величина (действительная часть вектора Пойнтинга намного 
меньше мнимой, поэтому первой пренебрегли). 

Мгновенные значения н, и Ez при l3r >> 1 ,  'lfo == О  получаем 
из (2.58), (1 .60): 

lio\13� 
Hq� = -- - - cos(rot -13r +n/4); Ez = -н,w. 

4 nj3r 

Графики Ez (r) и H,(r) (при j3r » 1 )  представлены на рис. 2. 14,6. 
С их помощью легко построить силовые линии Е и Н полей в полу-
плоскости <р <р1 = const (рис. 2. 14,в). 

Понятие однородной цилиндрической волны в неограниченном 
пространстве относится к математической модели. Для ее возбуждения 
источник должен затрачивать бесконечную мощность. Действительно, 
интегрируя плотность мощности :ii по цилиндрической поверхности, 

расположенной в зоне излучения, получаем 11; = liol\vj3l/8 ,  где l 
длина образующей цилиндра. При l /Л  _" оо имеем: Р:Е -? оо . 

Понятие однородной цилиндрической волны используется при 
вычислениях для аппроксимации сложного волнового фронта в локаль
ных участках пространства. 

6. Рассмотрим случай затухающей беrущей медлеиной волны тока, когда 

а.о '1:- О , tlo > tl . Затухание амплитуды тока может происходить по причине нагревания: 

провода. При этом ' . , v0 = v - zv комплексная величина: 

= t\2 -tl� +а� +  i2<X&0 . Но v� = v'2 - v'2 -i2v'v' . Приравнивая действительные и мни

мые части двух nоследних выражений, имеем, v'2 -v'2 = 132 -tl� +% ,  v'v" =-aof\0 • Эти 

два уравнения nозвол!!ЮТ оnределить v' и v' по о:0 , /30 и /3 .  Поскольку рассматриваем 

nо11ерхиостную волну, то v' > О . Из последнеrо равенства следует, что v' < О  . Если в 

nоJ<азателъиой форме v0 = lv0lexp(i11f) , то nримеия:я асимnтотику (П 3.4) nри lvolr >> l ,  
получаем из (2.55), (2.56) 

. ( }1/2 
н. loVo 2 . -а0:с -v'r -iФ '1' =-. :г-l ze е е , 4z •1v0 r 

Ё, = k�W Й'l', Ez =- iov�W ( �:
olr 

J'2 
e-a0z-v'r-iФ , 

(2.59) 

где Ф=tloz+v'r-nl4+ ljl/2 . 
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Таким образом, из (2.59) видно, что затуханию амплитуд саста61/Jiющих век
таров паля в продальнам направлении (па z ) сопутствует появление валнавага движе
ния в радиальнам направлении в пале поверхнастной волны. Так как v' < О , то волновое 
движение направлено к нити тока, где имеется поглощение ЭМ энергии. Действительно, 
П, = -о,5Ё,н; и с учетом (2.58) при lvolr » 1 

1 . 1 21 1 п
. 10 Vo W 

( ' . ') -2a0z -2v'r "' v - IV е е г 16пf3r ' (2.60) 

поэтому Rel,П, направлено к нити тока (так как v' <0 ). Это подтверждает вывод, сде
ланный в § 1 .  7 о направлении вектора Пойнтинга у поверхности про вода. 

При малом значении а0 lm П, мало отличается от соответствующего з11аче-
ния при а0 = О  , полученного выше. 

7. Рассмотрим случай быстрой волны тока. При этом фазовая скорость тока 
У q>O = ro/f3o больше скорости света У =  (ro/J3) = (Ealla )-112 в данной среде. Значит, (30 < f3 ,  

поэтому v = -i(/3� -/32 )112 = (/32 -136) 112 - действительная положительная величина. 
При vr >> 1 из (2.55}, (2.56) с помощью асимптотяки (П 3.4) получаем 

Й "' iov J 2 e-i(/loz+vr)ei"/4. 
"' 4 1tVr ' 

· · Wf30 · · Wv Е, "' Н"' -/3-,Е, ",_Н'Рт· 
(2.61) 

Из этих выражений видно, что за счет волновых множителей exp(-if30z) и 
exp(-ivr) имеется валнавое движение паля и вдоль оси z и вдоль радиального направле-

ния. При этом ll = l,П, + lzl'Iz ,  П, "'Wvlй'PI2 12/3 , Пz "'Wf3olй'P12 /2f3 - действитель

ные величины. Длина вектора Пойнтинга П = (П; + п;)1 12 = W(v2 +f3�)1121Ii'PI2 /2(3 . 

Если nредставить f3o = J3cosy , то v = (/32 -f\2 cos2y)112 = f3siny и П, = Пz tgy . Таким 
образом, П направлен под углом у к оси z . Фронт распространяющейся волны перnен
дикулярен П (рис. 2.14,г) и орту lp . Но так как r = psiny ,  z =pcosy (рис. 2. 14,г), то 

волновой множитель в (2.61) exp[-i(f\0z+vr)] = exp(-iJ3p) . Это nоказывает, что волна 
распространяется вдоль наnравления, оnределяемого ортом lp . Вектор Н =  l'I'ЙЧJ лежит 
на фронте волны, а Е, cos у , - Е  z sin у оnределяют nроекции вектора Еу , лежащего на 
фронте волны. 

Таким образом, (2.6 1 )  оnисывают nоле Т-волны, фронт которой наклонен под 
углом п/ 2 - у  к нити тока. На фронте волны Еу = WHЧJ . Фронт волны движется с фазо-

вой скоростью УФ =ro/f3= (E0J.L0 )-112 в наnравлении, оnределяемом ортом lp , и nред
ставляет собой коническую nоверхность при J3r >> 1 . 

Из (2.6 1 )  следует, что фазовые скорости волны вдаль оси z и вдоль радиально
го направления ( Уфz = ro/(30 = ro/f3cosy = УФ /cosy , Уфr = ro/v = vф /sin у ) больше скора-
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сти света (E01J.")-112 . Объясняется это тем, что фронт волны за время t:J nроходит в 
nродольном наnравлении nyrь 6р , а в наnравлениях, оnределяемых ортами 1, и 1, , 
пуrн Ы > 6р н д:t > t!.p ,  так как Ы = t!.p/siny ,  t!.z = t!.plcosy (рнс. 2. 14,г). Скорости 
прохождения фронтом волны пуrей t!.p , t!.r и .6.z : v Ф = t!.pl t!.t , 

vфz t!.zlt:J t!.p/(t:ucosy) = vФ /соsу . Если vф с , то vфг и vФz > c  ( y ;e O,n/2 ). 

8 .. Рассмотрим случай, когда коэффициент распространения тока k0 = f'lo - iao 
равен k ,  т.е. k0 = k ={!)(EaiJ.a)112 • Тогда v -i(kJ -k2 )112 = 0 .  Из ( 2. 5 5), ( 2. 56) с nомо
щью асимnтотикн (П 3.5) получаем 

Н i0 -iКoz • 2i 
"' =  4i е ���о v 'ltV; 2ttr 

I1m v -ln -- � о. • 2 21 ( 2 ) 
v-+0 1t 1,78vr 

( 2.6 2) 

Таким образом, над нитью тока распространяется Т-волна. Амnлитуды Е, и 
H'f! затухают эксnоненциально (при а0 ;�о О )  и изменяются как 1 /r . Фазовая скорость 
v фО волны равна скорости света в данной среде: v ФО = ro/f'\0 = ro/13 . Силовые линии по
лей Е и Н изображены на рис. 2.1 2,в. 

Если коаксиально нити расположить идеально проводящую трубку произволь-
ноrо радиуса, то граничное условие Йr = О на поверхности трубки удовлетворяется 
( E'f! Е, =е О ), так как силовые линии электрического nоля nерпендикулярны коаксиаль
ной поверхности (рис. 2.12,в). Тогда в образующейся коаксиальной линии распространя
ется Т-волна ( 2.6 2). Образуется каншzизирующая ЭМ энергию система. 

9. Пусть прямолинейная нить стороннего магнитного mol(a возбуждает 
ЭМ nоле. Векторы nоля удовлетворяют уравнениям Максвелла. Надо найти векторы Е 
и Н . Для этого расположим ЦСК так, чтобы ось z была параллельна нити (рис. 2.1 2,а). 

Тогда j"·� = iм,c(z)a(r-a)a(q>-q>0)/r , -<><> < z < oo ,  rде плотность тока i"·c = lz i"·c (z) . 
Будем считать, что nоследняя изменяется по закону бегущей волны, 
jм,c (z) =  i� exp(-ik0z) = lio lexp(-ik0z+ЧJ�) ,  где lio j , Ч'о - амплитуда и начальная 
фаза тока. 

НаЙдем векторные потенциалы. Так как j"" = О ,  то А = О .  Значение А м нахо
дим так же, как А в (2.53). Заменяя jc значением i0 в ( 2. 54) для вити, расположенной в 
вачале координат, nолучаем: A" =1zA� .  A.: = (i� l 4i) · exp(-ik0z)Hd2> (v0r) . 
Звачения Е и Н определяются по ( 1 . 1 24), ( 1.125). Но можно npRMeiШTЬ принциn nере
становочной двойственвости (1 .73). ВосnолъзовавшRСЬ последпим, nолучаем из ( 2. 55), 
( 2. 5 6) 

'м 2 lo Vo -ikoz (2) ) - --··-·е · Н  (v0r . 4WIJ.a О 
(2.63) 
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Считая, что среда не имеет потерь и а0 = О , при f\0 > f3 из (2.63) получаем по

верхностную волну, распространяющуюся вдоль нити. Картина силовых линий полей Е 
и Н такой волны при t = NТ , 'Vм = О получается из картины рис. 2.1 3,в заменой сило

вых линий Е на силовые линии Н и линий Н - на линии Е . Существенное отличие 
полученной таким образом картины силовых линий от изображенной на рис. 2. 1 3,в состо

ит в том, что имеется продольная составляющая напря:ж:енности .магнитного поля Н z . 
В случае нити синфазного тока в пространстве возбуждается цилиндрическая волна. 

Быстрые волны тока возбуждают в области jvjr >> l поле, представляемое бе

гущими вдоль оси z и вдоль радиального направления волнами, фазовые скорости кото
рых больше скорости света в данной среде. Если выбрать за продольное направление 
направление вектора Пойнтинга, то следует считать, что в пространстве возбуждается 
Т-волна. 

10. Введем определения. Если вектор напряженности электриче
ского поля волны имеет продольную составляющую, а вектор напря
женности магнитного поля лежит в поперечной плоскости, то волну 
называют электрической волной и обозначают как «Е-волна». Приме
ром Е-волны является поверхностная волна над нитью электрического 
тока (рис. 2.13). Элементарный электрический вибратор возбуждает 
Е-волну, вырождающуюся в зоне излучения в Т-волну. 

Если вектор напряженности магнитного поля волны имеет про
дольную составляющую, а вектор напряженности электрического поля 
лежит в поперечной плоскости, то волну называют магнитной волной и 
обозначают как <<Н-волна». Примером Н - Е -волны является поверх-

. . 
постная волна над нитью магнитного тока (в (2.63) Н z ":# О , Ez = О ). 
Элементарная рамка электрического тока возбуждает Н-волну, 
вы:рождающуюся в зоне излучения в Т -волну. 

2.1 О. Поверхностный излучатель 

1. Рассмотрим математическую модель поверхностного излуча
теля (§ 2.2, рис. 2.4). Пусть на поверхности S0 заданы сторонние значе-

ния Ее = 1УЕ� и не = 1ХЙ� ' приЧем Е� = -WrЙ� ' где Wr - характери

стическое сопротивление при z = о . Задание Ее ' не на So эквива

лентно заданию поверхностных токов je = [Не , n] = 1УЙ� , т.е. 

je = 1Yj� ,  j� = Й� ( n = -1z ), jм,е = [n,Ee ] = 1хЕ� , т.е. jм,е = 1xj�,e , 
j�,e = Е� . При этом j� = -j�,e /W1 • Задача определения Е(р) , Н(р) 
сводится таким образом к вычислению А , А м по сторонним поверхно
стным электрическим и магнитным токам. 

126 



2. Плотности объемных токов на S0 : jc lyj�(x, y)O(z -0) 

jм,с :::: l_):·"(x, y)o(z - 0) .  Векторные потенциалы вычисляем, подстав

ляя в (П 4.4) значения jc и jм,с . Используя основное свойство 

о -функции, имеем 

где 

-ikR 
А = _I fjc( ' ')�dS' у 4 у х , у R ' 

1t So pq 
-ikR 

_1_ Jjм,c(x' ')�dS' 
4 х , у R ' 1t So pq 

Rpq =[(х-х')2 + (у - у')2 + z2]1/2 = (х2 + i + - 2хх'- 2уу'+ х'2 + y'2il2 ' 
q - точка интегрирования, расположенная на S0 : q = q(x', у',О) . 

Введем ССК (рис. 2. 15,а). Тогда учитывая (П 1 .2), имеем 

Rpq = R[l -(2x' 1 R) ·sin 6cos<p- (2y'l R) · sin6sin <p+ (р' 1 Ri]112 , 
где р' (х'2 + у'2)1/2 . 

Векторы напряженностей поля определяем в зоне излучения, 

где R » I4 1Y1 · При этом Rpq "' R -Т)(х', у') , где обозначено 

х а в 

Рис. 2.15 .  Излучающая поверхность и главные nлоскости 
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Т} =  x'sin8cosq>+ y'sin8sinq>-p'2 /2R . В фазовом множителе exp(ij3Т}) 
значением фазы j3p'2 1 2R можно пренебречь, если она составляет не

значительную по сравнению с 2n величину д.Ф . Тогда j3p'2 12R :::;; д.Ф , 

откуда R :;:: j3p'2 12!:1Ф = пр'2 /Лд.Ф .  Это условие является еще одним 
критерием, определяющим расстояние до дальней зоны. Учтем, что 
1 1  Rpq == 11  R .  

Таким образом, в дальней зоне 

А. "" _1_ е -ikR f J. с ( , ') it\ТJds' л' м "" _1_ е -ikR f J. ",с ( 1 ') it\ТJdS' У У х , у  е , х х х , у  е . 
41t R So 

41t R So 

(2.64) 

в сек по (П 1 .2) Ая = A.y sin8sin<p , Ае = Ay cos8sin<p , 
� = Ау cosq> ; А� = А.: sin 8cosq> , А; = А.: cos8cosq> , А; = -А.; sin q> . 
Как и в § 1 . 1 3, обозначим через Е' , Н' векторы поля, возбуждаемого 
электрическим током, а через Е' , Н' - векторы поля, возбуждаемого 
магнитным током. 

Определяем Н' = rot.A по ( 1 . 125), (П 1 . 1 9), а Е' - по ( 1 . 124), 
(П 1 . 17) и (П 1 . 1 8). Пренебрегая слагаемыми, пропорциональными 
(j3R)-1 по сравнению с единицей, получаем 

Н� == О, Н� == ikAy cosq>, Н� == -ikAY cos8sinq>; 
(2.65) 

Ё� == 0, Ё� == -iffi!J.aAy cos8sin<p, Ё� == -iffi!J.aAy cos<p. 
Аналогичным образом находим Е' = - rot А м и Н' : 
Ё� "" О, Е; "" ikA: sin q>, й; "" ikA: cos 8 cos q>; 
Н� ""  О, н; == -iffieaA.: cos8cos<p, н; == iffieaA.: sinq>. (2.66) 

Определим полное поле, возбуждаемое электрическими и маг
нитными токами. По принцилу наложения Е = Е'+ Е' , Н = Н'+ Н' . 
Используя (2.64) и заменяя j� = -j:·c !W1 , по (2.65), (2.66) находим 
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HR == 0, ЁR == 0, Н8 == -Ёr.p !W, Hr.p == Ё8 /W, 
Е. ik sin q> е -ikR [ W 8 1) J 1· м, с ( , ') ikr]dS' 8 == ----- -cos + х у е 

41t R wt So 

х , , 

Е. _ ik cos q> е -ikR [_!_ е) f 1· м, с ( , ') ikrJdS' r.p - +cos х х , у  е . 
41t R wt So 

(2.67) 



Если учесть, что j;.e = Ё� , то получаем для зоны излучения 

Е =  16Ё6 + 1rpЁrp "" [ 1{ � cos8+ 1 }inqн 1{ � +cos8 }osq> )х 

х.!!.._ e-ik
R 

J Ё�(x', y')eikrods'. 
4n R So 

(2.68) 

Таким образом, ЭМ поле в зоне излучения имеет характер сфе
рической Т-волны. Амплиrуды векторов поля с ростом R убывают как 
ехр( -aR) 1 R . 

Поле часто изучают в двух плоскостях: при q> = О  и q> = 1t 
(плоскость xz )  и при q> = nl 2 и q> = Зп/ 2 (плоскость yz ) 
(рис. 2.15,б,в). Эти плоскости называют главными. В плоскости xz 
Ё6 = О , Й rp = О , а в плоскости yz Ёrр = О , Й е = О . 

Из выражения (2.68) следует, что зависимость вектора Е от уr
ловьiХ координат может быть изучена, если задана функция распределе-
ния поля Ё� по поверхности S0 (см. пример на рис. 2.4,в,г), форма и 

размеры поверхности S0 . 
З. В случае задания на излучающей поверхности S0 сторонних 

значений Ее = 1ХЁ� ' не = 1УЙ� поле в зоне излучения определяется 
аналогичным образом. 

в общем случае каждый ИЗ векторов Ее и не разлагается на 
две составляющие и вычисляется ЭМ поле этих составляющих. Полное 
поле по принципу наложения есть сумма полей, возбуждаемых задан-
ными на S0 значениями Ё� и Ё� . 

2.1 1 .  Излучение поверхности прямоугольной формы с 
равномерным распределением стороннего поля. 
Элементарный поверхностный излучатель 

1. В качестве примера рассмотрим поле, возбуждаемое в зоне излучения по
верхностью S0 = ах  Ь прямоугольной формы с равномерным распределением стороннего 

поля по S0 (рис. 2.15). Среда не имеет потерь на нагревание ( k = /'1 ). Начало системы 

координат совместим с серединой поверхности. Величина р' имеет максимальное значе-

ние р� на краю поверхности S0 : р� = [(а/2)2 +(Ь/2)2 ]112 . Считаем, что в дальней зоне 
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!!.Ф '!>n/2 . При этом дальняя зона находится на расстоянии R ?:. (а2 +Ь2)12Л , т.е. это 

расстояние определяется относительными (к длине волны) размерами поверхности S0 . 
Пренебрегаем значением !!.Ф в фазовом множителе. Тогда в зоне излучения из 

(2.68) получаем 

Е(р) == [ 16( � cose + 1 }in 1р + t."( � + cose }os�p ]х 
'k -ikR а/2 Ь/2 

Х ..:..__е __ f/kx'sin6cos<pdx' JЁ�(x', y')eiky'sjnOsin<pdy'. 
47t R -а/2 -Ь/2 

Учитываем, что при равномерном распределении поля по S0 Ё� = Ё0 = const . Выполняя 

интегрирование, находим 

jц ) _ ikЁ0ab ехр( -ikR) F(e ) р 
41t R ,!р ' 

где характеристика направленности излучающей поверхности 

нижний): 

F(e,�p) = [le(.!..cose +  l}siп!p+ t."(.!..+cose}cos!p] sin�a . siп�ь , wl wl �а �ь 

� ka . e " kЬ . е . а =2SIП COS<p, '>Ь = 2S!П SIП<p. 
(2.69) 

В главной плоскости xz ( <р = О  соответствует верхний знак, <р = 1t - нижний): 

F { w e}siп(0,5kasiпe) F(6,<p) = 1."Fxz, xz = -+ cos . 
w1 0,5kasin6 

В главной плоскости yz ( <р = 1t 12 соответствует верхний знак, <р = 37t /2 -

= -cos + . F 
{w е 1) sin(0,5kbsine) 

yz w1 0,5kbsin6 
Если не учитывать, что 1." , например, имеет противоположные направления 

при <р = О и 1t , а направления орта 10 при <р = 1t 12  и !р = З1t /2 тоже противоположны 

при е =  О (рис. 2.15,б,в), то знаки перед правыми частями здесь можно не учитывать и 
доnустить, что -1t :5 е :5 7t  или о :5 е :5 21t (что в общем случае в сек недоnустимо). 

Из этих выражений следует, что характеристика направленности излучающей 
поверхности прямоугольной формы в главной плоскости опреде.ляется линейным элек
трическим размером поверхности в этой плоскости и не зависит от линейного размера 
поверхности в другой главной плоскости. На рис. 2.16,а приведена зависимость множите
ля siп�/�  в интервале 0 :5 � :5 41t (где �= 0,5kdsin6 , d равно а или Ь ), которая nри 

больших электрических размерах kd оnределяет в основном характеристики направлен

ности nри малых значениях угла е .  Из графика следует, что имеются направления en 
(nри �n = 0,5kd siп en = n1t , n = ±1,±2,±3, ... ), в которых nоле не излучается. Первые на

nравления нулевых излучений появляются nри �1 = 1t = 0,5kd siп е1 и 

�-1 = -7t = 0,5kdsin6_1 , т.е. sine1 = Лid и sin6_1 = -Лid . При d/A >> l  имеем 

е1 ". J..fd,e_1 "' -Лid . Угол 2е1 "' 2Л/d между первыми нулями излучения в диаграмме 
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sin 1; о· 

l; 
0,8 

0,6 

0,4 зоо· 

0,2 

о 

-0,2 

а б 
Рис. 2. 16. Диаграммы направленности 

наnравленности оnределяется величиной d 1 Л . Для уменьшения 261 надо увеличивать 
значения d 1 Л . 

2. Прнмер. Если задать в nлоскости xz 2Э1 = 10°, то необходимый размер 
aiЛ = l/61 = 1 1,5 . Таким образом, a = l l,5Л . Если в nлоскости yz 261 = 5° ,  то необхо
димый линейный размер в этой nлоскости Ь = 23Л . ДальнJUI зона (nри I!Ф = n/2 ) нахо-

дится на расстоянии R � (l l,52 + 232)Л/2 = 660Л . При Л = З см ,  а = 34,5 см , Ь = 69 см , 
R � 1 9,8 м .  В дальней зоне удовлетворяется условие R >> а,Ь . 

3. При анализе сложных излучающих устройств используется поиятие элемен
тарного поверхностного излучателя. Если относительные к длине воляы линейiiЫе раз
меры излу'!ающей поверхности малы (точнее, f3a << l , f3b << 1 ), а распределение мля по 

noвepxiiOCтu равномерно, то такой излучатель называют эле.ментарным поверхностным 
излучателем. 

При /3dsin 6 <<1 имеем sinl;/1; "' 1 .  Таким образом, нз (2.69) nолучаем характе
ристику направленности элементарной излучаюшей nлощадки 

F(6,q>) = l{ � cos6+l}inq>+ l,{ � + cose }ощ, 

= {  � + cos6} F1z = {  � cos 6 + l} 

Если ввести условие, что О :5 е :5 2п , то 

Fxz = W I W1 +cose, FYZ "" (W / W1)cosfl + l. 

При W = W1 nолучаем = Fyz = l +cos6 = 2cos2(fl/2) . График функции 

l + cose изображен на рис. 2.16,6. Его называют кардиоидой. Из rрафИiса видно, что мак
симум дизграммы наnравленности достигается при е = 0" ' а лулевое :шачение nри 
е = 1 80" , т.е. элементарная площадка обладает направленностыо и:шучения в обеих глав

ных плоскостях. 
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Элементарную излучающую поверхность в оптике называют элементом Гюй
генса. Это элемент поверхности фронта распространяющейся волны. 

2.1 2. Плоский лист тока. Плоская волна 

1. Рассмотрим математическую модель плоского поверхностиого излучателя. 
Пусть линейные размеры поверхности S0 становятся такими, что а/Л. ___" оо ,  Ь!Л. ___" оо .  

Тогда S0 вырождается в плоскость. 
Существуют устройства, которые приводятся к рассматриваемой математиче

ской модели. Например, в качестве линий передачи ЭМ энергии применяются металличе
ские плоские листы, покрытые слоем диэлектрика. Фазовая скорость поверхностного тока 
на металле замедляется с помощью слоя диэлектрика или ребристой структуры. Над та
ким листом возможно распространение поверхностных волн. На основе этого типа уст
ройств создаются невыступающие за поверхность металла излучатели (nрименяемые на 
летательных аппаратах). В оnределенных условиях с помощью плоского поверхностного 
излучателя конечных размеров можно возбудить ЭМ волну, близкую по свойствам к пло
ской волне, изучаемой в математической модели. 

Пусть сторонний поверхностный электрический ток на плоскости (лист тока) 
задан в виде тока бегущей волны. Надо найти векторы возбуждаемого ЭМ поля. 

2. ДСК расположим так, чтобы лист тока совпал с плоскостью xz (рис. 2.17,а). 

Направим ось х вдоль вектора jc . Считаем, что волна тока с фазовой скоростью 
v фО = w/f30 распространяется 

jc =j0 (x,z)xo(y-O), --оо< х <оо , 

п 

z 

х 
лист тока 

Е. 

у 
р 

а 

п 

Е. 

: t:n 
� х / • 
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Рис. 2. 1 7. Лист тока, фронт плоской волны; силовые линии поля 
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Найдем векторные потенциалы. Так как jм,с = О  , то по (П 4.4) А м = О  . Для вы

числения А подставим в (П 4.4) значение jc и функцию Грина (П 4.5) и поменяем поря

док интегрирования по коэффициецтам распространения 11 прострацственным координа

там, после чего, используя основное свойство о -функции, выполним интегрирование 

по у' . Учтем, что размеры плоскости бесконечны по х' и z' , это позволяет выделить 

интегралы Фурье (П 2.5) дельта-фуцкций О(х1 -130) и О(х3 -0) . Примецение далее ос

цовного свойства о -фуцкции при ицтегрировации по 1 и х3 дает 

А = jo e-if\0xe±hy · · х 
2h ' Ау = Az = О. (2.70) 

где верхций знак соответствует у :$  О ,  а цижний - у �  О и обозцачецо h = �� - k2 J'2 . 
Составляющие Н =  rotA в ДСК определяем по (П 1 . 1 1 ): 

Й = rot А = :r-:!.2.e -if\ox±hy z z 2 
. (2.71 )  

Составляющие Е в ДСК определяем из  первого уравнения Максвелла с по

мощью (П 1 . 1 1 )  и (2.70): Ё, = 0 , 

Е
. - 1 н· - ijoh -if\ox±hy х -�rotx -----е , 

IWEa 2WEa 
Ё = + j of3o -if\0x±hy 

У - е . 
2wEa 

(2.72) 

Отношение касательцой составляющей вектора Е к касательной составляющей 

вектора Н на листе называют поверхностным сопротивлением (импедансом), 

Zs = ± Ёxfйzj = ihiWEa = ihW lk. (2.73) 
у=±О 

Рассмотрим ЭМ поле в среде без потерь, где Еа = Е  а ( k = 13 ). 

3. В случае замедленной волны тока (v фО < v Ф) имеем 130 > 13 • Величина 

h = (/3� -/32)112 действительна и положительна. Волновой множитель exp(-il30x) и экс

поненциальный множитель exp(±hy) указывают на то, что (2.71), (2.72) описывают поле, 

имеющее характер бегущих вдоль оси х волн, экспоненциально затухающих вдоль )-l/2 оси у .  Фазовая скорость волны vфх = vфо < vф = (Eal!a • Продольное направление 

определяется осью х .  Имеется продольная составляющая Ех . Таким образом, над лис

том электрического тока распространяется поверхностная (медленная) Е-волна. Вдоль оси 
у нет Jюлнового движения поля. Поэтому ЭМ энергия вдоль нормали к листу тока не пе-

реносится. Плотность ЭМ энергии уменьшается с ростом \У\ по закону exp(-2h\y\) .  По

верхностное сопротивление (2.73) медленной волны чисто реактивно и носит индуктив
ный характер. 

Картина силовых линий электрического и магнитного полей не отличается от 
изображенной на рис. 2.13,в (если заменить ось z осью х ). 

4. Предположим, что 130 = О  . При этом поле возбуждается синфазным листом 

однородного поверхностного тока. Из (2.71), (2.72) имеем: 

Ёх = -Q,5j0we±if\y, й, = ±Ёхw-1, Ёу = Е, = Нх = Ну = 0. (2.74) 
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Волновой множитель exp(±if\y) показывает, что поле (2.74) распространяется в 

виде бегущих, уходящих от листа в направлении нормали к листу, волн. Фронт волны 

(волновая поверхность) является плоскостью у =  у1 = const , параллельной листу тока. 

Волна имеет только синфазные между собой поперечные составляющие векторов поля, 
связанные характеристическим сопротивлением пространства W . Фазовая скорость вол-

ны vФ =ro/f\= (E0J!0 )-112 • Амплитуды \Е:х\ и \йz\ не зависят от продольного расстоя

ния у и однородны на фронте. Такая волна называется однородной плоской ЭМ волной. 

На поверхности листа (при у =  О )  Ёх противофазна току jc . Поверхностное 

сопротивление - действительная отрицательная величина. 

. , .  12 Вектор Пойнтинга плоской волны П = ±1 У J 0 W 18 при у > О  направлен в 

сторону увеличения у , а при у <  О - в сторону уменьшения у . Это nодтверждает, что 

возбуждаемые листом плоские волны поля уходят от излучателя на бесконеч
ность ( у -t ±оо ). 

Картину силовых линий плоской волны можно построить по ( 1 .22), определив 

по (2.74) Ех , Н, при t = to : 
Ex(Y,to) = -o,sjj0jcos(rot0 ± f\y), Н ,(y,t0) = ±Ex(y,t0)W-1, 

где 'l'o = 0 . Зависимости Ex(y,t0) , Ht(y,t0) при t0 = NТ изображены на рис. 2. 17,в. По 

ним построены силовые линии Е и Н полей (рис. 2.17 ,г). Картина силовых линий полей 
на рис. 2.17 ,г изображена в части пространства, ограниченного по координатам х и у . 
Вообще же силовые линии Е х и Н z продолжаются во все неограниченное nространство. 

С течением времени картина силовых линий «бежит» в наnравлениях у -t ±оо , при этом 

ток Jc порождает новые семейства силовых линий, которые "nродвигают" от листа уже 
существующие там семейства. 

Возбудить в неограниченном пространстве однородную плоскую волну с nомо
щью реального устройства невозможно, так как при этом источник должен затрачивать 
бесконечную мощность. Действительно, так как через единичную площадь фронта поле 

уносит от излучателя мощиость П = \jo\2W 18 , то через площадь l)t фронта - мощ

ность Лlxlz . При lxlz -t oo  мощиость источника должна быть бесконечной. Помтие 

однородной плоской волны применяется в математических моделях, при вычислениях для 
аппроксимации сложного волнового фронта в локальных участках пространства. Напри
мер, сферическую волну в ограниченных участках пространства можно аппроксимировать 
локально плоской волной. 

2.1 3. Вращающаяся поляризация поля 

1. ЭМ поле, у которого в точке р в любой момент времени 
можно установить направление вектора Е ,  называется поляризованным. 
ЭМ поле, у которого направление вектора Е в точке р меняется слу
чайным образом, называется неполярuзованным. Плоскость, проходя
щую через направление распространения поля и вектор Е ,  называют 
плоскостью поляризации. Если положение плоскости поляризации 
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в точке р не меняется во времени, то поле имеет линейную поляриза
цию. Если же плоскость поляризации в точке р во времени вращается, 

то поляризацию поля называют вращающейся. 
2. Прямолинейный электрический вибратор возбуждает в зоне 

излучения ЭМ поле, у которого Е =  1е Ев(р,t) (рис. 2.7). Направление 

распространения поля определяется ортом lR . Плоскость, проходящая 

через lR и Е ,  есть плоскость поляризации. В данном случае - это ме

ридиональная плоскость. Направление Е не меняется во времени, по
этому плоскость поляризации не вращается. Таким образом, поляриза
ция линейна. 

3. Рассмотрим пример вращающейся поляризации. ПуСть имеем 
два nерnендикулярных в пространстве, где иет тепловых nотерь, эле
ментарных электрических вибратора, середины их совnадают. Помес
тим начало ДСК в середины вибраторов, ось z направим вдоль оси 
вибратора-! ,  ось у - вдоль оси вибратора-2 (рис. 2 . 18,а). Электриче-

ские моменты вибраторов i zЧ 1 iro , i yf.t]. l iro . 

Для уnрощения рассмотрим сначала поле на оси х ,  т.е. nри 
8 = n/2 , q> = О .  В точке р1 (R1 , n/2,0) в зоне .излучения вибратор-! воз

буждает nоле (2.40), у которого 

z 

х 
1'1' а 

Рис. 2.18. Перnендикулярные вибраторы; 
вращающаяся поляризация nоля 
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Вибратор-2 в этой же точке р1 возбуждает поле, у которого 
- ikiy�w e-ikR, 

Е2 = ltpEtp2(p1), .Е/1)2 4п R1 
Общее поле в точке р1 по принципу наложения E(pi) = 

= Е1 + Е2 = leEei<PI) + 11PEfP2<Pt) · 
Мгновенное значение E(p1, t) (при k = 13 )  определяем по ( 1 .60): 

E(p1 ,t) = leiЁ011cos(rot-fЩ + 'IJI1 + n/2) + 1191.Ё<P2!cos(rot -J1R1 + 'lfz -:n;/2). 

Обозначим через w2 -'Ift = д'IJf разность фаз токов вибраторов. 
Тогда 

Е(р1 ,t) =-1�Ё8фin( rot-{3R1 +'IJI1 )+ l<pi.ЁIP2Isin( rot-13R1 +'Ift +д'IJf). (2. 75) 
Зададим разность фаз токов д\lf = n/2 . Выберем момент вре

мени t0 такой, что rot0 -!3Rt + 'Ift = 2rr.N , где N - целое число. Тогда 

E(p1,to)  ��EIP2 j (рис. 2 .18,6). В момент t1 = t0 +Т 18 имеем: 

rot1 -(3R1 + 'V 1 2rr.N + n/4  . Поэтому 

E(PJ,t1 )  = -16 · 0,707j.E61 I + l<p ·0,707j.Efll2 1· 
При tn = to + пТ 18 , где п - целое число, 

E(p1,tn ) = -16 1Ee1 lsin(пn/ 4) + lq� IE'P2 Isin(п + 2)n/4  

и E(p1 , tn ) последовательно занимает положения, изображенные на 
рис. 2 . 18,6, т.е. равномерно вращается. Период вращения равен Т .  
Плоскость поляризации вращается. При разности фаз токов A\jf = :n;/2 

вращение происходит в направлении вращения часовой стрелки, если 
смотреть в направлении распространения волны (вдоль орта lR ). Ко-

нец вектора E(p1 ,t)  в точке р1 при j.E91 j =1= I.Eq�2 1 , равномерно вращаясь, 

описывает эллипс. Угол наклона Ф большой оси эллипса зависит от 
разности фаз токов д'lf (рис. 2 . 18,в). Вращающуюся поляризацию при 

этом называют эллиптической. В частном случае 1Бе1 1 = j.E'P2j и конец 

вектора Е описывает окружность, поляризацию при этом называют 
круговой (волна поляризована по кругу). 

4. Из {2.75) видно, что фаза rot0 -!3Rt +'Ift с увеличением R1 

уменьшается. Поэтому вектор E(p1, t0 )  при увеличении R1 поворачива
ется.на оД1m оборот на расстоянии, равном Л ,  описывая правовинтовую 
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спираль. Поляризацию при этом называют правой. Если задать 
Ll\jl = -тt/2 , то получим левую поляризацию, когда в точке р1 направ-
ление вращения вектора Е образует с направлением распространения 
волны левовинтовую систему. 

В случае, когда A\j/ = О  или Ll\j/ = ттt , где т - целое число, то 
при этом, как видно из (2.75), всегда поляризация поля линейная, но 
вектор Е(р1 ) наклонен к орту 18 • 

Пусть поле (2.75) при Ll\j/ = n/2 описывает поле правой поля
ризации и пусть при Ll\j/ = -n/ 2 выражение 

Е-(p1 , t) = -18 1Ёш l sin(wt- �R1 + \j/1) + l!piE!p2 1 sin(wt -�R1 + '111 -%) 
описывает поле левой поляризации. Складывая последнее выражение 
с (2.75), получаем линейно поляризованное поле: 

�[E(p1, t) +Е-(p1 , t)] = -16/Ee1 /sin(Wt -J3R1 + llf1). 

Таким образом, линейно поляризованное поле можно разло
жить на сумму поля правой и поля левой поляризаций. 

Рассмотрим поле линейной поляризации Е(р) = 18Ё8 . Добавим 
и вычтем из этого выражения значение l!piЁ8 . Получаем: 

. 1 . . 1 . . Е(р) = 2[18Е8 + l!p{iE8)] +"2[18E8 + l�p(-iE8)]. (2.76) 
Здесь первая сумма в квадратных скобках определяет волну левой кру
говой поляризации, а вторая - волну правой круговой поляризации. 

Аналогичные выражения справедливы и для составляющих 
вектора ii .  

5. В произвольной точке р зоны излучения вибратор-! возбуждает поле 
. ikR · 

l · Е. _ ikl,�W е-
Е1(р) = 8E01 · sin6, 81 ---- ·--. 

47t R 
Вектор Е2 поля вибратора-2 проще всего определить по значению 

Ау = (i У� /47t)exp(-ikR)/ R .  Определяя по (П1.2) значения AR , Ао ,  А,р ,  из (1 . 124) 
имеем 

ikl yL2W e-ikR 
Е2 (р) = Е2 · (18 cos 6sin c:p+l"' cos c:p), Е2 = - ---· -- .  

4п R 
Общее поле в точке р 

Е(р) = Е1 + Е2 = 18 (E01 sin 6 + E2 cos6sinc:p) + l"' E2 cosc:p. 
Мгновенное значение E(p,t) зависит не только от разности фаз токов �'11 и 

электрических моментов вибраторов, но н от угловых координат точки р . Поэтому пара
метры эллипса поляриэации зависят и от угловых координат. 
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2.14. Электростатические nоля. Поле 
стационарного тока 

l. Дли вычисления электростатического nоля и nоля стационарных токов в не
ограниченном пространстве ( ro == О  • k = О ) необходимо решить уравнения Пуассона 

(1 .1 32), ( 1 . 133) для скалярных и веiсrорных потенциалов. Решения последних получаются 
из решений уравнения Гельмгольца (П 2.4) и (П 4.4), в которых необходимо поло
JКИТЬ k = O .  

В качестве nримеров рассц<nрим математические модели, содержашне плоские 
листы заряда и nрямолинейные нити стационарных токов. 

2. Пусть имеем плоский лист с плотностью поверхностного стороннего заря-

да t0 • РасполоJКИм дек так, чтобы плоскость xz совпала с листом заряда (рис. 2.19,а). 

Тогда /)0 = tc (х, у )б( у -О) . Дли упрощения считаем, что -r:• одНородНО. 

Подставим в (П 4.2) nравую часть р0 /t0 уравнения Пуассона ( 1 . 132) и значе

ние функции Грина (П 4.5) nри k == О .  Испояьзуем основное свойство � -функции при 

интегрировании по у' . Поменяем порядок интегрирования по коэффициентам распро

странения и пространствеиным координатам, после чего учтем (П 2.5). Поскольку скаляр
ный потенциал: q1 зависит только от у , то дифференцируя nод знаком интеграла, нахо-

дим Е =  -grad!p== ly Ey , Е1 =+tc /21:.4 , где верхний знак берется при у < О ,  а нижний 

nри у� О .  Силовые линии nоля Е при t• > О  изображены на рис. 2.19,а. 

3. Пусть имеем два параддельных плоских листа, зараженных с одНородной 

олотностью -r• (рис. 2.19,6). Тогда /)0 = т0б(у-0) + 't0б(у-d) . Дли точки наблюдения, 

расположенной между листами, тем же nутем, что использован выше, получим Е =  ly Е У • 

Еу "' О nри O S y s d  и Е, = + -r0/F;a nри y :S. O  (верхний знак) и nри y !!. d  (нНJКИий 

знак). Таким образом, между листами отсутствует электрическое поле, т.е. nроисходит 

электростатическое экранирование. Силовые линии поля Е np11 -r• > О  11зображены на 
р11с. 2.19,6. Этот результат объясняется так: есл11 в nоле зараженного nлоского листа с 

х 

.. "' 
о 

у 

Е Е 

с +"t 
а 
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Рнс. 2 . 19. Плоские л11сты статического заряда (а, б, в) и 
двухnроводная линюt (г) 



плотностью стороннего заряда те (рис. 2.l9,a) внести плоский лист с такой же сторонней 

плотностью те и расположить его параллельна первому листу, то между листами (во 

внутреннем пространстве) поля обоих листов компенсируют друг друга, так как векторы 

Е листов направлены в противоположные стороны и равны по величине. За nределами 

внутреннего пространства поле удваивается, так как векторы Е направлены в одну сто
рону и равны no величине. 

4. Рассмотрим модель, соответствующую случаю плоского конденсатора. Если 

в поле листа, заряженного положительно ( те ) внести заряженный отрицательно лист 

( -те ) и расположить его на расстоянии d от первого (рис. 2.19,в), то во внутреннем 

пространстве общее поле удваивается по сравнению с nолем одного листа, так как векто

ры Е nоля листов одинаковы по величине и направлению. За nределами внутреннего 
пространства общее (суммарное) поле станет равным нулю, так как поля листов компен
сируют друг друга. 

Покажем это количественно. Имеем ре = те/)(у -0) - те/i(у -d) . Подставим 

nравую часть уравнения Пуассона ре 1 Е0 и значение функции Грина (П 4.5) при k = О  в 

(П 4.2). Используем основное свойство . /)  -функции при интегрировании по у' и разложе

ние /) -функции (П 2.5). Выполняя интегрирование по х3 и преобразуя подынтегральное 

выражение, nолучаем 

( ) - те -J -i>чx-x,d/2 sh[xl (d / 2 - у)] �( 0) .J.. 
r.p p -- е · u x1 - их1 •  Еа - Xl 

Учтем, что limx(1 sh[x1 (d / 2 - y)] = d / 2 - y  при x1 -t 0 .  Находим 

r.p(p) =i..(!!....- y} 0 5: y 5: d. 
Е0 2 

Аналогичным образом для у 5: О и у "Z d  получаем r.p.(p) = ±rd/2E0 , где верх

ний знак берется при у 5: О , а нижний - nри у "Z d . При этом Е = -grad r.p = 

= -1Y д<p f dy = \ Ey , Ey = 'rc f ea при 0 5: y 5: d  и Еу = О  при у 5: 0  и у "Z d . Это 
соответствует изложенным выше физическим соображениям. Силовые линии поля изо
бражены на рис. 2.19,в. 

5. Пусть имеем математическую модель конденсатора, образованного располо

женными на расстоянии d друг от друга плоскими пластинами, заряженными зарядами 

противоположных знаков. 

Можно считать, что пластины конденсатора площади S каждая - части заря

женных листов. Поле между ними однородно по у и существует только между пласти

нами. Но это приближенное представление, так как пластины конденсатора имеют конеч
ные размеры и поле на их краях искажается: оно становится неоднородным у краев и 
отличается от нуля за пределами внутреннего пространства (краевой эффект). 

Разность nотенциалов пластин (напряжение) и = r.p(O) -r.p(d) = теd /Е0 = Eyd . 

Емкостью конденсатора С называют (§ l. 7) отношение величины заряда Q = Sте nласти

ны к напряжению и :  C = Q/и = SE0/d . Энергия (1.50) электрического поля в объеме 

�Ve = Sd конденсатора W3 = E0EJ,sdj2 = Cи2/2 .  
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6. От двухnроводной длинной линии, если иренебречь толщиной nроводов и 
nоследним nриnисать свойства идеального проводника, можно nридти к nриближенной 
математической модели: имеются две nараллельные прямолинейные нити противоnолож
но наnравленных токов. Необходимо найти наnряженность магнитного nоля. 

Направим ось z ДСК вдоль одной из нитей (рис. 2.19,г). Пусть l и -l -
nлотиости nостоянных линейных токов нитей. Тогда в соответствии с (2.1) 
j = lz /()(x-O){Б(y-0)-&{y -d)J . Так как система no z однородна, то вычисления можно 

выnолнить в nлоскости z = О  . Если L длины nроводов, то нз (2.2) при k = О  получаем 

А = • _!__[s dz
' - f _:[{_} z 4:n: L r pql L r pq2 

( 2 ,z �12 
где r pq1,2 = 1f1,2 + z } - расстояния между точкой наблюдения р н точками q1 и q2 
интегрирования на нитях, r1 = �2 + у2 )112 , r2 �2 + & - d2 В112 • Чтобы выполнить ни-

тегрирование, введем новые персменные r pq1 - z' в nервом интеграле и 

во втором. Положим, что L 21 , а начало координат расnоложено в сере-

дине каждой нити. Тогда, выполнив интегрирование в nределах от -l до l , nолучаем 

l [ [r[:ii - {  [гГ:l2 -l } А = lz Az ,  Az = - ln г;;--, ln ,---
41t vri + 12 + l  �r/ + 1 2  + l  

Так как Н =  rotA , то Н" = iJAz liJy , Н у =iJAz lдх ,  Н z = О .  Таким образом, 

можно считать, что Н оnределен. 
Если двухnроводнаа линиа являетса бесконечной, то 1 -..+ "" • У читывая nри 

этом, что (r?2 + 12 )112 -l "'" r172 121 , (г172 + 12)112  + l  "'" 21, , получаем Az =< (l/21t)• ln(rz l rд . 

ЗАДАЧ И  

1. Построить ДШ1 различных моментов времени ln графики распределения 

Uп NТ +nT /8 , где N - целое число, n 1,2, . . . ,8, Т =  21t/ro ) мгновенных значений 

плотиостей тока и заряда nрямолинейной нити с бегущей без затухания волной тока, если 
длина нити L = 1,3Л. . 

2. Построить ДШ1 разаичных моментов времени графики расnределения в раз
личные моменты времени мгновенных значений плотиостей тока и заряда nрямолинейной 
нити со стоачей волной тока, если L = 1,3Л. , источник включен в середине нити (нить -

симметричный излучатель). 
3. По�еазать, что прямолинейная нить с бегущей волной магнитного тока в неоr

раниченном однородном nространстве без тепловых потерь имеет характеристику направ-
ленности F(O) "' SinOsin!;/1; , где (130 -(:\cosO)L/2 , 130 - коэффициент фазы тока, 

О отсчнтывается от «оси» нити, L длина нити. 
4. Показать, что прямолинейная нить электрического равномерно распределеи

ного по длине тока в неограинчениом однородном пространстве без тепловых nотерь 
имеет характеристику наnравленности F(O)= sinOsin!;/1; , где 1; = 1:\L(cos0)/2 , О отсчи

тывается от «оси» нити. 
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5. Вычислить комплексный вектор Пойнтинга в ближней зоне и мгновенное 
значение вектора Пойитинга в дальней зоне элементарного электрического вибратора. ' 6. Вычислить напряженности магнитного и электрического полей в свободном 
пространстве, возбуждаемых вибратором Герца на расстоянии 10 м от вибратора при угле 

места 60° , если длина вибратора равна L = 0,05Л , ток i 0 = 1 А , Л = 0,4 м . 

7. Вычислить векторы Е и Н поля, возбуждаемого в свободном пространстве 

магнитным вибратором на расстоянии 1 О м от вибратора при угле места 60° , если 

L = 0,05Л , магнитный ток itj = 377 В , Л =  0,4 м . 

8. Найти комплексный вектор Пойнтинга в ближней зоне элементарного маг
нитного вибратора. 

9. Вычислить векторы Е и Н поля, возбуждаемого в свободном пространстве 
рамкой с однородным электрическим током на расстоянии 1 О м от рамки при угле места 

45° , если радиус рамки равен 0,02Л. , i 0 = 1 А . 

10. Вычислить векторы Е и Н поля, возбуждаемого рамкой магнитного тока в 
свободном пространстве на расстоянии 1 О м от рамки при угле места 45° , если радиус 

рамки равен 0,02Л. , itj = 377 В ,  Л =  0,4 м . 

11. Получите выражения (2.63) без применения принципа перестановочной 
двойственности. 

12. Показать, что в поле бесконечной нити магнитного тока выполняется закон 

полного (магнитного) тока: циркуляция вектора Е по замкнутому, охватывающему ток 
контуру, равна магнитному стороннему току (с обратным знаком). 

13. На плоской прямоугольной поверхности (рис. 2.4) заданы сторонние значе-

ния Ее = 1хЁ; ' не = 1у Й� ' н� = E�w-1 • Найти векторы Е и н в главных плоскостях 

дальней зоны. 
14. Показать, что при переходе точки наблюдения через лист электрического 

тока касательная к листу составляющая вектора Н терпит скачок, равный плотности 
поверхностиого электрического тока. 

15. Показать, что при переходе точки наблюдения через лист поверхностного 

электрического тока касательная к листу составляющая вектора Е непрерывна. 
16. Показать, используя уравнение непрерывности, что нормальная к листу 

электрического тока составляющая вектора i> на листе терпит скачок, равный плотности 
поверхностного заряда. 

17. Над плоскостью в пространстве без потерь распространяется поверхностная 

Е -волна. Найти мощность Р , переносимую поверхностной волной через окно, перпен
дикулярное направлению распространения волны и стоящее на плоскости. Вычислить 

переносимую через окно всю мощность Ро , когда размер окна вдоль нормали к плоскости 

стремится к бесконечности. Найти зависимость Р / Ро от электрического расстояния вдоль 

нормали (от j3y ). Сравнить завнеимости при vфо = 0,5с и vфо = 0,9с ( с  = (E0J.10)-112 ). 

Сделать выводы. 
18. Точка р находится в экваториальной плоскости в поле элементарного элек-

трического вибратора - на прямолинейном отрезке длины l . Середина отрезка находит

ся на расстоянии R = lООЛ от вибратора. Отрезок в середине перпендикулярен направле

нию на вибратор. Показать, что разность фаз полей в середине отрезка и в точке р меня-

141 



ется по квадратичному закону и равна nриближенно �р2 /2R , где р - расстояние от 

середины отрезка до точки р . Вычислить максимальную разность фаз, если l = 2А . 
Показать, что сферическую волну в пределах отрезка (локально) приближенно можно 
заменить nлоской волной. 

19. Решить задачу 18, но отрезок расnоложить в меридиональной nлоскости так, 
что его середине соответствует угол места 1t 1 2 . 

20. Получить врашаюшуюся поляризацию nоля с nомошью вибратора Герца 
и витка однородного электрического тока. 

21. Получить врашаюшуюся nоляризацию поля с nомошью двух витков одно
родных электрически)( токов. 

22. Указать условия, при которых можно получить вращаюшуюся nоляризацию 
nоля nоверхностиого излучателя. 

23. Указать условия:, при которых можно nолучить вращаюшуюся nоляризацию 
nоля элементарного nоверхностиого излучателя. 

24. Показать, что наложение nолей листов бегущих волн электрического и маг
нитиого токов, векторы которых ортогональны в nространстве, приводит при определен
ном условии к одностороннему излучению nоля. Например, если на nлоскости xz 

(рис. 2. 17,а} jc = 1xjg exp(-i�ox) , j"·c = lzj;·" exp(-i�0x) , j;·" = ;wjg[(�o /�)2 -1]11 2 ,  
то суммарное nоле nри у <  О равно нулю, а при у �  О оно удваивается п о  сравнению 

с nолем одного листа тока. 

Показать, что касательные к листам составляющие Е и Н при переходе череэ 
лист терпят скачок, равный соответственно nлотиостям магнитиого и электрического 
токов. Сравнить результат с граничным условием на теле идеальной nроводимости 
(§ 1 .1 2). 

25. Показать, что векторный потенциал двухпроводной бесконечно длинной 
линии с бегущими противофазными незатухвющими волнами токов в проводах определя-

ется в среде без nотерь выражением A = l, A, ,  А, = (i014i) ·exp(-i�0z)x 

x[н62) (vr)-H�2>(vrpq2 )J, где /'}0 коэффициент фазы токов, v -ih , h > O ,  rpq2 -

расстояние от оси второго nровода до точки р , ось z направлена вдоль оси nервого 

nровода (рис. 2.12,а). 
Показать, чго в отличие от картины силовых линий одноnроводной линии 

(p!ic. 2. 12,в), картина силовых линий полей Е и Н двухnроводной линии соответствует 
рис. 1 . 15,6. 

Указание: использовать математическую модель однородной длинной линии и 
разложение (П 3.8). 

142 



ГЛАВА 3. ТЕОРЕМЫ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 

3.1.  Лемма Лоренца 

При доказательстве важных положений электродинамики ис
пользуют математическое соотношение, называемое леммой Лоренца. 

1. Рассмотрим дифференциальную форму леммы Лоренца. 
Пусть имеем следующую математическую модель. В линейной изо
тропной неоднородной среде с непрерывно изменяющимвся парамет
рами €0 , l-1-a заданы плотности сторонних электрических и магнитных 
токов j� , .Jr·c частоты w.  Они возбуждают ЭМ поле, векторы напря
женности которого Е1 , Н1 определяются уравнениями Максвелла 

rotH1 = iW€0E1 + Jf ;  
rotE1 = -iWlJ-0H1 -.Jr·c . 

(3. 1 )  
(3.2) 

В той же среде заданы и плотности сторонних электрических и 
магнитных токов j� , j�·c частоты w .  Они возбуждают ЭМ поле, векто
ры напряженности которого определяются уравнениями 

(3.3) 
(3.4) 

У становим с помощью четырех последних уравнений связь ме
жду полями и плотиостями сторонних токов. Для этого умножим ска-
лярно (3 . 1 ) на Е2 , а (3.4) - на Н1 и вычтем из первого результата вто
рой. Учитывая тождество (П 1 .6), получаем 

-div[E2,H1] = iWE0E1E2 + jfE2 + iWlJ-0H1H2 + .J�·cif1 . 
Умножим скалярно (3.2) на Н2 , а (3.3) - на Е1 и вычтем вто

рой результат из первого. Имеем 

форме. 

div[E1 , H2 J = -iWlJ-0H1H2 - .Jr·cil2 - iw€0E2E1 -j�E1• 
Складывая последние два равенства, получаем 
div[EI,ii2J-div[E2,ii1 ]  = j�E2 -.Jr·cil2 -j�E1 + j�·cil1 • (3.5) 

Это равенство называют леммой Лоренца в дифференциальной 

2. Чтобы получить лемму Лоренца в интегральной форме, рас
смотрим объем V0 , ограниченный поверхностью S , состоящей из по-
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верхностей S0 , S1 , S2 • Поверхность S может быть поверхностью раз

дела сред или векоторой вспомогательной поверхностью. Плотности 

сторонних токов J� ' .tr·c распределены в области vиl ' а плотности сто

ронних токов j� , j�·c - в области Vи2 ; Vи1 , Vи2 находятся в объеме V0 
(рис. З.l,а). Проинтегрируем выражение (3.5) по объему V0 • Применим 

к левой часm результата теорему Остроградского-Гаусса (П 1 .3). Уч-

тем, что плоmости сторонних токов отличны от нуля только в 

Vк2 • При этом получим лемму Лоренца в интегральной форме: 

fsHEt, H2]-[Ёz, HtЛqesdSq = 

= k U�(q)E2 -.Jr·c(q)H2JdV9 -1, [j� (q)E1 -.J�·c(q)H1 ]dV9 ,  
-� "м2: 

где q - точка интегрирования. 

(3.6) 

Это равенство устанавливает соотношение между напряженно

стями полей и возбуждающими их токами, учитывает влияние на 

ЭМ поле формы и nространственного расположения поверхности S . Во 

многих электродинамических задачах (3.6) используется при составле

нии интегральных уравнений. 

Равенство (3.6) сnраведливо и в том случае, когда параметры 

€а , f.t-a имеют разрывы иепрерывносm на поверхностях раздела сред. 

При этом выражения [:Е, ii ]n = [н, n ]:Е ::: �.Е ]И , определяемые каса

тельными составляющими и входящие в поверхносmые интегралы, 

с учетом граничных условий непрерывны. Значит, указанные поверхно

ет разрывов не приходится выделять при применении теоремы Остро

градского-Гаусса. 

Рис. 3.1 .  Объем V0 и области источников 
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3.2. Теоремы единственности решений уравнений 
Максвелла. Условия излучения 

1. Теоремы единственности указывают как правильно форму
лировать граничную задачу электродинамики. Для внутренней и внеш
ней граничных задач можно показать для монохроматического поля, что 
двух (или большего количества) различных решений, каждое из кото
рых удовлетворяет уравнениям Максвелла и граничным условиям, быть 
не может - сушествует только единственное решение. Но теорему 
единственности для этих задач удается доказать только в предположе
нии, что в каждой точке пространства, где определено ЭМ поле, суше
ствуют джоулевы потери, т.е. а *  О • 

2. Пусть имеем объем V0 , ограниченный поверхностью S , со-
стоящей из поверхностей S0 , S1 , S2 (рис. 3. 1 ,6). Среда в объеме ли
нейна, неоднородна и изотропна. В области Vи , находящейся в объеме 
V0 , заданы сторонние токи частоты ro ,  возбуждающие ЭМ поле. На 
поверхности S заданы граничные условия, причем на части поверхно
сти Sэ (например, на S0 ) заданы граничные условия для касательной 
составляющей вектора Ё ,  а на оставшейся части Sм (например, на S1 
и S2 ) -только для касательной составляющей вектора ii ; рЕ V0 . 

Доказательство теорем проведем от противного. Предположим, 
что сушествуют два решения поставленной задачи: Ё1 , Н1 и Ё2 , Н2 . 
Они удовлетворяют уравнениям Максвелла при одинаковых сторонних 
токах и одним и тем же граничным условиям. Тогда разность этих ре-
шений Ё' = Ё1 -Ё2 , ii' = Н1 -ii2 удовлетворяет однородным уравне
ниям Максвелла 

rotii' = iw€aЁ' ; rotЁ' = -iroJ!aH' (3.7) 
и однородным граничным условиям на поверхности S : 

Е� = О ,  на Sэ , й; = О ,  на Sм . (3.8) 
3. Для внутренней граничной задачи объем V0 конечен, все час

ти поверхности S находятся на конечных расстояниях от источников 
поля и начала координат. Применим к разностиому решению уравнение 
баланса энергии (1 .69). Учитывая, что (3.7) однородны, получаем 

о =  i2ЩW" -wэ) + рпт + J _!_[Ё', ii'*]ndS. (3.9) 
s 2 
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Из граничных условий (3.8) находим, что поток вектора Пойн
тинга разностного поля через поверхность S отсутствует, так как 

[Ё',il'* jn = �.E']il'* = E�il'* = О  на S,, (3. 1 0) �',il'* n = -�,il'* ]Е' = -ii�E' = О  на Sм . 
В объем V0 ЭМ энергия разностного поля через поверхность S 

не поступает, но в объеме V0 нет и сторонних источников. Следова

тельно, мощность джоулевых потерь энергии в области V0 должна быть 

равна нулю. Поэтому 

рпт = _!_ f crE'E'* dV = о. 
2 Vo 

Но тогда из равенства (3.9) вытекает, что 

wм(W) = _!_ f JlaH'ii'* dV = W'(w) = _!_ f ЕаЕ'Е'* dV. 
4 Vo 4 Vo 

(3. 1 1) 

(3. 12) 

При анализе двух последних выражений необходимо различать 
два случая. Пусть в первом случае проводимость среды cr отлична от 
нуля. Тогда из (3. 1 1 )  следует, что Е' = О при рЕ V0 . При этом из (3. 12) 
тоже следует, что Н' = О при рЕ V0 • Поэтому Е1 = Е2 , Н1 = Н2 . Сле

довательно, при наличии джоулевых потерь в объеме единственность 
решения внутренней граничной задачи электродинамики доказана. 

Пусть во втором случае математическая модель такова, что про
водимость среды равна нулю, т.е. cr = О . Тогда (3. 1 1) удовлетворяется 
тождественно при разностном поле, отличающемся от нуля. Необходимо 
только в соответствии с (3. 12), чтобы в объеме V0 средняя энергия элек

трического поля бъmа равна средней энергии магнитного поля. Это зна
чит, что при этом энергия разностиого поля в ограниченном объеме нахо
дится в колебательном состоянии. Этот случай соответствует незатухаю
щим колебаниям внутри замкнутых объемов (объемных резонаторов) без 
потерь. Следовательно, в ограниченном объеме при отсутствии джоуле
вых потерь единственность решения граничной задачи нарушается. 

4. При доказательстве теоремы единственности решения внеш
ней задачи учтем, что поверхность S0 находится на бесконечно боль-
шом расстоянии R от начала координат, а на S1 и S2 , как и выше, ка

сательные составляющие векторов Е1 , Н1 и Е2 , Н2 удовлетворяют 

заданным граничным условиям. Область Vи конечна и находится на 

конечном расстоянии от начала координат. При этом векторы Е1 ,  Н1 
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и Е2 , ii2 в среде с джоулевыми nотерями описывают сферические 
волны, бегущие от излучателя (в области Vи ) на бесконечность и зату
хающие с увеличением расстояния R по закону ехр( -CIR.) 1 R . Значит, 

дЛЯ этих векторов справедливы оценки 

\ii1•2 \ < N1,2 / R1+a ,  а для векторов разностиого поля: 

IE1� 1Eli + IE21 < (M! +М2)1 Rl+a ; 
\П1 ::; IПII + IП2I < {Nl + N2 )1 R!+a , (3. 13) 

где М1 , М 2 ,  N1 , N2 , а - конечные положительные величины. 
Рассмотрим первый случай, когда cr :1= О . Применим к разиост

иому полю уравнение баланса энергии ( 1 .69). В результате nолучим 
(3.9), где nоверхностный интеграл по S является суммой интегралов по 
S1 , S2 и S0 • Поток вектора Пойнтинга разностного поля через nоверх
ности S1 и S2 вследствие граничных условий (3 . 10) равен нулю, а через 
поверхность S0 - тоже равен нулю, так как при R -t = 
(3. 1 3) имеем: 

с помощью 

� J[Ё',ii']ndS <1(М1 + M2XN1 + N2)·R-z<нa> ·41t2R2 ---.R--+<>----?0. 
So 

Таким образом, разностное поле удовлетворяет соотношениям 
(3. 1 1) и (3 . 1 2). Если cr :1= О ,  то из (3 . 1 1 ) имеем Е' = О ,  а из (3. 1 2) получа
ем при этом ii' =о ,  т.е. Е1 = Е2 , Н1 = ii2 • Двух различных решений 
одной и той же внешней задачи при cr :1= О быть не может. 

5. Физический смысл доказательства теорем единственности 
состоит в том, что в объеме V0 не может существовать разностное 
ЭМ поле, так как поступлений мощиости от стороннего источника и 
через границы объема для него нет. А поскольку такое поле должно за
тухать во времени в каждой точке р , то монохроматическим оно быть 
не может. 

6. Во втором случае при отсутствии джоулевых потерь в объ
еме V0 ( cr = О )  решение внешней задачи теряет единственность. Так, 
например, в неограниченном однородном изотропном пространстве без 
джоулевых потерь источники конечных размеров возбуждают сфериче
ские волны, бегущие (расходящиеся) от источника на бесконечность и 
зависящие от расстояния R при R --7 = как ехр( -if3R) 1 R . Но бегущие 
(сходящиеся) к началу координат сферические волны, описываемые 
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зависимостью exp(i/ЗR) 1 R , тоже являются решениями задачи. (Их ис

точники расположены на бесконечно большом расстоянии от начала 
координат). Помимо этого решения однородных дифференциальных 
уравнений тоже удовлетворяют условиям задачи. 

Если среда не имеет джоулевых потерь, то вводя их, можно 
найти единственное решение задачи, а затем в последнем положить, что 
а � О (принцип предельного поглощения). Так можно исключить сфе
рические волны, сходящиеся к началу координат из «бесконечностИ>>, 
поскольку они зависят от R как 

exp(ikR) 1 R = ехр( aR) · exp(i/ЗR) 1 R , 
т.е. амплитуды векторов поля экспоненциально нарастают с увеличением 
расстояния, что не соответствует физическим представлениям об ЭМ поле. 

Если нет джоулевых потерь в среде, то расходящиеся и схо
дящиеся волны неотличимы по поведению амплитуд векторов поля 
при R � оо • Выделить поле, возбуждаемое данными источниками, не
возможно. Для обеспечения единственности решения задачи, надо по
требовать, чтобы ЭМ поле на бесконечности являлось сферической вол
ной, уходящей от излучателя, т.е. в изотропной, однородной, линейной 
среде зависело от расстояния R по закону ехр( -i/ЗR) 1 R . Математиче

ски это сводится к требованию, чтобы 

lim R(дU + ikti) = О, R�<» дR 
(3. 14) 

где ti = Е или ii . Эти выражения (для Е и ii ) называют условиями 
излучения (А. Зо.м.мерфельда). Им удовлетворяют толыш расходящиеся 
сферические волны. 

7. Условия излучения, выделяющие цилиндрические н плоские расходящиеся 
вдоль r нли р волны, соответственно имеют вид 

lim ..{;( дu 
+ ikil) = О; lim ( дU + ikil) = О. 

r-too дr p-too др 
8. В ряде работ по электродинамике мгновенные значения векторов монохрома

тического поля представляются не в виде ( 1 .60), когДа векторы поля зависят от времени 
по закону exp(i(l)/) , а в следующем виде: it(p,t) = Re[a(p)exp(-irot)) . Условия излучения 

при этом отличаются тем, что в (3.14) i заменяется на (-i) . (При этом и уравнения Мак
свелла и их решения отличаются тем, что мнимая единица заменяеrся на комплексно 
сопряженную величину, т.е. на (-i) ). 

3.3. Принцип эквивалентности 

1. Лемма Лоренца в интегральной форме позволяет выразить 
искомые напряженности электрического и магнитного полей, возбуж
даемых сторонними токами, и при этом учесть влияние поверхностей 
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раздела сред. При наличии последних возникают следующие процессы: 
сторонний источник возбуждает в прое1ранстве ЭМ поле, которое, рас
проС1раняясь от него в виде бегущих волн, достигает поверхности раз
дела сред и частично отражается (рассеивается) телом, ограниченным: 
поверхностью раздела сред. При этом возникают бегущие волны отра
женного (рассеянного) поля, распространяющиеся во всех направлени
ях, в том числе обратных направлениям волн, бегущих от источников. 
В резулътате переотражений от поверхностей раздела сред в объеме 
устанавливается некоторое результируъDщее поле. Процесс установле
ния результирующего поля можно трактовать так: на nоверхностях раз
дела сред под воздействием первичного nоля источников протекают 
вторичные поверхностные токи, которые, в свою очередь, возбуждают 
вторичное ЭМ поле. Величины вторичных поверхностных токов долж
ны зависеть от сторонних токов, от параметров сред, формы поверхно
стей раздела сред и заданных граничных условий на этих поверхностях. 

2. Пусть имеем следующую математическую модель. Объем V0 
ограничен поверхностью S ,  состоящей из S0 , S1 , S2 (рис. 3 . 1 ,6). Сре
да в объеме V0 линейна, неоднородна н изотропна. В области Vи зада
ны плотности сторонних токов jc , jм,с (частоты ro ), возбуждающие 

ЭМ поле, напряженности которого Ё(р,rо) , B(p,ro) надо определить. 
Область У и находится в объеме V0 , рЕ  V0 . На поверхности S удовле
творяются заданные граничные условия. 

Для решения задачи отождествим токи с индексом «одию> в 
лемме Лоренца (3.6) с заданными токами, т.е. положим, что jf = jc ,  

j�·c = jм,с . Тогда и Ё1 ""' Ё ,  Н1 = ii . Расположим в точке р вспомога

тельный электрический диполь, у которого i0L = 1 (А·м), ориентиро
ванный вдоль орта Э ,  плотность его тока Jь = ЭБ( q-р) . Плотность 
вспомогательного магнитного тока считаем равной нулю: j�·c = О . 

Отождествим j� и j�·c с j2 , .J2·c в (3.6), т.е. Jz = j� ЭБ(q р) , 
.J2·c = j�·c = О . Тогда Ё2 = Ёэ(q, р) ,  Н2 = Нэ(q, р) ,  где q - произволь
пая точка, qe V0 ; Ёэ(q, р) , Нэ (q, р) - возбуждаемые в точке q на
пряженности электрического и магнитного полей вспомогательного 
электрического диполя, расположенного в точке р . 

Подставим значения токов и напряженностей полей в (3.6). Ис
пользуя основное свойство (П 2. 1) о -функции во втором интеграле 
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nравой части, перенося скалярное произведение ЭЕ в левую часть ра
венства, а поверхностный интеграл - в правую, получаем 

ЭЕ(р) == J[jc(q)Eэ(q, р) - Jм,c (q)Hэ(q, p)JdVq + 
v. 

(3. 15) 
+ J НЕэ (q, p),H(q)J - [E(q),li:э(q, р)] lqesdSq. 

s 
Чтобы определить Н(р) , расположим в точке р вспомога

тельный магнитный диполь, у которого j0 L = 1 (В·м), ориентирован

ный вдоль орта М , плотность вспомогательного электрического тока 

равна нулю. Тогда в (3.6) }� == }� == 0 , j�·c == }Ь·c = M8(q- p) ;  
Е2 = Ем (q, р) , н2 == Нм (q, р) - напряженности ЭМ поля, возбуждае

мого вспомогательным магнитным диполем. При этом из леммы (3.6) 
находим 

v. 
(3. 16) 

-f {[Eм(q,p),H(q)] - [E(q),Hм (q,p)J }qesdSq. 
s 

В (3. 15) и (3. 16) скалярные произведения ЭЕ , МН позволяют 

определить любую составляющую Е и Н . Действительно, полагая, 
например, В ССК Э равным ОДНОМУ ИЗ ортов lR , le ИЛИ l<p., найдем 

составляющие ЁR , Ее или Ё19 . При этом электрические диполи в каж

дом случае ориентированы вдоль орта: или lR == Э , или 10 == Э , или 

l<P == Э . Поэтому трем значениям Э соответствуют три значения вспо-

могательных ЭМ полей Е3 , Н3 • Аналогично, трем значениям орта М 

соответствуют три значения вспомогательных полей Ем , Н м . В част

ности, Е3 , Н3 - поле (2.37), (2.38) вспомогательного диполя в неогра

ниченном однородном изотропном nространстве при Э = lz . Задача 

определения вспомогательных полей может быть сложной. 
В выражениях (3. 1 5) и (3. 1 6) интегрирование по объему при из-

вестных Е3 , Н3 или Ем , Н м может быть выполнено, так как плотно

сти сторонних токов являются заданными функциями координат. При 
этом в результате интегрирования получим некоторую функцию от р . 
Поверхностные интегралы в (3. 1 5) и (3. 16) с помощью (П 1 .9) nредста-
вим в следующем виде 
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где верхний индекс (э) берется при вычислении Е ,  а нижний (м) nри 

вычислении ii . 
Поскольку [H,n] и [n,EJ оnределяют касательные составляю

щие векторов искомых nолей на nоверхности S ,  то из (З. iS) и (3. 16) 
следует, что касательные составляющие векторов искомого nоля входят 
nод знаки nоверхностных интегралов и для того, чтобы найти искомое 
поле в произвольной точке, надо знать касательные составляющие век
торов того же искомого поля на nоверхности S . В некоторых задачах 
касательные составляющие векторов искомых полей на nоверхностях S 
могут быть заданы как сторонние на основе приближенных представле
ний, или из опытных данных, или вычислены путем приближенного 
решения задачи. Тогда в результате интегрирования по поверхности S 
получим некоторую функцию от р . При этом векторы Е(р) и Н(р) 
становятся известными (приближенно) функциями. При решении зада

чи обычно необходимо найти или только Е или только Н . Другой век
тор определяется из уравнения Максвелла. 

Если точку наблюдения в (3.15) или (3.16) расnможить на поверхности 

S ( ре S )  и определить составJU�ющую Е или it: ,  касательную к поверхности, то най

дем, что искомwr касателыrаи составJU�ющаи вектора Ш1. S вхоll.НТ и nод ннтеrра11 в l!pi!ВOR 

части равенства. Этим путем можно nмучнть интегральное уравнение относительно не
известной касательной состаiiЛJIЮщей вектора поЛJI. 

С целью упрощения решения задачи определения векторов Е и it: на ПОЛJI 
вспомогательных диполей в (3. 15), (3.16) могут быть наложены граничные условия на 
поверхности S. Например: 

3. Если поверхность S является границей раздела среды объема 

V0 и идеального проводника, то в соответствии с граничными условия-

ми (1 .93), касательные составляющие векторов Е и ii на nоверхности 
S в (3. 1 7) можно заменить электрическим j = [H,n] и магнитным 

j"' = [n,E} поверхностными токами. При этом из (3 . 15)  и (3 . 1 6) по

лучаем 

ЭЕ(р) 
J 

. . . . f . . . . 
. = ±  (JE3 -j"'·cH3 )dVq ± (JE3 - JмH3 )qesdSq, pE Vo ,(3. 18) МН(р) v м м s м м и 

где для сокращения записи объединены две формулы, верхний знак со

ответствует полю Е ,  нижний - полю ii . 
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Из этих выражений видно, что плотности поверхностных токов 
формально в возбуждении поля играют ту же роль, что и плотности сто
ронних объемных токов. Но существенное отличие наблюдается в фи� 
зической трактовке сторонних токов и вторичных поверхностных то� 
ков - первые являются задаиными функциями, а вторые появляются 
под воздействием поля, возбуждаемого сторовними токами. Поэтому их 
называют вторичными. 

4. При решении задач электродинамики применяют принцип 
эквивалентных поверхностных токов. Чтобы получить исходные выра� 

жевня, предположим, что необходимо решить задачу определения Е и 

Н , у которой поверхность S представляет собой изолированвые замк� 
нутые поверхности S0 , S1 , S2 (рис. З.l ,в). Источники поля заданы 

в областях v: и v: . 
В (3. 1 8) входят интегралы по поверхностям S0 , S1 , S2 . Чем 

сложнее поверхности, тем сложнее процедура вычисления поля. Поэто� 
му с целью упрощения вычислений исполъзуем следующий метод. Вве� 

дем некоторые фиктивные поверхности S' и S" так, чтобы в объеме V , 

ограниченном поверхностями S' и S"' , не оказалось сторонних источ� 

НИКОВ поля (рис. З.l,в). Поверхности s' и s"' могут частично совпадать 
с S0 , S1 , S2 , выбор их формы определяется стремлением возможно 

больше упростить решение поставлевной задачи. Считаем, что точка 

наблюдения находится в объеме V ( рЕ V ), в котором сторонних токов 

нет. Значит, уравнения Максвелла в области V являются однородными, 

поэтому в исходных выражениях (3. 1 5), (3. 16) интегралы по области V" 

отсутствуют, а в поверхностном интеграле (3. 1 7) интегрирование вы� 
полняется по s' и S" : 

ЭЕ(р) f · · · · д 

. = ± { [H,n]E3 - [n,E]H3 }  dSq , р Е  V. 
МН(р) S'+S' м м qES'+S' (3. 1 9) 

Здесь векторы [H,n] = j и [n,E] = jм на фиктивных поверхно

стях s' и s" по аналоrии с соответствующими выражениями в (3 . 1 8) 
называют эквивалентными поверхностньi.ми токами. Термин «Эквива
лентные» указывает на то, что поверхностные токи на поверхностях, на 
которых нет разрыва непрерывности касательных составляющих векто
ров напряженностей поля, не могут существовать. Эквивалентные по� 
верхноетвые токи рассматриваются как касательные составляющие век-

торов ii и Е на фиктивных поверхностях. Таким образом получим: 
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ЭЕ(р) f · · · м · � 

. = ± (JE3 -J  H3 )qeS'+s•dSq, ре V . 
МН(р) S'+S' 

... м (3.20) 

Если применять к объему V уравнение баланса мощностей 
ЭМ поля (1 .69) или ( 1 .7 1 ), то оказывается, что поле, возбуждаемое сто-

, N А 

рониими источниками в областях Vи , Vи , заданных вне объема V , пе-

реносит через поверхности S' и S" мощность, расходуемую на возбуж

дение поля в объеме V . Поток мощности определяется нормальной 

к поверхностям S' и S" составляющей вектора Пойнтинга. Последняя, 
в свою очередь, определяется касательными к этим поверхностям со
ставляющими векторов напряжениостей поля, которые и называют эк
вивалентными поверхностными токами. 

Изложенный метод называют принципо.м эквивалентных по
верхностных токов. 

Касательные составляющие векторов Е и Н (или jм , j ) на 

S' и SN не могут задаваться независимо друг от друга, так как векторы 
напряженностей ЭМ полей, возбуждаемых сторонними источниками 

вне и внуrри объема V , должны удовлетворять уравнениям Максвелла, 
граничным условиям и условиям теорем единственности решений. На
пример, в частном случае на фронте распространяющейся Т -волны ка
сательные к фронту составляющие векторов напряженностей полей свя
заны характеристическим сопротивлением пространства, расположен-

ного вне V . При вычислении в объеме V векторов Е , Н поля, возбу
ждаемого отверстием, поверхность которого составляет часть поверхно
сти S' , можно использовать приближенные представления: считать, что 

касательные составляющие [H,n] и [n,E] распределены по поверхно

сти отверстия так же, как по поверхности фронта распространяющейся 

волны, а на остальной части поверхности S' считать [H,n] = О , 

[n,E] = О (см. § 2 . 10). 

Точность определения поля в объеме V зависит от точности 
задания [H,n] , [о, Е] на замкнутых поверхностях. 

Во внешней задаче электродинамики поверхность S" располо
жена на бесконечно большом расстоянии от начала координат, а по
верхность S' - на конечном (рис. 3 . 1 ,в). Область v; находится «на 

бесконечности»; если отсутствуют сторонние источники в этой области, 
то волн, приходящих от источника в v; (из «бесконечности») нет. Для 

уходящих волн, возбуждаемых эквивалентными поверхностными тока-
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ми на S' , выполняются условия излучения (3. 14). При этом интеграл по 

S" в (3.20) равен нулю. Тогда 
ЭЕ(р) м н = ±f<JEa - J  Ha)qes·dSч, р е (? .  (3.21 )  М (р) S' 

5. Если в области v. , находящейся в объеме V0 , ограниченном поверхностью 

S , заданы сторонние токи, то на поверхности S имеются эквивалентные поверхностные 

токи j ,  j"' . При вычислении векторов Е и Н в V0 могут оказаться полезными преоб

разованные выражения (3. 15), (3. 16). При преобразовании учтем, что векторные потен

циалы А • , А м,в полей вспомогательных электрического и магнитного диполей, рас

смотренных в п. 2, определяются в ДСК как А • = ЭG , А м,в = MG , где G - функция 

Грина. При этом из ( 1 . 124), ( 1 . 1 25) получаем 

Е, =�(k2ЭG+graddivЭG) Н, = rotЭG; IOOEa 
н .. =-.-1-(k2MG+graddivMG) Ем = -rotMG. 

1001-ta 
Здесь G(p,q) является функцией точек q и р ,  а плотности токов в (3 . 15), 

(3.16) - функции только точек интегрирования q . Для обозначения дифференциальных 

операций по точкам р используем индекс р , а по точкам q - индекс q . Подставляя 

последние выражения в (3 . 1 5), (3. 16), получаем 

ЭЕ(р) = J -. -1-� 2jcЭG + jc gradqdivq ЭG- iootaj"'·c rotq ЭG�Vq + 
v. IOOta 

+ J-. -1-(k2JЭG +J  gradqdivq ЭG - iootaJ"' rotq ЭG )tsq ; 
S /OOta 

МН(р) = J -. -1-�2j"'·cMG + j"'·c gradqdivqMG+ iOOI-tafrotqMG�Vq + 
V0 1001-ta 

+ f-. -1-�2 JMG + J gradqdiv q MG + iOO�taJ rotq MG )tsq. 
S 1001-ta 

Используя здесь формулы векторного анализа 

jrotqЭG = ЭrotPjG, jgradqdivqЭG = Эgradpdiv PjG, 
и учитывая, что орты Э , М ориентированы произвольно, получаем 

где в ДСК 
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Е(р) =�(k2  А+  graddiv A}-rotA"', IOOEa 

Н(р) =-. -1 -(k2A"' +graddivA"' }+ rotA, 
1001-ta 

А(р) = J jc (q)G(p,q)dVq + J j(q)G(p,q)dSq, v. s 
А м (р) = Jj"'·c (q)G(p,q)dVq + Jj"' (q)G(p,q)dSq. v. s 

(3.22) 



Если в объеме V сторонних токов f , jм.< нет, то интетралы по Vи равны нулю и А , 
А" в (3.24) определяются только поверхностными токами или эквивалентными nоверх

ностными токами. Этот путь вычисления векторов Е и Н использован в § 2.10. 

3.4. Принцип Гюйгенса и интеграл Кирхгофа 

1. Согласно принципу Гюйгенса, каждый элемент сферической 
поверхности фронта, который имеет в данный момент волна, является 
вторичным источником элементарных сферических волн, а огибающая 
этих волн будет сферическим фронтом волны в более поздний момент. 
Обратные эЛементарные волны, излучаемые в направлении на истинный 
(первичный) источник поля, по Х. Гюйгенсу не должны приниматься во 
внимание. Этот принцип выражает концепцию близкодействия дл.я 
волновых явлений: положение фронта волны в данный момент полно
стью определяется ее состоянием в предшествующий момент и не зави· 
сит от предыстории волнового процесса, от волновых процессов в дру· 
гих областях пространства. Принцип Гюйгенса помогает пониманию 
волновых процессов, недостатком является его по преимуществу каче· 
ственный (описательный) характер, он не объясняет факта отсутствия в 
однородной среде обратных волн. 

О. Френель уточнил принцип Гюйгенса с помощью представле· 
ния об интерференции элементарных сферических волн, излученных 
вторичными источниками. Если ограничиться монохроматическими 
колебаниями, то по принципу Гюйгенса-Френеля волновое возмущение 
в точке р можно рассматривать как результат интерференции элемен-
тарных волн, излучаемых каждым элементом фронта волны. Амплитуда 
каждой вторичной волны пропорциональна площади элемента фронта 
и зависит от угла v между нормалью к площади и направлением на точ· 
ку р (от функции Ф(u) ). Убедительного объяснения факту отсутствия 
в однородной среде волн, распространяющихся в направлении на пер
вичный источник, и обоснованию выбора функции Ф(u) не дано. 
(В настоящее время для объяснения волновых явлений используется 
попяти е зон Френеля). 

2. Строгое математическое обоснование принципа Гюйгенса
Френеля бьmо дано Г. Кирхгофом, который показал, что значение функ
ции, удовлетворяющей уравнению Гельмгольца в точке р ,  может быть 
найдено, если заданы значения этой функции и ее производной по 
нормали на пекоторой замкнутой поверхности. 

Чтобы получить принцип Гюйгенса в формулировке Кирхгофа, 
рассмотрим объем v ' ограниченный поверхностями s' и SH 
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(рис. З . l ,в). Среда в объеме V лииейна, однородна и изотропна. Сто

ронние источники в V отсутствуют. На поверхностях S' и S" задано 
значение самой искомой функции и ее нормальной производной. 

В объеме V уравнения Максвелла однородны, следовательно, 

уравнения Гельмгольца ( 1 . 1 29) тоже однородны. Если через \jl(p) обо-

значить любую проекцию векторов Е и ii в ДСК, то из ( 1 . 129} имеем: 

A1.jl + k21.ji = O, p E V. 

Пусть в точке q Е V расположен вспомогательный точечный 
источник единичной интенсивности. Тогда функция Грина G(p,q) 
удовлетворяет уравнению (П 4.9). Умножим nоследнее на 1.jl ,  а преды

дущее уравнение - на G и вычтем первый результат из второго. Ин

тегрируя полученное равенство по области V и применяя основное 
свойство о -функции, получаем 

fv (GV21.jl-1.jiV2G)dV = !\jl(q), q E �; 
о, q'l v. 

Используем теорему Грина (П 1 .5) и поменяем местами координаты 

точек р и q . Имеем для р Е  V 
\jl(p) = fs'+s{��q

) G(p,q) -
\jl(q) 

дG
�,q) rq· 

Если поверхность S' находится «на бесконечности», то приме

няя условие излучения (3. 14), имеем для рЕ V 
\jl(p) = f(

д\ji G  \jl дG
}sq. (3.23) 

s· дп дп 
Это выражение позволяет по известному значению 

G = e-ikR /41tR , и заданным значениям 1.jl и д\jl/ дп на поверхности S' 
определить функцию 1.jl во всех точках объема. Но задавать произволъ

ные, не связанные друг с другом функции 1.jl и д\jl/ дп на S' , нельзя, 

так как оии строго связаны интегральным равенством, получающимся 
из (3.23), если точку р расположить на поверхности S' . Приближен

ный характер получаемых по (3.23) результатов обусловлен только тем, 
что задаются приближенные значения 1.jl и д\jll дп на S' . 

Выражение (3.23) называют интегралом Кирхгофа. Он дает ко
личественную формулировку принцила Гюйгенса-Френеля: функция 
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ф" • характеризующая интенсивность волнового процесса, в любой точке 
наблюдения является суперпозицией сферических волн, возбуждаемых 
элементарными вторичными поверхностными излучателями, распреде
ленными на nоверхности S' (в частном случае являющейся поверхно
стью волнового фронта). Направленные свойства элементарного вто
ричного поверхностного нзлучателя (элемента Гюйгенса) определены 
в § 2 . 1 1 .  Элемент Гюйгенса не создает nоля в направлении, обратном 
направлению распространения волны. Это объясняет факт отсутствия 
в однородной среде волн, распространяющихся от фронта в направле
нии nервичного источника. В настоящее время в теоретической оnтике 
решение задач дифракции ЭМ поля производится в основном с nомо
щью принципа Гюйгенса-Кирхгофа, nоскольку векторный характер 
оптических дифракционных задач не проявляется и скалярная теория 
задач оказывается достаточной. 

Прннцип Гюйгенса в формулировке Кирхгофа не учнтывает 
векторного характера ЭМ поля. Он рассматривается как частный случай 
более общего принципа эквивалентных nоверхностных токов, учиты
вающего векторный характер ЭМ поля и являющегося электродинами
ческой формулировкой принциnа Гюйгенса. Поляризацию радиоволн 
необходимо всегда учитывать, поэтому принцип эквивалентных поверх
ностных токов является основным в электродинамике. 

3.5. Теорема взаимности 

1. Рассмотрим математическую модель, применеиную при вы
воде выражений леммы Лоренца (рис. З. l ,а). Изотропная среда имеет 
непрерывно изменяющиеся в объеме V0 параметры Е а , J.l.a • В области 

Vи1 заданы плотности токов j� , Jr,c , возбуждающие ЭМ поле с векто

рами Е1 , Н1 • В области V112 заданы плотности токов .i2 , j�,c возбуж

дающие ЭМ поле с векторами Е2 , Н2 • Сторонние токи и nоля связаны 
леммой Лоренца (3.6). 

в частном случае области vffl ' vи2 находятся в неоrраниченном 

пространстве V0 . Тогда поверхность S0 расположена на бесконечности, 
с учетом условий излучения (3. 14) поверхностный интеграл по S0 в 
выражении (3.6) равен нулю, а поверхности S1 и S2 отсутствуют. При 
этом получаем математическую формулировку теоремы взаимности для 
неограниченноrо пространства 
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fv [.)f (q)E2(q) -.Jr·c(q)H2(q)]dVq = 
и\ 

= fv [J�(q)E1(q)-.J�·c(q)H1(q)]dVq. 
и2 

(3.24) 

Это равенство используется в теории излучения и приема ЭМ волн. 
Смысл теоремы взаимности рассмотрим на ряде частных 

моделей. 
2. Пусть плотности сторонних магнитных токов отсутствуют 

( .Jr·c = .J�·c = О ), а плотности сторонних электрических токов заданы на 
двух элементарных электрических вибраторах: в точке q1 расположен 

элементарный электрический вибратор-! , .Jf = i1L1o(p -q1) , возбуж

дающий поле с напряженностями E1(p,q1) , H1(p,q1) ; в точке q2 -
элементарный электрический вибратор-2, J�(p,q2) = i2L2o(p-q2 ) , воз

буждающий поле с напряженностями E2(p,q2) , H2(p,q2) (рис. 3.2,а). 
При этом из (3.24) получаем 

i1L1E2(q1 ,q2 )  = i2L2E1(q2 ,q1 ) , (3.25) 

где E2(q1 , q2 ) - напряженность электрического поля, возбуждаемого 

вибратором-2 в месте расположения вибратора-! , а E1(q2 , q1 ) - напря
женность электрического поля, возбуждаемого вибратором-1 в месте 
расположения вибратора-2. Величины L1E2 = 312 и L2E1 = 321 имеют 
размерность вольт, их можно рассматривать как э.д.с., наводимые виб
раторо.м-2 в вибраторе-1 и вибраторо.м-1 в вибраторе-2. При этом 
из (3.25) имеем i1312 = i2321 , или 312 / i2 = 321 /  i1 . Величины 

312 / i2 = Z12 и 321 /i1 = Z21 имеют размерность [Ом] и характеризуют 
ЭМ связь (взаимодействие) излучателей. Называют их взаимными со
противления.ми (wzи сопротивления.ми связи) излучателей. Взаимные 
сопротивления вибраторов равны: z12 = z21 . 

\.L, Р2 
�- -i\-

б 

а в г 

Рис. 3.2. Элементарные излучатели 
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Если i1L1 = i2L2 , то из равенства (3.25) с учетом произволъно

сти ориентации L1 получаем E2(q1, q2 ) = E1 (q2 , q1 ) ,  т.е. перемена мес
тами точки наблюдения поля и точки расположения элементарного 
электрического вибратора не .мен.яет вектора напря:женности элек
трического поля. Например, элементарный вибратор находится в точке 
р1 , а Е1 (р2 ,  р1) вычисляем в точке р2 (рис. 3.2,6). Затем этот же виб

ратор перенесем параллельна самому себе в точку р2 (рис. 3 .2,в). Най-

дем, что Е2 {р1 , р2) в точке р1 равно Е1 (р2 , р1 ) • 

3. Для. расположеннwх в точках q1 и q2 двух элементарных маrnитных вибра

торов с векторными маrnитнwми моментами ifL1 /iw и i2L2 /iw из (3.24) попучаем 

ifL1H2(q1 ,q2 ) = i2L2H1(q2,q1 ) . При ifL1 = i2L2 имеем: H2(q1,q2 ) H1(q2 , qJ) . 
Последнее равенство nоказывает, что перемена местшии точки наблюдения поля. и точки 
расположения магнитного вибратора не ме//Яет вектора напряженности магнитного 
поля.. 

4. Пусть в точке q1 расnоложен электрический диnоль ( jf i1L11'i(p - ql) , 
j(� = О ), а в точке q2 - магнитный диполь ( j� = О . j�·· = i2L28(p - q2 ) . Тогда из 

(3.24) получвем 

i!Li·z(ql.qz ) = -i2'L2HI(qz,ql). 
Величина LzH1 = Э21 имеет размерность ампер, ее можно рассматривать как 

магнитадвижущую CWly, наводимую электрическим диполем в маrnитном диполе. По

следнее выражение можно заnисать в форме i1Э12 = -i2Э21 , которая позвошtет 
nроанвлизировать ЭМ связь электрического и мarnиmoro вибраторов. 

5. Задача. Два элементарных электрических вибратора расположены в точках 
р1 и р2 свободного пространства. Найти взаимное сопротивление Z12 вибраторов, если 

векторы электрических моментов их находвтся в одной IШОСкости, углы у и -6 заданы 
(рис. З.2,г). 

Для решения задачи обозначим через R радиус-вектор, nроведенный из точки 
р2 в точку р1 ( R = lR R  ), и nусть 1-& орт, ортоrональный 18 (рис. З.2,г). Тогда 

- радивльная и угломсетная составшtЮ-

шие Е2 • Получвем 

Э12 =L1E2 = (Lilя )E28 +(L11-&)Ezt� = -L1Й28 cosy-L"E26siny. 
Если вибратор-! находится в дальней зоне вибратора-2, то E2R ., О  и 

Э12 ., -L"E26 siny . Используя (2.38), находим 

Z12 = Э1z l lz "" (-iWo�l1L:! 141tR) · sinysin '6exp(-i�R). 
Взаимное сопроmвление является комiШексной величиной, акmвная и реак

mвная составляюшие его уменьшаются с ростом расстояния, т.е. уменьшается ЭМ связь 

излучателей. При R = 2Л. и L" = 0,05Л. , у = & = 45° получаем 
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Z1z = -i-0,3l · I0-3Wo = -i · O,l2 Ом. 

Прu увеличенiiJI расстояuия на А./4 (т.е. R = 2Л. + Л./4 ) получаем Z12 = -0,1 Ом. Взаим

ные сопротивленJIЯ по модулю малы (по сравнен1110 с Rr =2 Ом). 

Если вuбратор-1 находцтся в ближней зоне вибратора-2, то используи (2.39), 
получаем 

Z12 = З12 tl2 = iWo L,.�з (2cosycosiH sinysini1). 
41t�R 

При R = 0,051\. и значеНИJIХ параметров, использованных выше, имеем 

Z12 "' i0,38W0 = 1143 Ом. В ближней зоне взаимные сопротивлении явшпотся (nочти) чис

то реактивными и имеiОТ большую величину. В этой зоне имеется боJIЬшая ЭМ связь из
лучателей. 

ЗАДАЧИ 

1. Найти эквивалеНТilЬlе поверхностные токи на элементарном поверхностном 
излучателе, явлиющемся элементом фронта волны, возбужденной в дальней зоне элемен
тарным электрическим вибратором. 

2. Используя теорему эквuвалентных поверхностных токов, вычислить в глав-

ных плоскостях значение Е ,  возбуждаемое элементарным (вторичным) поверхностным 
излучателем, расnоложенным на фронте волны, возбуждаемой в дальней зоне элементар
ным электрическим вибратором. 

3. Найти эквивалентные nоверхностные токв на элементарном поаерхностиом 
излучателе, являющемся элементом фронта волны, возбуждаемой в дальней зоне злемен
тарным маrннтным вибратором. 

4. Используя теорему эквивалентных поверхностных токов, аычислить в глав-

ных плоскостях значение Н , возбуждаемое элементарным поверхностным излучателем, 
расположенным на фронте волны, возбуждаемой в дальней зоне элементарным маrннт
ным вибратором. 

5. Показать, что функция Грина неоrраниченного однородного nространства 
удовлетворяет услоаию излученJIЯ. 

6. Показать, что поле элементарного электрического вибратора удовлетвориет 
условию излучеИШI. 

7. Показать, что поле элементарного маrнитного вибратора удовлетворяет усло
вию излучения. 

8. Показать, что nоле (2.67), (2.68) nоверхностного излучателя удовлетворяет 
услов1110 излучения. 

9. Показать, что плосквя волна удовлетворяет условию излучения. 
10. Показать, что nоверхностная волна удовлетворяет услов1110 излучения. 

11. Задать в качестве функций ljt и дljt!дn компоненты эквивалентных по

верхностных токов на элементарной излучающей nоверхности, являющейся элементом 
фронта волны, возбужденной в дальней зоне элементарным электрическим вибратором. 

Вычислить с помощью интеrрала Кирхгофа Ев в главных nлоскостях дальней зоны. 

12. Два элементарных электрических вибратора расположены в точках р1 и р2 
свободного пространства. Найти взаимное сопротивление Z12 вибраторов, если векторы 

электрических моментов их находЯТСя в одной nлоскости, углы у и -& заданы (рис. 3 .2,г). 
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13. Найти сопротивление связи двух элементарных магнитных вибраторов, рас

положенных в свободном пространстве в точках р1 и р2 , если векторы магнитных мо

ментов их находятся в одной плоскости, углы у и б заданы (рис. 3.2,г). 
14. Вычислить э.д.с., наводимую элементарным электрическим вибратором-1 

в элементарном электрическом внбраторе-2, если вибраторы расположены в свободном 

пространстве, у=б=90° , R = ЗЛ , 4 = � =0,06/.. , i2 =O,lexp(iп/2) А (рис. 3.2,г). 
15. Вычислить м.д.с., наводимую в свободном пространстве элементарным маг

нитным вибратором-2 в элементарном магнитном вибраторе-!,  если у =б=  30° , R = 0,11.. , 

4 = � = 0,04/.. , i; =O,lexp(in/4) В (рис. 3.2,г). 
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4. ОТРАЖЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

4.1 .  Падение плоской волны на плоскую границу 
раздела двух сред 

1. При расчете векторов ЭМ поля излучателя, расположенного 
над телом, поверхность которого мало отличается от локально плоской 
поверхности, часто используют упрощенные математические модели. 
Поверхность раздела сред, если ее линейные размеры значительно 
больше длины волны, аппроксимируют плоскостью. Если излучатель 
расположен на большом, по сравнению с длиной волны, расстоянии от 
начала координат, помещенном на плоскость, то считают, что он ото
двинуr «на бесконечность». Тогда на плоскость набегает (падает) одно
родная плоская ЭМ волна. 

Например, если антенна расположена над Землей на высоте, 
значительно большей длины волны, то при расчете поля на сравнитель
но небольших расстояниях от антенны ЭМ поле, падающее на Землю, 
можно считать локалъно плоской однородной волной, а сферическую 
поверхность Земли в районе расположения антенны можно аппрокси
мировать плоскостью. 

2. Рассмотрим постановку задачи. Имеем следующую матема
тическую модель. На плоскую поверхность S раздела однородных изо

тропных сред падает под углом 1Э0 к нормали к поверхности раздела 

однородная плоская ЭМ волна (рис. 4. l ,a). Введем ДСК так, чтобы 
плоскость xz совпала с поверхностью раздела сред. Параметры полу

пространства (условно «верхнего») при у >  О обозначИм через Еа , Jla , 

параметры полупространства («нижнего») при у < О обозначим через 

Еа1, Jlat . Фронт- 1 набегающей волны является плоскостью. Он может 

а 

Рис. 4 . 1 . Падение плоской волны на nоверхность раздела двух сред 

162 



быть создан листом тока, расположенным в верхнем полупространстве. 
ЭМ поле частично отражается от нижнего полупространства, а частично 
проникает в него (рис. 4. 1 ,6). Векторы напряженностей падающего 
Е" , Н" , отраженного Е8 , Н8 и прошедшего (преломленного или про-
никшего) Е1 , Н1 ЭМ полей должны удовлетворять граничным услови
ям на поверхности S (при у = О ). Необходимо найти веКТоры Е8 , Н8 

и Е1 , Н1 , удовлетворяющие уравнениям Максвелла и условиям излу
чения. 

Промежуточную ДСК (х', у', z') расположим так, чтобы фронт-1 
набегающей волны совпал с плоскостью х', z' , и направим ось х' вдоль 
вектора Е" . Расстояние от начала координат до фронта-1 обозначим 
через р0 . Тогда падающая однородная плоская волна поля в дек 
�'- ' ' ') Е. " 1 Е. " н· п 1 н· " Е. " Е. , ( ky') 1х , у , z имеет = х' х' • = z' z' • где х' = 0 ехр -i , 
н:, = -Б�, f W .  Вектор Пойнтинга этой волны направлен под углом -60 
к нормали к поверхности раздела сред. Угол -60 называют уmо.м паде
ния волны. 

Так как у' = р0 - (ycos-60 - zsin -60) , 1х' = -1х , то в дек (x,y,z) 
Ё" = 1хБ:, Б; = Б0 exp(ikycos-60 - ikzsin -60), (4. 1 )  

где Б;; = -Б� exp(-ikp0) . Из второго уравнения Максвелла имеем 
н. п E· "w-1 .о. z = х cos u0 • (4.2) 

Плоскость, проходящую через нормаль к поверхности раздела 
сред параллельно направлению распространения падающей волны, на-
зывают плоскостью падения. Вектор Е" , определяемый выражением 
( 4. 1 ), перпендикулярен плоскости падения, поэтому эту волну называют 
нормально поляризованной однородной плоской волной. Поскольку век-
тор Е" параллелен поверхности раздела сред, эту волну называют 
(в условиях Земли) и горизонтально поляризованной волной. 

Векторы Е, ii полного поля в верхнем полупространстве 
Е = Е" + Е8 , ii = Н" + Н8 • Векторы полного поля Е1 , Н1 в нижнем 
полупространстве равны векторам только вторичного (прошедшего или 
преломленного) nоля. 

На поверхности раздела сред в соответствии с граничными ус-
ловиями касательные составляющие векторов Е, ii и Е1 , Н1 должны 
быть равны, т.е. Бх = Б1х , Йz = Й1z , или 
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• • в . . • • 
Е: + Ех = Е1х,  н: + н: = Н1z nри у = О . (4.3) 

Поставлеипая задача относится к узкому кругу задач электро
динамики, решение которой с помощью граничных условий непосред
ственно сводится к решению системы линейных алгебраических урав
нений дця амплитуд векторов напряженностей вторичных полей. При
чиной этого является простейшая, плоская, форма граничной поверхно
сти раздела, однородность параметров полупространств и плоская фор
ма фронта падающего поля. 

3. Рассмотрим решение задачи. Вторичные поля (отраженное и 
nрошедшее) ищем, как и (4.1), (4.2), в виде нормально поляризованных 
однородных плоских волн, удовлетворяющих условиям излучения, 

Е; == Еое -ilc(ycosJjf+zsin'ljl), у �  О; 

Е = в· e-ik.<ycos'ljl1+zsin'ljl1) у <  0 lx 1 ' - ' 
(4.4) 

где Е0, Е1 - амплитуды; \lf и 'Ift - углы, характеризующие направ
ления распространения отраженного и иреломленного • полей 
(рис. 4. 1 ,6). Точка наблюдения отраженного поля находится в верхнем 
полупространстве, поэтому О � 'lf � 1t/ 2 и Зтt / 2  � \lf � 2тt . Точка наблю
дения преломленного поля находится в нижнем полупространстве, по
этому тt/2 � 'Ift � Зтt/ 2 . 

Чтобы найти значения 'lf ,  w1 и Е0, Е1 , используем граничные 

условия (4.3). Подставляя (4. 1 ), (4.4) в первое условие (4.3), получаем 
Ege-ikzsinf)0 + Eoe-ikzsinv = E,e-i/c1z sin'11 1 •  

(4.5) 
Поскольку от значений z зависят лишь экспоненты, то это равенство 
может удовлетворЯТЬся только nри условии, если 
k sin 60 = k sin \lf = k1 sin'ljf1 • Значит, 

\lf = 60 , k sin 60 k1 sin 'Ift· (4.6) 

Угол 'lf называется углом отражения. Равенство \lf 60 явля

ется формулировкой первого закона Снеллиуса (угол падения раве�rуглу 
отражения). Введем угол t}np = тt-'111 (рис. 4 . 1 ,6). Тогда 

sin 'Ift = sin t}np , cos 'Ift = - cost}np . Из (4.6) имеем 

sin t}np = (k · sin60)/ k1 • (4.7) 

Угол t}np называется углом прело.мления. Последнее равенство 

выражает второй закон Снеллиуса (Снелля). 
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Найдем из второго уравнения Максвелла и (4.4) значения 
н;, H1z , необходимые для подстановки в граничное условие (4.3), 
и Hly : 

W-l k . .s:. Е. (4 8) 1 - sш "'о tx· . kl 
Используем в (4.5) равенства (4.6) и подставим (4.2), (4.8) во 

второе уравнение из равенств (4.3). Имеем 

Е8 + Е0 = Е1, w-1 costJ0E0 - w-1 costJ0E0 = W1-1 costtпpE1 •  
Решая эту систему двух линейных алгебраических уравнений 

относительно Ё0, Ё1 , получаем Ё0 R l. Ё0 , Ё1 = х l. Ё0 , где R l., х l. -
коэффициенты отражения и прохождения (коэффициенты Френеля) 
нормально поляризованной волны: 

R
l. W1costJ0 -Wcosttпp , xl. l + R1. = 

2И) costt0 . (4.9) И) costt0 + W costtпp И) costt0 + W costtпp 
Из второго уравнения Максвелла в; = в: = н; == Ely = Hlx о . 

Углы отражения н преломления определяют направления распростра
нения отраженного и преломленного полей (рис. 4. 1 ,6). Векторы Пойн-
тин га 

ll8 = (lz sin tJ0 + ly costt0) /й; j2 1 2W*; 

n1 = <tz sin ttпp -t у cos t)пp) lв,x l2 1 2w.:. 
Векторы Е8, Н8 перпендикулярны друг другу и направлению распро

странения отраженного поля; они связаны характеристическим сопро

тивлением W . Векторы Е1 ,  Н1 тоже перпендикулярны друг другу и 

направлению распространения преломленного поля; связаны они харак
теристическим сопротивлением нижнего полупространства � 

(рис. 4. 1 ). Поверхности равных фаз представляют собой плоскости (2) и 
(3), перпендикулярные направлениям распространения волн. Амnлиту
ды векторов nолей nри отсуrствии джоулевых потерь не зависят от рас
стояния. Волны являются однородными плоскими. В случае, когда 
0"1 -)о оо ,  нижнее полупространство - идеальный проводник. При этом 

t01 -)о -ioo и R J. -; -1 , х l. -)о О .  Значит, падающее ЭМ поле полностью 
отражается, оно не проникает в нижнее полупространство. На поверх
ности раздела Ех = в: + Б; = О ,  т.е. Ё0 сдвинуrо по фазе на -1t отно-
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сительно В8 . Если R .1. = !R .1. !ехр( -iФ .1.) , то фаза коэффициеша отраже

ния при этом Ф .1. = 1t • 

4. Рассмотрим парштельную поляризацию. При этом вектор нn 
параллелен плоскости раздела сред. Ось х' направим вдоль вектора: 

нп . Тогда нп = 1х' й;. , где Й�, = Й� ехр( -ilcy') . В ДСК (x,y,z) 

получаем 

нn = 1 нn нп = нnikyoos'6o-ifa:sin&o нn :: -Й' e-ilфo (4.10) х х •  х О • О Q • 

Из первого уравнения Максвелла и (4. 1 0) получаем 

в; = о, в; = -wй; sint1o , в: = -wй; cost1o. (4.11)  

На поверхность раздела сред nод углом t10 к нормали падает 

однородная плоская ЭМ волна (рис. 4. 1 ,в). Вектор tn = 1ув; + :tzв; , 

параллелен плоскости падения. Поэтому падающую волну называют 

параллельно поляризованной. (Поскольку вектор tn лежит в верти- �,. 
:кальной плоскости, эту волну (в условиях Земли) также называют 
вертикалыю поляризованной волной). 

Вторичные поля, ка:к и (4. 10), (4. 1 1 ), ищем в вИде параллельно 
поляризованных однородных плоских волн, удовлетворяющих услови-

ям излучения. При этом Н" = 1хй; , Н1 = lxЙtx , где 
н. 

в = Н· e-ik(yoosv+zsinw> н· 
= Й e-ik, (yrosw, +z sinv , >  х О ' lx 1 

Из первого уравнения Максвелла и (4. 12) получаем н; = В1х = О ,  
н; == -wй; sin 'lf, н; = wй; cosw; 
Н1у = -WiЙ1x sin 'Ift ,  H1z = JViЙ1x COS 'Ift ·  

(4. 1 2) 

(4.13) 

На поверхности раздела сред должны удовлетворяться гранич-
ные условия: 

в: + в; == H!z• й; + й; = Йlх при У = О. (4. 14) 

Чтобы найти значения 'lf, 'Ift и Й0, Й1 , используем {4. 14). Под

ставляя (4. 10) и (4. 1 3) в (4. 14), получаем законы Снеплиуса (4.6), (4.7). 
Учитывая их, имеем систему двух линейных алгебраических уравнений 

относительно Й0 и Й1 : 

1 66 

- W соs-д0Йg + W соs-д0Й0 = -Wr cosf}npЙ1 ;  
Йlf + Йо = Йt, 



решая которую nолучаем Й0 = Rt1йg , Й1 == х11йg , где Rti •  х11 - коэф
фициенты отражения и прохождения nараллельно nоляризованного 
nоля: 

W cos-60 - Wj cos'fiпp 2Wcos'60 Rt1 == ' xll == 1 + Rt1 == ------"----W cos '{}0 + Wj cos '{}пр W cos '{}0 + Wj cos '6пр (4. 15) 

Отметим, что R11 == Й 0 1 йg оnределен как коэффициент отра-
жения по магнитному полю. По электрическому полю коэффициент 
отражения RtiE, == Б; 1 Б;lу="о= -Rt1 , R11Ey = й; 1 й;iу=о= Rt1 • 

В случае, когда cr1 � оо ,  Rti � 1 ,  х11 � 2 ,  Й0 = йg ,  фаза Ф11 
коэффициента отражения Rt1 = IRt1 lexp(-iФ11 ) равна нулю. 

4.2. Полное преломление, полное отражение 

1. Рассмотрим явление полного преломления. Энергия падающе
го nоля может nереходить nолностью в энергию иреломленного nоля. 
Отраженное nоле nри этом отсутствует. Для этого необходимо, чтобы 
коэффициенты отражения были равны нулю. 

Пусть теnловые nотери в средах отсутствуют, т.е. Еа = Е  а ,  
Еа1 = Еа1 • При Rt1 = О  надо, чтобы числитель (4. 15) был равен нулю, т.е. 
W cos'60,11 = Wj cos i}пp · Так как из .(4.7) следует, что 
cos2 '{}пр = 1 - (ksin '6щ1 )2 1 k12 , то nолучаем 

· л - ( Ea�al /�a - Eal )l / 2 
Slll ищl - Eal 2 2 Еа - Eal 

(4. 16) 

При R j_ = О , nриравняв числитель ( 4.9) к нулю, имеем 
Wj cos'60,j_ = W cost}пp . Подставляя сюда значение cost9пp , находим 

· л - ( Eal�a /Ea - �al )1 1 2 
(4. 17) Slll иО,l_ - �а! 2 2 

�а - �а! 
Таким образом, nараллельно или нормально nоляризованное 

nоле, nадающее на nоверхность раздела под углом '{}0,11 или '60,j_ , nро-
ходит из верхнего nолуnространства в нижнее, не отражаясь. Угол '60,11 
или '60,j_ называется углом полного преломления (углом Брюстера). 
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Дпя немагнитных сред f..ta = f..tal = J..to . Поэтому при параллель
ной поляризации 

sin -60,11 ( Eal 
]1 / 2 

(4.1 8) 
Еа + Eal 

При нормальной поляризации, для не.магнитных сред, как c.uiJy
eт из (4.1 7), явления полного преломления не существует. Для сущест
вования угла Брюстера при нормальной поляризации необходимо, что
бы f..ta '* f..taJ • 

Коэффициенты прохождения (4.9), (4. 15) при обеих поляриза
циях в случае падения поля под углом Брюстера равны единице. Значе
ния sin-6np и cos-6np в соответствии со вторым законом Снелля являют-
ся действительными и положительными. Преломлеяное поле является 
полем плоской волны, распространяющейся под углом finp к нормали к 
плоскости раздела сред. 

2. Рассмотрим явление полного отражения. При этом прелом
ленное поле при у �  -оо отсугствует. Из второго закона Снелля следу-
ет, что при увеличении угла падения -60 , угол преломления увеличива
ется и при пекотором значении '6о,кр угол преломления становится рав
ным finp 1t/2 . Это значение является предельным. Поэтому из закона 
( 4. 7) получаем sin '6о,кр = k1 1 k . В случае не магнитных сред 
sin-60,кp = (E,..1 IE0)112 • Для среды без джоулевых потерь величину 

.[Ё = п называют показателеJVt преломления. С учетом этого 
sin fio,кp = п1 1 п . 

Величина sin fio,кp ::> 1 ,  nоэтому необходимо, чтобы п1 < п ,  т.е. 
среда нижнего полупространства должна быть менее оптически 
плотной. 

Если -60 > '6о,кр , то из выражения sinfiлp = (ksin-60) /  k1 следует, 
что sin '6np > 1 , т.е. fiлp является комплексной величИной. Считаем, что 
finp = �+ irt , тогда sinfiлp = sin �chrt+ icos�shrt . Действительные вели
чины ; и Т1 выбираем так, чтобы sin fiлp бьm действительной величи
ной. Если � = (4т+ l)1t/2 ,  где т = 0,±1,±2, . . . , то значение Т1 определя
ется выражениями 

sinfiлp = chrt  k lk1 · sinfi0 > 1, cosfiлp = -ish'fl. (4. 19) 
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Для иреломленного поля при нормальной поляризации при 
'60 > '60,кр получаем Iio ( 4.4), ( 4. 19) 

(4.20) . . -l . . 1 . 
Н1х = О, Н1У = -W1 ch ТJЕ1х, H1z = -iW1- sh ТJЕ1х-

Вектор Пойнтинга поля (4.20) имеет действительную состав
ляющую :ri:1z и мнимую составляющую :ri:�;'; Значит, иреломленное 
поле энергии вдоль нормали к границе раздела не переносит. Амплиту
ды поля при у � --оо убывают по экспоненциальному закону. Поле 
имеет характер волны, бегущей вдоль возрастающих значений z , фазо
вая скорость волны v1Ф = (Ea1f..ta1 )-

1 12 / sin '60 • Поверхность раздела сред 
является направляющей поверхностью. Вдоль ее в нижнем полупро
странстве распространяется поверхностная Н-волна. 

АнаЛогичным образом поверхностная Е-волна получается из 
выражений (4. 12) для параллельной поляризации поля. При '60 > '60,/ср 
имеем IR .L I == IR11 1 = 1 . 

В верхнем полупространстве полное поле получается наложе
нием падающего и отраженного полей. При нормальной поляризации, 
используя (4. 1), (4.4), находим ЕУ = Ez = О , 

Ех = Е3еiФ � 1 2 · 2cos(ky cos'60 - _!_ Ф .L )e-ikzsint!o . (4.21 )  
2 

Из второго уравнения Максвелла получаем Й х == О , 

. -1 . . . . -1 . 1 Hy == W  Ex sш '60,Нz = 1W Ex cos'60 tg(kycos'60 - z Ф.L) . (4.22) 

Вектор Пойнтинга этого поля имеет действительную состав
ляющую :ri:z и мнимую составляющую :ri:Y . Волна распространяется 
вдоль поверхности раздела сред (вдоль возрастающих значений z )  как 
вдоль направляющей поверхности. Фазовая скорость волны равна фазо
вой скорости поверхностной волны в нижнем полупространстве. По
верхностями равных фаз являются плоскости z == const , nерпендику
лярные оси z . Поверхностями равных амплитуд являются плоскости, 
параллельные поверхности раздела. Поэтому волна является неодно-
родной nлоской волной. Распределение Ех вдоль координаты у имеет 
характер стоячей волны. При значениях у , определяемых из условия 
cos(kycos-60 - Ф .L / 2) = О ,  имеем Ех == О . Если при этих значениях у 
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расположить идеально проводящую плоскость, параллельную границе 
раздела, то граничные условия на такой плоскости удовлетворяются. 
При этом как бы образуется слой диэлектрика между двумя металличе
скими плоскостями. Распространяющуюся в слое волну (4.2 1), (4.22), 
использовав форму Эйлера для cos(ky cos -60 -Ф L 1 2) , можно предста
вить в виде суммы парциальных плоских волн, переотражающихся меж
ду границами раздела. Эта концепция парциальных волн может быть 
использована при физическом анализе условий распространения волн в 
слое диэлектрика на металле, в диэлектрическом волноводе и в прямо
угольном металлическом волноводе. 

Аналогичные результаты могут быть получены из выражений 
(4. 10), (4. 12) в случае параллельной поляризации. 

3. Графики модулей и фаз коэффициентов отражения при нор
мальной и параллельной поляризациях, рассчитанные по (4.9), (4. 1 5) 
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Рис. 4.2 Графики коэффициентов отражения 



для немагнитных сред без джоулевых потерь для случая ta1 > €а = €о ,  
приведсны на рис. 4.2,а (кривые l соответствуют ta1 = IOE0 , кри

вые 2 - €01 = 80Е:0 ). Для случая Е а > EaJ = е0 аналогичные графики 

приведсны на рис. 4.2,6 (кривая 1 соответствует еа = 10t0 , кривая 2 -

Еа = 80Ео ). 

4. Графики коэффициентов отражения при cr1 Ф О , О' = О рас

считываются по (4.9), (4. 1 5). Поле в верхнем полупространстве при этом 
существенно не отличается от поля в случае Идеальных диэлектриков. 
Графики зависимостей от угла падения модулей и фаз коэффициентов 
отражения приведены на рис. 4.2,в ( Е  а = е0 , е aJ = 1 Ое0 ). Сравнение этих 

графиков с соответствующими графиками, изображенными на 
рис. 4.2,а, показывает, что для nараллельной поляризации при 0'1 '!!- О 
характерно присутствие минимума модуля коэффициента отражения, но 
явления полного nреломления в чистом вИде не наблюдается. Кривые 

jRJ.(t10)l имеют монотонный характер и для одних и тех же углов паде-

ния jR,1 I < jR J.l · С увеличением 0'1 при Л = const величины /R,1/ н IR J.l 
возрастают. Фаза Ф11 меньше 1 80° , в области углов, близких к углам 

Брюстера, Ф11 резко изменяет свое значение. Фаза Ф J. изменяется мо

нотонно и равна nочти 1 80° . 
5. Пусть на поверхность раздела сред nадает волна, имеющая 

произвольную линейную поляризацию. Вектор Еп разложим на сумму 
двух векторов, один из которых парШJЛелен, а другой перпендикулярен 

nлоскости падения. В общем случае jR .t/ Ф /.Rr1j . Значит, в точке р соот

ношение между амnлитудами составляющих векторов наnряженностей 
полей отраженных nараллельна и нормально поляризованных волн от
личается от соответствующего соотношения для nадающего поля. Фазы 
Ф11 и Ф 1. неодинаковы. Поэтому составляющие векторов напряженно-

стей параллельна и нормально поляризованных отраженных полей 
сдвинуты по фазе относительно друг друга. Поэтому результирующее 
отражеююе поле имеет эллиптическую поляризацию. В частном слу
чае, когда обе среды являются Идеальными диэлектриками или нижнее 
полупространство Идеальный проводник, разность фаз Ф J. -

Ф11 рав-

на нулю или 1 80° и волна остается линейно поляризованной. 
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4.3. Импедансные граничные условия 

Рассмотрим структуру поля иреломленной волны и получим 
приближенные граничные условия на поверхности раздела сред. 

Векторы напряженностей поля в нижнем полупространстве 
(4.4), (4.8) и (4. 12), (4. 13), имеют экспоненциальные множители, опре
деляемые значениями k1 sin '6пр и k1 cos'6np . При cr = О  величина 
k1 sin '6пр = k sin '60 действительна, так как k и '60 - действительны. 
Поскольку k1 - комплексная величина, то '6np тоже комплексно. Вы
разим k1 соs'6пр . Учтем, что 

k1 соs'6пр = k1 (t - sin2 '6np J
1 2 = �? - (k1 sin '6прУ У2 , k1 = /31 - ia1 • 

Тогда 
k1 cos'6np = �k12 - k2 sin2 '60 = �/3� - а� - k2 sin2 -д0 - i2/31a1 • (4.23) 

Обозначим k1 cos '6 пр = k у = /3 у - ia у , где /3 у и а у определяют

ся по (4.23). Для нормальной поляризации: Ё1у = Ё1z = Й1х = О  и из 
(4.4), (4.8) с учетом (4.23) 

Е. - в· п ауу i(�yy-kzsin'дo ) 
lx - Х 1. о · е · е , 

. _1 . k . . _1 .  РУ - iay (4.24) 
Hty = W\ Еlх -sш-до, Htz = W\ Elx . 

kl kl 
Эти выражения описывают волну, у которой поверхностями равных фаз 
являются плоскости: f3yy - kz sin-д0 = const (см. (1)  на рис. 4.3). Поэто-
му направление распространения преломлеяной волны определяется 

Рис. 4.3. Преломленное поле 
в проводящей среде 
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действительным углом �пр , удовлетво
ряющим выражению: 
tg�пp = k sin-д0 1/3y · С увеличением IYI 
амплитуды составляющих векторов на
пряженностей поля затухают по экспонен
циальному закону (из-за потерь на нагре
вание). Поверхностями равных ампли
туд (2) являются поверхности у = const . 

Поверхности равных амплитуд и фаз на
клонены друг к другу под углом �пр . 



Рассмотрим важный случай. Пусть \k1\ >> \k\ . При этом из 
(4.23), учитывая малость jk2 1 kt\ ,  nолучаем: ky "' k1 - (k2 sin2 {}0) 1 2k1 . 
Кроме того, фронт волны почти параллелен плоскости раздела сред, так 
как угол �пр очень мал ( �пр "' О ). Из (4.24) имеем 

Ё1х =!i_W1Й1z "' (1+ k22 sin2 '60 k1Й1z , Й1у "' 0. (4.25) ky 2kl г� 
Для параллельной поляризации аналогичным образом из (4. 13) находим 

E1z "'-(1- k� sin2 '60 k1H1x• Е1у "' О. (4.26) 2kl г� 
Выражения (4.25), (4.26) описывают неоднородную плоскую Т

волну, распространяющуюся вдоль нормали к поверхности раздела 
( �пр "' О ). Поперечные составляющие векторов напряженностей поля в 
любой точке нижнего полупространства, в том числе и на поверхности 
раздела S , связаны характеристическим сопротивлением W1 среды и 
слабо зависят от угла падения волны. Если обозначить 
zJ "'W1[1± (е sin2 '60)/2kt] , то 

. J. • • - - 11 • Е1х = Zs H1z ,  E1z - Z5H1x на S . (4.27) 
На S выполняются строго граничные условия (4.3), (4. 14): 

Ё!х = Ёх, Йlz = Йz ; Ёlz = Ez, Йtх = Йх. 
Заменяя в (4.27) составляющие E1x,Йtz и Ё1, , Й1х составляющими 
Ё х, Й z и Ё z ,  Й х в соответствии с последними равенствами, получаем 

для полного поля в верхнем полупространстве: 
• - J. " • - - 11 " Ех - Zs н, , Е, - ZSHX на s .  (4.28) 

Параметр Z s в этом случае называют поверхностным сопро
тивлением (импедансом). Равенства (4.28) можно представить в вектор
ной форме: 

�. Е]= zJ �. [Н, n J] на границе раздела сред, (4.29) 
где n - орт внешней относительно области, в которой определяются 
векторы Е, Н , нормали к границе раздела сред. 

Приближенные соотношения (4.28), (4.29) называют импеданс
ньzми граничными условиями (граничными условиями Леонтовича). При 
нормальном падении волны ( '60 = О )  Zs = W1 • Поскольку значение 
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\(k sin'60)2 /2kt\ мало при всех углах падения, то часто полагают 
Zs "' �  . Если Е а = Е0 , f..ta = f..to , то при этом величина ошибки вычисле
ния поверхностного сопротивления имеет порядок 1 1 2\n1 \2 , (где 
ni = �f1fJ,1 , €1 = fai f Ео ), причем максимальной ошибка будет при 
'60 --нrJ2. 

Импедансные граничные условия ( 4.29) часто применяют для не
плоских поверхностей раздела сред. Возможность их примененоя в мате
матических моделях необходимо изучить в каждом конкретном случае. 
Отметим, что радиус кривизны поверхности при этом должен бьnъ на
много больше глубины проникновения ( 81 ) поля в проводящую среду, 
которая ( 81 ), в свою очередь, должна быть очень малой по сравнению 
с Л ; поле, падающее на S , должно иметь одинаковую амплитуду на S . 

Импедансные граничные условия позволяют не рассматривать 
ЭМ поле внутри тела и учитьшать влияние тела на ЭМ поле вне его с 
помощью граничных условий на его поверхности. В поверхностном сопротивлении заложена информация о параметрах тела и поведении 
ЭМ поля внутри него. Аналогичные свойства имеют граничные условия 
на поверхности идеального проводника. 

4.4. Сопротивление плоского проводника при 
поверхностном эффекте 

1. В § 2.5, п.4 показано, что в проводнике k1 "' f31 (1- i) , 
<Х1 "' t31 "' (rof..ta1cr1 / 2) 11 2 , значение t31 велико, поэтому длина волны 
Л! = 21t/f}l мала ПО СравнеНИЮ С ДЛИНОЙ ВОЛНЫ В СВОбОДНОМ простран
стве. Даже если частота ro мала, в проводнике Л1 может быть малой и 
волновые процессы существенно выражены. Плотность энергии элек
трического поля очень мала по сравнению с плотностью энергии маг
нитного поля. 

2. Рассмотрим плоский проводник. Пусть i1 - ток, протекаю-
щий через поперечное сечение S 1_ проводника при нормальной поляри
зации (рис. 4.4,а). По закону Ома .)1 = cr1E1 , Е1 = 1хЁiх , где Ё1х опреде
ляется по (4.4), (4.9). Поэтому 
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Выполнив интеrрирование, находим i1 = cr1x .L Ё3 & 1 ik1 cos t}пр . 
Падение напряжения между точками 1 и 2, расположенными на 

расстоянии � (рис. 4.4,а), равно u = Ё1х� .  Если � = 1 м, то 
u01 = Ё1х · (1 м) определяет напряжение на единичной длине проводни
ка. Погонным внутренним импедансом называется величина Z 1 = u01 1 i1 
(при у =  О ). Так как cost1пp == 1 ,  то Z 1 "' [31(1 + i) l �za1 = 

= (ro1J01 /2cr1 j12(1 + i)/& . Таким образом, при & = 1  м погонный внут
ренний импеданс равен поверхностному соnротивлению, Z 1 "' Zs . Он 
обобщает nонятие nогониого соnротивления, вводимого для постоянно
го тока как отношение nадения наnряжения на единицу длины nровод
ника к току в nоследнем. Падение напряжения u01 берется на поверхно
сти проводника, так как оно измеряется вольтметром, nрисоединенным 
к различным точкам поверхности проводника. Активная составляющая 
Z 1 определяет мощность nотерь в про воднике. Реактивная составляю-
щая Z 1 имеет индуктивный характер, что объясняется тем, что в nро
воднике заnасается энергия магнитного поля. Если Z 1 = R 1 + iX 1 , где 
R 1 и Х 1 - активная и реактивная составляющие погонного со nротив-

ления, то или 
R 1 = Х 1 = 1 1  cr181�z = 1 /( cr1 · S3) , где S3 = 81& .  Значит, активная и ре
активная составляющие внутреннего погонного импеданса проводника 
nрямоугольного поперечного сечения равны погонному сопротивлению 
проводника, имеющего площадь поперечного сечения S3 при nостояв-
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ном токе (рис. 4.4,6). В ЭМ процессах эффективно участвует только 
малая площадь поперечного сечения проводника S3 , так как S3 < S l. ; 
Sэ = �1 • f).z уменьшается с ростом частоты, поэтому погонное сопротив

ление проводника возрастает при этом. Значения R1 и Х f с ростом ro 

возрастают как ro112 • Поэтому увеличение частоты в 10 раз приведит к 
увеличению сопротивления в 3 , 16  раз. Часть проводника, лежащая ниже 

нескольких глубин проникновения ( IYI > N�1 , N обычно равно 3-5), не 

влияет на ЭМ процессы, происходящие в проводнике (и вне его). 
Так как Х f = roL1 , где L1 - погонная внутренняя индуктив-

ность, то L1 = �а! /2cr1roJ12 • При увеличении частоты L1 уменьшает

ся, поскольку глубина проникновения поля в проводник уменьшается и, 
значит, запасаемая энергия магнитного поля уменьшается. 

Полученные выражения для Z f справедливы и при параллель-

ной поляризации поля. 

4.5. Метод зеркальных изображений 

1. Излучатель может находиться над поверхностью земли на та
кой высоте у0 (рис. 4.5,а), что падающее на поверхность земли 

ЭМ поле нельзя считать плоским. Значение угла падения '{}0 в отличие 

от случая падения плоской волны зависит от положения излучателя q в 

пространстве и координаты точки р(х,О, z) на поверхности раздела 

сред. Поэтому выражения (4.9), (4. 15) для коэффициентов Френеля при 
расчете вторичных полей непосредственно использовать нельзя. Одна
ко, в случае, когда поле определяется на большом расстоянии rqp от 

а б 

Рис. 4.5. Нить тока у плоской поверхности раздела сред 
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источника в верхнем полупространстве ( у � О ), при расчетах возможно 
применение простых выражений для коэффициентов отражения. 

2. Рассмотрим математическую модель: пусть в условиях гра
ничной задачи, сформулированной в §  4. 1 ,  п.2, падающее ЭМ поле воз
буждает бесконечная прямолинейная нить синфазного магнитного тока, 
параллельная поверхности раздела сред (рис. 4.5,а). Плоскость xz ДСК 
совместим с поверхностью раздела сред ( у = О ), ось х направим парал-
лельно нити тока, координаты которой обозначим через у0, z0 . Тогда 
jм,с = 1х j:·c , j:·c = I;o(y - Yo)D(z - Zo) · 

Если ikl у0 » 1 , то падающую на поверхность раздела сред вол
ну можно считать цилиндрической. Но если ikiYo мало, то на поверх
ность раздела сред под излучателем ( у = О , z = z0 ) падает волна, еще не 
сформировавшаяся в цилиндрическую (§ 2.9). Обозначим через А, А м и 
А1, Ar векторные потенциалы в верхнем и нижнем полупространствах. 
Так как плотности сторонних электрических токов отсутствуют, то 
А =  А1 = О .  В верхнем полупространстве А м = А  м,п +А  м,в , где Ам,п -
векторный потенциал нити магнитного тока в неограниченном про
странстве. Он известен (§ 2.9) и определяет падающее поле, являющееся 
на больших расстояниях от нити цилиндрической волной. Однако, по
верхность раздела является плоской. Непосредственно удовлетворить 
граничным условиям на ней для цилиндрических волн не удается. Есте
ственным при этом является разложение падающего и вторичных полей 
по системам плоских волн. Поскольку для плоских волн, как показыва
ют результаты § 4. 1 ,  удовлетворить граничным условиям на плоской 
поверхности раздела сред легко, то оказывается возможным получить 
при этом решение поставленной задачи. 

Выполним разложение Л;·" по системе плоских волн. В соот
ветствии с (П4.4) 

А м,п 
= 1ХЛ;·" ' л:·" = f j:·cG(p, q)dV', 

v. 
у � О. 

Подставляя в это выражение J;·c(q) и функцию Грина из (П4.3), ис
пользуя основное свойство О-функции и учитывая, что получающийся 
интеграл по х' в бесконечных пределах равен 27tO(x1 -0) , имеем 

' м,п _ i; �f �f e-ix2 (y-yo )-ixэ (z-zo >
d d Ах - --2 2 2 2 xl х2 , (21t) -� -� х1 + х2 -k 

у � О. 
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Выполнив интегрирование по х2 так же, как в случае выраже

ния (П4. 5}, получаем 

jм "" l л;·" = 4 J -e±q{y-yo)-i><(z-zo)ax, у ;::: о, (4.30) 
1t _"" q 

где х = х3 , q = (х2 -k2 i'2 , верхний знак берется при у у0 < О , а ниж-

ний при у - У о > О . 
Векторы Е" , Н" определяются по ( 1 . 1 24}, ( 1 . 125): 

Е" = -rоt Ам,п, Н" -iOOEaAм,n +-.-1-graddivAм,п .  
ZOOfla 

. . . 
м п Поскольку Ахм,п от х не зависит, то дА/'" /дх О и div1xAx ' О .  

Отличающимнея от нуля касательными к поверхности раздела сред со
ставляющими векторов первичного поля являются 

Е. 
n = д' :. м,п /д н· п . - А

. м,п z 'Etx У И х = -tOOEa х • (4.31 )  

Вектор Е" = 1у Еу п + 1z Ez" . Таким образом, имеем параллельиую 
поляризацию падающего поля. Можно считать, что на поверхности раздела сред 
в соответствии с принцилом эквивале�х поверхностных токов падаюrцее 
поле наводит вторичный магнитный поверхностный ток, имеюrций только со-

ставляющую j; . Поэтому векторные потенциалы вторичного магнитного по-

верхностного тока имеют только составляющие А.;·в, л;: .  Тогда из ( 1 . 124), 

( 1 . 1 25) получаем: 

. . дАв дАв Ев = - rot 1  Ам,в = -1 _х_ + 1 __ х iJ:в х х у дz 
z ду ' 

Е. - 1 А· м - 1 д�� 1 дА1� I - - rot х lx - - У -- + z --' 
дz ду 

-iro'E 1 Ам,в . 
а х х ;с 

(4.32) 

Для касательных составляющих векторов напряженностей полного nоля 
(верхнего полупространства} и прошеДшего в нижнее полупространство 
поля должны удовлетворяться граничные условия (4.14}. Подставляя в 
них (4.3 1 )  и используя (4.32), получаем: 

ал;: -
ду ду 

аА.м,n 
= -х_ . 

ду ' 
о .  (4.33) 

Векторные потенциалы определяют вторичные поля, nоэтому 
уравнения Гельмгольца (1 . 1 1 7), ( 1 . 1 22), которым они удовлетворяют, 
являются однородными. Таким образом, имеем 
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Для определения векторов ЭМ поля, надо найти решения одно
родных уравнений (4.34), связанные неоднородными граничными усло
виями (4.33). Роль неоднородностей (т.е. источников вторичных полей) 
в последних играют их правые части. Векторы искомых вторичных по
лей (4.32) должны удовлетворять условиям излучения. 

3. Решение уравнений (4.34) ищем в виде, аналогичном (4.30) и 
удовлетворяющем дифференциальным уравнениям (4.34): 

А�,в = �; j fм (x)l..e-qy-ix(z-z0)dx, 1t -оо 
q 

�: = �; j flм (x)_!__eq,y-ix(z-zo >dx, 1t -оо ql 

у 2: О, (4.35) 

у � О. (4.36) 

где fм (х), f1м(х) - спектральные плотности, которые надо найти из 
граничных условий (4.33), q1 = (х - k1 )112 • Так как источниками вто
ричных полей можно считать эквивалентные поверхностные токи при 
у = О ,  то в (4.35), в экспоненциальном множителе, выбран знак «-» при 
у 2: О ,  а в (4.36) - знак «+» при у �  О .  

Подставляя (4.35), (4.36) и (4.30) в (4.33) - при у =  О и затем, 
применяя обратное преобразование Фурье, получаем для спектральных 
плотностей fм и hм : 

NCx) = exp(-qy0) -/м (х), 
- 1 м - 1 м F-01-!1 (x) = E0-[exp(-qy0)+ f (х)]. 

% q 
Решая эту систему функциональных уравнений, находим 

fм = e-qy0 �alq-�Л1 ; f1м = e-qyo 2ЕЛ1 (4.37) Ealq + ЕЛ! Eaiq + Eaql 
Формулы (4.35)-(4.37) совместно с (4.32) определяют отраженное и 

иреломленное поля. Последние удовлетворяют уравнениям Максвелла, гранич
ным условиям и условиям излучения. Значит, они определяют единственное 
решение задачи. 

4. Заменим нить магнитного тока в условиях предыдущей задачи прямолиней
ной нитью стороннего синфазного электрического тока (рис. 4.5,а). Тогда 

j< = 1)0о(у- y0)1\(z- z0) .  Так как сторонний магнитный ток отсутствует, то А м,п = 0 . 

Электрический векторный потенциал А п нити тока в неограниченном пространстве из
вестен (§ 2.9). Его представляем так же, как в (4.30) - в виде системы плоских волн: 

А" = 1  А" А" _.!.sJ._ J ..!_e±q(y-yo l-i><(z-zo)dx 
х х ' х -

41t -� q 
' 

Поскольку А� не зависит от х , то из ( 1 . 1 24 ), ( 1 . 1 25) находим: 

у :<: О. (4.38) 

1 79 



Н" = rotl А "  = 1  х х у 

т.е. отличаются от нуля только составляющяе 

п 1 ду . Поэтому поляризация падающего поля является нормальной. 

(4.39) 

В соответствии с принциnом эквивалентных поверхностных токов источником 
вторичных полей можно считать эквивалентные поверхностные токи nри у = О . Падаю
щее поле наводит на поверхности раздела сред электрический поверхностный ток, имею
щий только одну составляющую j х . Значит, векторные потенциалы, определяющие вто-

ричные nоля, надо искать в виде А • = l,A; , А1 = l,.A1x . При этом из ( 1 . 1 24), ( 1 . 125) 

имеем: 

. . Et = -i(I)J.I.allxAix• Hl 

_ 1  аЛ; . 
дz z ду 

' 

. аЛ аЛ 
rot 1 А = 1 ___.!!__ - 1 ___.!!__ х lx у дz z ду · 

(4.40) 

Подставляя в (4.3) значения касательных к границе раздела сред составляющих 
векторов иаiiряженноетей полей, получаем граничные условия для составляющах вектор
ных потенциалов: 

дА1х дА� дА� -- - -- = -- при у = О .  ду ду ду (4.41 )  

Состааляющие А�, А1х удовлетворяют однородным уравнениям Гельмгольца 

м� +е· .4� = о, м�· .. + k12 А1"х = о. (4.42) 

Необходимо найти решение дифференциальных уравJiений (4.42), удовлетво
ряющих граничным условиям (4.41 ). Векторы искомого nоля (4.40) должны удовлетворять 
условиям излучения. 

5. Решение задачи ищем в виде, аналогичном (4.38) и удовлетворяющем (4.42): 

А� =.Ь. j f(x)..!.e -qy-i>Ф-zo>ax, у �  о, 
47t 

-� q 
Aix =.Ь. j iJ(x)..!..eqty-i><(z-zo >ax, y :S:: O. 

47t 
-� ql 

(4.43) 

Спектральные плотности f(x), f1 (x) находим, подставляя (4.38), (4.43) в гра-
ничное условие (4.41): 

f = e-qyo qJ.I.al -qiJ.I.a ; fi e-qyo 2qiJ.I.a (4.44) qJ.1al + qllla qJ.I.al + qlf.l.a 
Выражения (4.43), (4.44) совместно с (4.40) определяют отраженное и прошед

шее поля. 
6. Рассмотрим важный частный случай. Пусть среда, заполняющая нижнее nо

луnространство, является идеальным nроводником, т.е. а1 --t ""  . Тогда Е01 --t -i<�<> , 

k[ --t -ioo . С учетом этого из формул (4.37), (4.44) в nределе nолучаем 

fм = e-qy0 ,  fJ'" Iq1 = f1 lq1 = 0, f =--e-qy0 •  
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Для нити магнитного тока из (4.36), (4.35) имеем Лt: = О  и 

Л;·• = i() 7 .!.e-q(y+yoH><(z-zo>dx. 
41t -� q 

Для нити электрического тока из выражений (4.43) находим Лfх = О  и 

(4.45) 

Л; = -io 7 .!.e-q(y+yoH><(z-zo>dx. (4.46) 
41t -� q 

Сравнивая два последних выражения с (4.30) и (4.38), оцределяющими поля нитей 
токов в однородном неограниченном цространстве, находим, что в случае идеальной проводн
мости нижнего полуцространства отраженное поле как бы возбуждается нитью тока, имеющей 
в моекости yz координаты (-y0,z0) , т.е. в точке, являющейся зеркальным (мнимым) изо-
браженнем истинного источника. В случае нити магнитиого тока токи в зеркальном и истинном 
источниках не отличаются по фазе и амцлитуде (рис. 4.5,6); в случае нити электрического тока 
токи в зеркальном и истинном источниках равны по амцлитуде, а по фазе сдвинуты на угол, 
равный 180° (рис. 4.5,в). Таким образом, цри cr1 � оо воздействие нижнего полуцространства 
на ЭМ поле можно заменнть воздействием фиктивного источника-зеркального изображения. 
При этом система, состоящая из истинного источника и идеально проводящего полупро

странства, заменяется системой, состоящей из истинного источника и его зеркального изо
бражения (рис. 4.5,б,в). Этот метод учета влияния поверхности раздела на ЭМ поле в верхнем 
полуцространстве называеrся .методом зеркальных изображений (.мнимых источников). 

В случае нити магнитного тока при t = t1 силовые линии Е0 имеют вид ок
ружностей 3, силовые линии Е1 зеркального источника имеют вид окружностей 4 
(рис. 4.5,6). В случае нити электрического тока силовые линии Н0 истинного источника 
имеют вид окружностей S, а силовые линии Н1 зеркального источника имеют вид ок
ружностей 6 (рис. 4.5,в). Складывая векторы напряженностей первичного и вторичного 
полей, для поля нити магнитного тока получаем 

Ёу = 2Ё�, ilx = 2Й�, Ez = 0, у = О; (4.47) 
для поля нити электрического тока -

Hz = 2H�, Ну =О, Ех =О, у = О. (4.48) 

Если нить тока приближается к идеально проводящей поверхности ( у0 � О ), то 
истинный и зеркальный источники сближаются. В случае нити магнитного тока в пределе 
( у0 = О  ) поле при у ;:: О определяется магнитным током, равным сумме тока истинного 
источника и тока зеркального изображения. Поскольку эти токи равны, то полное поле в 
верхнем полупространстnе удваивается по сравнению с полем нити магнитного тока в 
неограниченном простраuстве. В пределе, когда uить электрического тока располагается 
на идеально проводящей поверхности, полное поле равно нулю. Поле истинного источни
ка при этом компенсируется полем зеркального изображения, поскольку поля истинного 
источника и зеркального изображения сдвинуты по фазе на 1t . 

7. Для вычислений отраженного поля при произвольных E01 ,J.t01 необходимо 
выполнить интегрирование в (4.35), (4.43) с учетом (4.37), (4.44). Считаем, что cr=O ,  т.е. 
а =О  , k = f3 . Приближеuные значения интегралов при kr' » 1 , kr' > 1 uаходятся мето
дами теории функций комцлексного переменного (метод перевала [45]) (рис. 4.6,а). Вы
полняя интегрирование [46], находим по ( 1 . 125) в случае нити магнитного тока 
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Рис. 4.6. К nояснению метода зеркальных изображений 

н;{р) =�н;0(р), н; н; =0, Н:0 = -roё)�F(r')/4, у<:: О. {4.49) 
BыnoлНJIII оценку [46] интеграла {4.43), находим по ( 1 . 124) в случае нити электрического 
тока 

где Rt • 8 • • • 

Hx iH:O . R1. =E; tE:O при у= О ;  Rп и R1. оnределены выражеННJ!ми (4.9) и 

(4.15); F(r') ,.,Jztn:kr' ·exp(-ikr' -i1t/4) . Значения it)Re и i0R1. .можно рассматривать 
как компдексные аммитуды токов зеркальных источников. В nределе, когда о1 � ""  , 

R 1. � -1 . � � l ,  nоэтому токи зеркальных изображений стремятся к i(f и к 

i 0 ехр( -in) . 

Аналогичным образом можно вычислить и иреломленное поле. 

8. Если изучается ЭМ поле прямолинейной нити тока конечной 
длины, то исследование отраженного и преломленного полей произво· 
дится тем же методом. Составляющие векторов напряженностей полей 
разлагаются по системам плоских волн, амплитуды плоских волн (спек· 
тральные плотности) определяются из rраничных условий. При этом 
количественные соотношения для составляющих векторов напряженно
стей становятся более сложными. Но качественные представления ос· 
таются такими же, как в случае бесконечно длинной нитн стороннего 
тока. Например, если конечной длины нить магнитного тока iм nарал· 
лельна rранице раздела (nараллельная поляризация), то rраничное усло-
вие на идеально проводящей nоверхности ( Ё� + Б: = О ) удовлетворяет
ся только в том случае, когда магнитный ток источника и магнитный 
ток его зеркального изображения одинаковы по амплитуде и по фазе 
(рис. 4.5,6). Если конечной длины нить электрического тока i nарал
лельна nоверхности раздела (нормальная поляризация), то на идеально 
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проводящей поверхности граничное условие ( Й� + н: = О )  удовлетво

ряется, когда электрический ток источника и электрический ток его зер
кального изображения равны по амплитуде, но противоположны по фа
зе (рис. 4.5,в). При конечных проводимостях сред можно считать, что 
поле в точке р , расположенной на большом расстоянии от излучателя 

в верхнем полупространстве, возбуждается истинным и зеркальным 

источниками, причем ток в зеркальном источнике равен или �ljм , 
или Rl.i . 

Если конечной длины нить ( 1 )  стороннего электрического тока 
перпендикулярна поверхности раздела сред (параллельная поляриза
ция), то на идеально проводящей поверхности раздела граничные усло
вия удовлетворяются, когда ток зеркального изображения (2) равен (по 
амплитуде и по фазе) току источника (рис. 4.6,6). При конечных прово
димостях сред влияние плоской поверхности раздела на поле в удален
ной точке набЛюдения в верхнем полупространстве можно заменить 

влиянием зеркального изображения, ток которого равен �1i . 
Если конечной длины нить стороннего магнитного тока пер

пендикулярна поверхности раздела сред (нормальная поляризация), то 
на идеально проводящей поверхности граничные условия удовлетворя
ются, когда ток зеркального изображения равен по амплитуде источни
ку тока, а по фазе сдвинут на - 1t (рис. 4.6,в). При конечных проводи
мостях сред влияние плоской поверхности раздела на поле в удаленной 
точке в верхнем nолупространстве можно заменить влиянием зеркаль-

ного изображения, ток которого равен R.Liм . (Обозначения рис. 4.6,6,в 

соответствуют обозначениям рис. 4.5,6,в.) 

ЗАДАЧИ 

1. Записать условия полного отражения от плоской границы раздела с воздухом 
распространяющейся во фторопласте волны. 

2. Полуволновый прямолинейный электрический вибратор наклонен к плоской 

поверхности раздела двух сред под углом 45° . Построить зеркальное изображение вибра
тора. Написать выражение тока зеркального изображения. 

3. Элементарная рамка электрического тока перпендикулярна поверхности раз
дела двух сред. Построить ее зеркальное изображение. Написать выражение тока зеркаль
ного изображения. 

4. Плоская волна падает из воздуха на плоскую границу раздела с латунью. Вы
числить поверхностный импеданс на частотах 300 МГц и 3 ГГц. 

5. Решить задачу 4 дЛЯ границы раздела воздух-железо. 
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5. ОСНОВЫ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
НАПРАВЛЯЮЩИХ СИСТЕМ 

5.1 . Определения 

1. Энергию ЭМ nоля часто необходимо nередавать от излучате
ля (возбудителя) к наrрузке так, чтобы она была локализована в опреде
ленном канале. В качестве таких каналов исnользуют направляющие 
системы в виде nокрытых слоями диэлектриков металлических прово
дав и стержней, металлических труб, диэлектрических стержней и др. 
Вдоль направляющих систем, называемых также линиями передачи 
энергии, расnространяются направляемые ЭМ волны. 

На рис. 5 . 1  показавы nоnеречные сечения наиболее часто при
меняемых линий передачи энергии: двухпроводной (а}, зкранированой 
двухnроводной (б), коаксиальной (в), однопроводной (г) и полоско
вой (д) линий; прямоугольного (е), П-образного (ж), круглого (з), эллиn
тического (и), диэлектрического (к) волноводов. 

Линии nередачи а), г), д), к) являются линиями открытого тиnа, 
в которых ЭМ nоле имеет характер nоверхностных волн, большая часть 
энергии nоля nереносится вблизи наnравляющих систем. Их называют 
открытыми волноводами. Линии передачи б), в), е}-и) - линии закры
того типа, в которых ЭМ поля локализованы в экранированном от 
внешнего nространства канале, их называют и волноводами. 

Размеры и форма поnеречиого сечения направляющей системы, 

а б в г д 

D UiJ OO •  
е ж 3 и к 

Рис. 5. 1 .  Поперечные сечения направляющих систем 
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ЭМ параметры среды, заполняющей :пу систему, определяют электро
динамические характеристики линии передачи энерmи. Металлические 
стенки волноводов и провода линий имеют конечную проводимость. 
ЭМ поле проникает в металл и нагревает его. Амплитуды вехсrоров рас
пространяющегося поля за счет джоулевых потерь затухают. Но в мате
матических моделях направляющих систем металлы считают, как пра
вило, идеально проводящими. При этом граничные условия на поверх
ностях раздела сред упрощаются. Решения соответствующих граничных 
задач тоже упрощаются. 

Ниже рассматриваются только регулярные направляющие сис
темы, в которых в продольном направлении неизмеины ЭМ свойства 
заполняющих сред и неизменны и параллельны самим себе поперечные 
сечения. 

2. Требования к линии nередачи: размеры nоnеречного сечеНИJI и масса ее 
должны быть минимальными, линия nередачи должна nроnускать необходимую мощ· 
носrь без nробоя, коэффициент затухания должен быть минимальным, исЮlЖення nереда· 
ваемоrо сигнала должны быть минимальными. Для обесnечения nоследнего требования 
необходимо изучить дисnерсионные характеристики наnравляющих сисrем. 

5.2. Граничные задачи для электрических и магнитных 
волн 

1. В гл. 2 показано, что бегущая в продольном направлении 
волна переносит ЭМ энерmю в этом направлении. Пусть продольное 
направление определяется координатой z , -оо < z < оо .  Тогда для точки 

наблюдения поля направляющей системы имеем р = р(р l.• z) , где 

р J. точка наблюдения, лежащая в поперечной плоскости. В ДСК 

Р1. = PJ.. (x,y) , в ЦСК Р.1 = PJ.(r, <p) .  
Обозначим через EJ.. , iiJ. вехсrоры напряженностей ЭМ поля, 

лежащие в поперечной плоскости направляющей системы. Тогда 

E = El. + lzEz • Н = Н1. + lzЙz , где Йz - продольные составляю

щие векторов иапряженностей ЭМ поля. 
Направляемые волны в регулярной направляющей системе 

должны иметь внд бегущих вдоль продольной координаты z волн: 

E(p) = E(pJ.)e±iьz , H(p) = H{pJ.)e±тz, (5.1 )  

где Е(р J. )  , Н(р J. )  - комплексные амплитуды, зависящие только от 

поперечных координат, h коэффициент распространения волны 
вдоль продольной координаты, нижний знак по условию излучения со
ответствует прямой волне, распространяющейся вдоль возрастающих 
значений z (в направлении орта lz ), а верхний - обратной волне, рас-
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пространяющейся вдоль уменьшающихся значений z (в направлении 

орта ( -1, )). Тогда 

д2Е(р} 1 дz2 = -h2E(p ), д2il(p) 1 дz2 = -h2H(p ) . (5.2) 

При условии (5. 1 )  возможно, во-первых, выразить поперечные 

векторы Е J. ,  il J. только через продольные составляющие Е,, Й, и, во

вторых, разделить ЭМ волны в направляющей системе на сумму элек
трических волн и магнитных волн. 

2. Выразим Е J., il J. через Е, , Й z . Уравнения Максвелла вне 

сторонних источников однородны 

rotil = iro€aE, rotE = -iiOf.LaH. 

Из nервого и второго уравнений Максвелла 

Е = -�- ан, _ __ У Ё = -�- дНх _ ан, ( . дй } ( . . } х iroi!a ду дz У iroi!a дz дх 

Й _ _ l_(дЕ, дЕу } Йу _ _ I_(дЕх _ дЕz } 
х iiOf.la ду дz iiOf.la дz дх 

(5.3) 

(5.4) 

Если nодставить в (5.3) значения Й х и il У из (5.4), а затем 

nодставить в (5.4) значения Ех и Еу из (5.3), учесть (5.2) и обозначить 

k 2 - h2 = kl , то выразим поперечные составляющие векторов EJ. и 

il.1 через Е, и Й, : 
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Е = - - rro•• =::.L + :::...:::::..L . 1 ( . ан дЧ� } 
х kl t"'a ду дzдх 

н. _ _ 1 [д2й, . _ дЕ, } 
х - 2 д а + liOfa д kJ. z х у 

· _ 1 . дНz � ( . 2 .  } 
ЕУ - kl liOf.la дх + дzду 

= - - zroe н. 1 [ д2й. . _ дЕ, } 
У ki дzду а дх 

Для: магнитных волн Е, = О и получаем: 
• 

. 
2 • 

Ем ::::: _ liOf.la дН z Йм = -�-� 
х kl ду , х k1 дzдх , 

• 2 . Ем = iiOf.la дН,
, Нм = -l_д Hz 

у kz ах у kl дzду · 
Для: электрических волн Й z О и из (5.5), (5.6) получаем: 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 



(5.8) 

Общее поле направляющей системы есть сумма полей магнит
ных и электрических волн. 

3. Выражения (5.7), (5.8) можно обобщить, представив их в век
торной форме. Для этого скалярно умножим два верхних выражения в 
(5.7) на 1.ж , а два нижних - на 1, и сложим результаты. Имеем 

. м iOOJA.a 1 
. н· ъt 1 ай'{ (5 9) Е .L = -2-[ z ,grad .L Н z ], .L == 2grad .L 

а . . 
k.L k.L z 

Индекс ..L при градиенте означает, что учитываются только 
слагаемые с частными производными по поперечным координатам. 

Аналогичным образом из (5.8) получаем 

Ёэ.L 1 d 
kf. gra .L дz 

н. э - · iroёa [1 d Е. 1 .L - --2- z •gra .L � • kj_ 
(5. 10) 

Таким образом, ЭМ поле направляющей системы разложено на 
сумму полей магнитных и электрических волн. Для вычисления 

t 1. == Ё� + Ёl , н 1. = н� + Hl необходимо определить nродольные со

ставляющие векторов напряженностей поля. 

4. Умножим векторно Н1 в (5.9) на орт 1z . Сравнив результат 

с векторным произведением для Ё� в (5.9) и учитывая (5. 1), находим 

Е� ±Z14[1z ,H!J, Zм (l)�a lh = kW / h. (5 . 1 1)  

Умножив векторно Ёl в (5. 10) на lz , сравнив результат с век

торным произведением для Н}. в (5. 10) и учитывая (5. 1 ), находим 

[El ,lz ] = ±Z3Hj_, Z3 = hlroЁ0 = hW /k. (5. 12) 

В (5. 1 1), (5. 1 2) Zм, Z3 называют характеристическими со
противленШlМи Н- и Е-волн. Они связывают поперечные составляющие 
векторов поля так же, как в случае бегущих (по продольной координате) 
волн в неограниченном однородном пространстве. Если в направляю
щей системе нет джоулевых потерь, то k (3 • При h nоложительном 

Zм и Z,. - действительные положительные величины. Это показывает, 

что поперечные составляющие Е!, Н! и Ёl, Hl векторов напряжен-
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ностей полей соответственно и магнитных и электрических волн син
фазиы и ЭМ поле переносит энергию в продольном направлении. 

Если волновое движение в продольном направлении отсутст
вует, т.е. если h - мнимая величина (h = -ih') , то Zм , Z3 - мнимые 

величины. Это указывает на то, что вектор Е1 сдвинут по фазе 

на 1t/2 относительно вектора Н1 , а вектор El сдвинут по фазе 

на 1t/2 относительно вектора Hl .  Поэтому переноса энергии вдоль 

направляющей системы не происходит. Амплитуды векторов поля, как 

видно из (5 . 1 ), затухают при росте lzl по экспоненциальному закону. 

Это не связано с джоулевымя потерями энергии, происходит локали
зация поля у возбуждающего устройства, ЭМ поле становится мест
ным (локализованным) полем. Оно не распространяется вдоль про
дольного направления. 

Критическое значение коэффициента распространения h = О 
определяет границу между распространяющимлея и нераспространяю
щимися волнами. 

Если умножить векторно (5. 1 1) и (5. 12) на 1, , затем раскрыть 

двойное векторное произведение и учесть, что lz · Е1'3 = О , 
1, · Н1'3 = О ,  то получим эквивалентные (5. 1 1), (5. 12) формы 

[Ё1 , 1, ] = ±ZмН1 . Ёl = ±Z,J1, , Hi J . (5. 1 3) 
Таким образом, (5. 1 1)-(5. 13) можно представить в общей форме 

[Ё.l. , 1 , J = ±zR.l., Ё.1. = ±Z[l, , H.l.], (5. 14) 
где для Н-волн Z = Zм , а для Е-волн Z = Z3 • 

5. Для определения продольных составляющих векторов на
пряженностей ЭМ поля используем уравнения Гельмгольца ( 1 . 129). Уч-

тем, что V2 = Vl + д2 1 дz2 ,  где V L - оператор Гамильтона включает 

только производвые по поперечным координатам. Применям (5.2). При 
этом из ( 1 . 129) получаем уравнения Гельмгольца 

2 · 2 " _  · 2 · 2 · _  · м VLE, + kLE, - -M, ,  V.l.H, + k.l.Hz - -M, , (5. 1 5) 
из которых следует, что k .l = (k2 - h2i12 имеет смысл коэффициента рас

пространения поля в поперечном направлении направляющей системы. 

Если присоединить к уравнению (5. 1 5) для Е, граничное усло-

вие для Е, на поверхностях раздела сред направляющей системы, то 

получим граничную задачу для Е, . Решением этой задачи определяют-
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ся электрические волны. Если присоединить к уравнению (5. 15) для Й z 

граничное условие для Й z на поверхностях раздела сред направляю
щей системы, то получим граничную задачу для Й z • Решением этой 
задачи определяются магнитные волны. Обе эти задачи являются 
граничными задачами возбуждения ЭМ волн. 

6. Для точек наблюдения, находящихся вне сторонних источни-
ков, М z = М: = О  . Поэтому для таких точек имеем однородные урав
нения Гельмгольца 

2 . 2 • 2 • 2 • V .1Ez + k.1Ez = 0, V .1Hz + k.1Hz == 0. (5. 16) 

Однородное уравнение Гельмгольца для Е, с однородным гра
ничным условием для Е, составляют граничную задачу для определения 
возможности существования электрических волн в направляющей сис
теме. 

Однородное уравнение Гельмгольца для Й z с однородным 
граничным условием для Й z составляют граничную задачу для опреде
летщ возможности существования магнитных волн в направляющей 
системе. 

Для закрытых направляющих систем (волноводов) граничные 
задачи на существование типов волн являются внутреJ.tнuми граничны
ми задачами. Решение (5. 1 6) ищется в поперечном сечении волновода 
S .l ,  ограниченном коитуром 1 . На коитуре l поставлены однородные 
граничные условия. Отличающиеся от нуля решения таких задач воз
можны только при дискретных вещественных положительных значени-
ях k1.m ( т =  0,1,2, .. . ; n = 0,1,2, . . .  ), называемых собствеJ.tньши значения
ми граничной задачи. Каждому собственному значению соответствует 
по крайней мере одна собственная функция Eunn или Й unn граничной 
задачи. Значение Evnn совместно с (5. 10) определяет Emn -волну, а зна
чение Й vnn совместно с (5.9) определяет Н mn -волну. 

Собственные значения и собственные функции определяются 
формой и размерами контура l и образуют бесконечную последова
тельность частных решений граничной задачи, удовлетворяющих со
вместно с (5.9), (5.10) уравнениям Максвелла. Так как nоследние линей
ны, то общее решение задачи есть двойная бесконечная сумма (по т и 
n ) частных решений граничной задачи. При этом дискретные значения 
продольных коэффициентов распространения hmn = (k2 - k1.m )112 • 
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Для открытых направляющих систем граничные задачи на су� 
ществование типов волн могут быть внешними. Решение (5. 16) ищется 
в поперечном сечении S L направляющей системы, ограниченном внут-

ренним контуром l , на котором задано однородное граничное условие, 
и внешним контуром, находящимся на бесконечности. На внешнем кон
туре в качестве граничных условий применяются условия излучения. По-

иск kim,. , Ezmn, Й zmn при этом значительно усложняется. 

7. При решении задачи возбуждения ЭМ поля в направляющей 
системе вместо уравнений Гельмгольца (5. 15) часто применяются урав
нения Гельмгольца ( 1 . 1 17), ( 1 . 1 22) для векторных потенциалов. При 
этом правые части уравнений непосредственно выражаются через nлот� 
ности сторонних токов. Граничные условия для составляющих векторов 

А, А м получают из граничных условий для составляющих векторов 

Е, Н .  

5.3. Мощность, переносимая полем через поперечное 
сечение направляющей системы 

1. В векторах напряженностей полей частных решений 

Enm , Hmn здесь индексы т, n для сокращения записи опускаем. 

Рассмотрим мощность, переносимую полем прямой волны. Че
рез поперечное сечение S L (z) направляющей системы (рис. 5.2) 

ЭМ поле переносит мощность 

Pl.(z) = JilndS, (5. 1 7) 
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Рис. 5.2. К определению 
коэффициента затухания 

s� (z) 
где n = 1z . Учтем, что 

il:n == 0,5[Е, Ii.*J n = 

= 0,5[E.L + 1z Ez ,н: + lzй;] n 
= o,s[E .L '  н:] n, 

так как [lz ,H:] lz О и 

[Е .L ,1 z ] 1 z О , поскольку векторы 

[EJ.,1z] и [lz ,H:] перпендику

лярны lz , а [lz,lz ] = 0 .  Применяя 

nравило (П1 .9) вычисления смеша
ного произведения векторов, имеем 



iln 0,5[E.L , H� ]n = 0,5[n,El.JH� = 0,5[H�, n]E.L . Если здесь с помо

щью (5. 14) заменить векторные произведения, то получим 

iln = (22*)-1\E:.L\2 = 0,5Z\il.t.l2 • При этом из (5. 1 7) имеем 

P.L(Z) = � JIE:.L(P)\2 dS = 
z Jlii.L (P)\2dS, (5.18) 2Z s.�.(z) 2 S.L(z) 

где для Н-волн Е .L = Е1 ' ii.L = н� ' z = Zм ' а для Е-волн 

H.L = Н}. , Z = Z3 • 

Из этого выражения следует, что при отсуrствии джоулев:ых 
потерь в направляющей системе для расnространяющейся волны, когда 

чисто действительные величины, .P.L чисто действительная 

величина. Для нерасnространяющихся «волн» Р1. - мнимая величина, 

так как Zм и Zэ - мнимые величины. 

Мощность, переносимая полем обратной волны, определяется 
тоже по (5. 1 8). 

Для увеличения Р1. необходимо увеличивать наnряженность электрического 

noлs:. Но nоследияs: ограничена nредельным значением Ерозр - разрs:дной наnряженно

сти электрического nоц nри которой в диэлектрике, заоолнs:ющем направшnощую сис
тему, может начаться высокочастоmнl>lй пробой [9]. Среда в режиме высокочастотного 
nробоя имеет большое значение nроводимости, регулярность наоравлиющей системы: 
нарушается. ЭМ волны отражаются от нереrулярностей, режим работы: генератора нару-

шается. Значение Ерозр определяется заполняющим диэлектриком. Сухой воздух, наори

мер, nри нормальных давлении н начальной ионизации имеет 

Epa:JP = 2,9 · 106 В/м = 29 кВ/см. Если 8 (5. 1 8) nодста8ИТЬ Еразр для диэлектрика, заnол

ияюшего наnрамяющую систему, то найдем разрЯдное значение мощности Р.lрозр . 
В оригиналах направляющих систем допустимая рабочая мощность PJ.дon 11Р.lрозр 
должна быть меньше разрs:дной, так как в них сущест8уют отраженные от нереrулярно
стей ЭМ волиы, увеличивающие наnряженность электрического поля. Поэтому коэффи
циент заnаса электрической прочности 8Ыбирается 8 nределах f1 = 1 / 3  + 1 1 5  . КоэффИ11!1-

ент заnаса 11 зависит н от условий эксnлуатации наnравшnощей системы. 

5.4. Коэффициенты затухания векторов nоля 

1. Вычислим коэффициент затухания векторов поля в наnрав
ляющей системе за счет джоулевых потерь в металле. ИIЩексы т, n 

в частных решениях задачи Emn, Нтп опускаем для сокращения записи. 

В математических моделях направляющих систем проводимость метал-
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лических труб, проводников принимаеrся бесконечной. Однако, в ориги
нале металл имеет конечную проводимость. Распространяющееся 
ЭМ nоле nроникает в металл, возникают теnловые nотери, на nоследние 
тратится часть мощности источника. Строго оnределить коэффициент 
затухания можно, вычисляя строго nоле внутри и вне металлических тел 
и приравнивая касательные составляющие наnряженностей nолей на rра
ницах раздела металла и nрилегающей среды. Решение nозволит оnреде
лить значения коэффициентов распространения, в том числе коэффици
ента затухания. Однако, такие решения являются очень rромоздкими. 

Для вычисления коэффициента затухания используется. при
ближенный метод. Он состоит в том, что nоле в наnравляющей системе 
оnределяется на основе математической модели с идеально проводящим 
металлом. Затем считаеrся, что при конечной проводимости металла nоле 
в наnравляющей системе остается таким же, как при идеальной его nро
воднмости, но касательная к металлической nоверхности составляющая 

вектора Е на nоверхности металла равна не нулю, а отличается от нуля. 
Ее оnределяют с nомощью имnедансных rраничных условий (4.29). 

Если обозначить через Е,; и il,; касательные к металлической 

nоверхности составляющие векторов Е и il , а n - орт внешней нор

мали к металлической nоверхности, то из (4.29) имеем [n,E,;] = ZsH,; на 

nоверхности S металла. Считаем, что Zs = W1 , где 

wl = �lla 1 la "" �(J)IJ.at / 0"1 exp(i1t/4) характеристическое соnротивле

ние металла (см. § 2.5). Так как IW1\ очень мало, то значение IE,;I на nо

верхности металла мало отличается от нуля. Но это значение (совместно 

с IИ'tl ) оnределяет нормальную к nоверхности металла составляющую 

вектора Пойнтинга, а значит, мощность, затрачиваемую nолем на наrре
вание металла. 

Если в направляющей системе имеются только nотери за счет 

нагревания металла, то в (5. 1 )  h = h' -iам , где а.м - коэффициент за-

тухания, h' > О .  При этом из (5. 1 )  для прямой волны имеем 

Е(р) = E(p.L)exp(-ih'z)exp(-aмz), 
Н(р) = H(p.L)exp(-ih'z)exp(-a;мz). 

(5. 19) 

Поnеречные сечения S .L (z) и S .L (z + Дz) наnравляющей системы выде

ляют цилиндр с оrраничивающей его боковой nоверхностью AS' про

водника и длиной образующей Дz ,  nричем AS' lAz , где l - контур 

nоnеречного сечения, оnределяющий AS' ; n' - орт внешней нормали 
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(рис. 5.2). По (5. 18) находим мощности FJ.(Z) и FJ.( z+ Az) в попереч

ных сечениях S .L (z) и S J. (z + &) . За счет затухания векторов поля с 

увеличением z Re P.L (z) > Re PJ. (z + &) . Разность мощностей 

Re p.L (z) -Re F(z + &) есть мощность мrrr джоулевых потерь в ме

талле на дЛине & направляющей системы: 

мm = ReFJ.(z) -ReFJ.(z +&) = P.Lcp(z) -P.Lcp(z+ &) . 
Разделим APm на & и пусть & -7 О . Тогда по определению 

lPщ<z+ &) P.Lcp(z)Y & == dP.Lcp (z)ldz , а мm 1 & - потери мощно-

сти на единичной дЛине направляющей системы (погонные потери): 

АР"т dP J.c,(z) 
Az dz 

(5.20) 

Определим мm 1 & . Потери мощности на нагревание метал

лического цилиндра, имеющ�го поверхность AS' , возникают за счет 

потока вектора П через Э1У поверхность: 

мт: Re Jiln'ds. 
М' 

Векторы Е и Н представим в виде: Е = En' + Ет , 
ii = Hn' +Н  т , где En', Hn' - нормальные к поверхности металла со

ставляющие векторов. Тогда на AS' . lln' = 0,5[E,il*]n' == 

0,5[Еп' + E-r;. и:, + н:]n' . Применяя правило вычисления смешанного 

произведения векторов и учитывая, что En' 11 n' , Hn' 11 n' , получаем 
. ,  • •  ,. ,  , · "' *  Пn 0,5[Ет,Нт ]n = 0,5[n ,Ет1Нт . Но в соответствии с импедансным 

граничным условием [n',Ет] = W1Нт . Поэтому на поверхности AS' име-

ем: iln' 0,5W1!ii'tY . Таким образом, 

мm .!.ReW1 flii"t\2 dS. 
2 м' 

Обозначим здесь R1 = Re W1 и учтем при интегрировании, что 

по (5. 19) jн-r(P)I == /ilт(PJ.)jexp(-aмz) . Тогда при ам& -7 О получаем 
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Разделим это выражение на Az и подставим значение мrrr 1 Az в (5.20). 
Получаем 

(5.21) 

Находим по (5. 18) правую часть этого равенства. Так как для 
распространяющихся волн в математической модели при отсутствии 
тепловых потерь в диэлектрике характеристическое сопротивление 

Z - чисто действительная величина ( Z = z* ), то в (5. 1 8) при этом 

Р.1 (z) = P.lcp (Z) . Учитывая, что jil.l (p)j = jil.l (р .l)jexp(-a.,z) , получаем 

из (5. 1 8): 
dP�;(z) 

= � [ze-2a.z k L'H.L (р .t>/2 dS ]= -2a.,e-2a. z х 
(5.22) 

где P.LOcp - средняя мощность, переносимая полем: 

Подставим значение производной (5.22) в (5.21 )  и сократим экспонен
циальный множитель. Получаем 

Rl flilт(P .t>l2 dl = 2a.,P.LOcp• 
2 1 

откуда находим коэффициент затухания за счет джоулевых потерь 
в металле: 

а., = --.!Lfjilт(P .L)j2 dl. 
4P.Locp 1 

Восстанавливая индексы т, n для частных решений Ётп, Hmn , 
получаем 

(5.24) 

Так как R1 = ReW1 = (roJ.taJ / 2cr1 )1 12 = 1/cr1o1 , то из (5.24) следует, 

что amn,м зависит от частоты (длины волны), проводимости металла 

cr1 , размеров и формы поперечного сечения, от значения lilmn,тl 
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у металлической nоверхности. При малых значениях IП-.-tl должно 

быть малое значение а""'.м .  Объясняется это тем, что IП-.'t\ в поверх

ностном слое (толщины, равной глубине nроннкновення) металла инду
цирует объемные токи, при этом возникают тепловые потери. Если 

Hmn - и Еm11 -волны имеют разные расnределения /Iimn.�/ на контуре l ,  
то аm",м у них должны быть разными. 

Число nроводников в поперечном сечении наnравляющей сис
темы может быть равным N . Тогда интеграл в (5.24) есть сумма инте
гралов по контурам 11, 12, ••• , lн , ограничивающих поперечные сечения. 

Поэтому при увеличении количества проводников следует ожидать 
увеличения атп.м . 

2. Коэффициент затухания а за счет теrшовых потерь в диэлек
трике, заnолняющем направляющую систему н имеющем nроводимость 
cr ,  оnределяется решением граничной задачи. Но его можно найти и по 

мотиости потерь APдrrr , затрачиваемой полем на нагревание цилиндра 

AV = Az ·Sl.(z} , заnолненного диэлектриком (рис. 5.2). Из уравнени• 

баланса мощностей имеем 

�rrr =.!.  J �E(p)l2 dV. 
2 AV 

(5.25) 

Для nрямой волны jE(p)/ = /E(pl.�exp(-az) . Позтому из (5.25) имеем 

при aAz -4 0  
1 z+Az l мдпт =- f e-2�dz f �Ё(p.L)I2 dS =-е-2щ.Аz f �Ё(p.L�z dS. 
2 t SJ. 2 SJ. 

Тоrда погонные потери мощности 

дрпr 1 ...1 . \12 & д = 2е-2щ J ..... IE(p.LIJ dS. 
SJ. 

(5.26) 

При вычислении P.Lcp(z) по (5. 18) надо учитывать, что Z мо

жет быть комплексной величиной, так как имеются тепловые потери в 
диэлектрике. Поэтому по (5.22) 

dP � -2ае-2щР (5.27) 
dz .LOcp• 

где Рщср оnределяется по (5.23). 
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Подставляя в (5.20) значения АF'лпт 1 Az из (5.26) и производной 

(5.27) и сокращая экспоненциальные множители, получаем 

а = -1 - J �Е(р.�.)\2 dS. 4P.LD,cp SJ. 
Восстанавливая индексы m, n и для частных решений Emn, ilmn , полу

чаем 

атп = 4р 1 J�Emn(P.t)\2dS. mn,l.O,cp S J. 
(5.28) 

3. Для обратной волны коэффициенты затухания атп,м и атп 
определяются тоже формулами (5.24) и (5.28). 

4. Оrметим, что амiiЛитуды векторов поля за счет теiiЛовых nотерь уменьшают
ся на дnине 8z = L наnравляющей системы по эксnоненциадьному закону (5.19), поэтому 
jE(z��E<z + L)j = exp(aL) , а мощности - по закону (5.1 8), поэтому 
P.!..cp(z)/ PJ.,q>(z + L) = exp(2aL) . Единицей измерения коэффициента затухании является 
[а.] =1/м (непер!метр). Однако, чаще nрименяют едиющу измерения [а.'] "'децибед/метр. 

Тогда 
a.'L = 101g[PJ.,cp(Z)/ PJ..cp(z + L)] = 10lg[exp(2aL)] = 10·  2a.Uge = 8.686a.L 

Поэтому а.' = 8,686а. и а =  0,1 15Ia.' . Наnример, если а.' =  10 дБ/м, то 
a. = O,ll5H0 = 1,15 l  м·1• 
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6. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЬ/ В 
ЗАКРЬ/ТЬIХ НАПРАВЛЯЮЩИХ СИСТЕМАХ 

6.1 . Граничная задача о возбуждении прямоугольного 
волновода 

1. Рассмотрим постановку задачи о возбуждении ЭМ поля в пря
моугольном волноводе . Пусть имеем бесконечно длинную полую запол
ненную однородным изотропным диэлектриком металлическую трубу 
с прямоугольным одинаковым по длине поперечным сечением. Счиrаем, 
что металл является идеальным проводником (рис . б.l ,а). Внутри трубы 
в области V" заданы сторонние электрические и магнитные токи с ком-

плексными амплитудами jc(p,ro) и jм,c(p,ro) , возбуждающие ЭМ поле 

на частоте ro.  В ведем ДСК так, чтобы ось z была направлена вдоль вол
новода (трубы), а область V" бьmа расположена на конечном расстоянии 

от начала координат . Касательная к поверхности стенок составляющая 
вектора напряженности электрического поля и нормальная составляющая 
вектора напряженности м агнитного поля в соответствии с граничными 
условиями ( 1 .94) на стенках трубы должны обращаться в нуль . По коор
динате z волновод является неограниченным .  Поэтому ЭМ поле должно 
удовлетворять условиям излучения при z � ±оо . Волновод (и область 
V" ) з аполнен однородным изотропным диэлектриком с параметрами 

ёа,�а . Среда линейна . Положение области V" по координате z опреде

лено на рис . 6.1 ,б. Надо найти векторы Е и il .  
Решение неоднородных уравнений Максвелла так же, как 

в случае неограниченного пространства, сводится к решению неодно-

dl О z' d,_ z z 
а б 

Рис. 6. 1 .  Сторонний источник в прямоугольном волноводе 
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родных уравнений Гельмгольца ( 1 . 1 17), (1 .122) для комплексных ам
плитуд векторных потенциалов: 

v2A + t2.A = -jc,  v2Ам + k2Ам = -Jм,с . (6. 1 )  

Векторы Е и Н вычисляются по (1 . 124), (1 . 125). Составляю
щие А и А м должны удовлетворять на стенках волновода rраничным 
условиям. Последние можно получить из ( 1 . 1 16), (I . 1 17), приравняв 
касательные составляющие Е или нормальные составляющие Н на 
стенках волновода нулю. Уравнения (6.1)  необходимо решать при опре-
деленных rраничных условиях для составляющих векторов А и А м • 

Этим задача возбуждения ЭМ поля в волноводе отличается от соответ
ствующей задачи для неоrраниченного пространства. 

Обычно прямоугольный волиовод возбуждается с помощью 
прямолинейного электрического вибратора, перпендикулярного про
дольной оси волновода. Поэтому начнем изучение с этого наиболее 
важного для практики случая. Пусть сначала jc = 1 У}� , jм,с = О . Тогда 

из уравнений (б.l) имеем Ам = 0 , Ах Az = 0  и 
2 . 2 . 2 . д Ау д Ау д Ау 2 • ··с 

-2- + -2-+ -2-+ k Ау = -Jy· (6.2) 
дх ду дz 

У становим rраничные условия для функции АУ . Касательными 
к стенкам волновода, расположеШIЫм при х = О  и х = а  (к боковым 
стенкам), составляющими Е являются Е1 и Ez . Значит, по ( 1.94) 

Еу = О, Е, = О  при х = О, х = а . (6.3) 

Составляющими Е ,  касательными к стенкам волновода, расположен
ным при у = О и у =  Ь (к нижней и верхней стенкам), являются Ех и 

Е, . Поэтому 
Б = О  z при у = О, у = Ь . 

Составляющие Е выражаются через А1 по (1 . 124): 
2 .  2 . 2 .  

(6.4) 

. 1 д А1 . . · 1 д Ау · 1 д А1 
Е =----· Е = -zWJ.I. А + ----· Е = ----. (6.5) х iroea дхду , у а у iroea ду2 ' z iroea дzду 
Из этих выражений видно, что (6.3) и (6.4) удовлетворяются, если 
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Следовательно, на части граничной поверхности (на боковых 
стенках) искомая функция должна обращаться в нуль, на другой же час
ти (на нижней и верхней стенках) должна обращаться в нуль нормаль
ная производпая искомой функции. 

Отметим, что тот же результат получим, используя граничное 

условие (1 .94) для Н .  
ДифференциШtыюе уравнение (6.2) вместе с граничными усло

виями (6.6) составляет гран.ичн.ую (краевую) задачу. 
2. Выполним решение граничной задачи (6.2), (6.6). 
Решеине уравнения (6.2) можно искать, последовательно при

меняя преобразоваиие Фурье по координате х ,  по координате у , а за-

тем по координате z . Но ЭМ nоле, и, следовательно, решение Ау 
существуют иа интервале О �  х � а .  Поэтому Ау(х) при фиксирован

ных у и z удобно сразу представить в виде разложения в ряд Фурье по 

х .  Считая, что Ау(х) удовлетворяет условиям разложимости в ряд Фу

рье, имеем 
OQ Ay(x, y, z) = LCт(y, z)e-imxxfa '  

m=--oo 

где Cm - коэффициентъ1 Фурье зависят от у, z . 
Рассмотрим физическое содержание этого разложения. В вы

ражении ехр( -iтm: 1 а) величина тnl а коэффипиент фазы бегущей 

волны. Если т > О ,  то экспонента описьтает бегущую в направлении 
увеличивающихся значений х волну. Если т <  О ,  то экспонента опи
сывает бегущую в направлении уменьшающихся значений х волну. 
Эти волны, как можно предположить, должны отражаться от боко
вых стенок. Наложение бегущих навстречу друг другу волн должно 
привести к образованию стоячих волн в интервале по х от О до а . 

Предположим, что перемеииая z фиксирована, Ау как функ

ция у удовлетворяет условиям разложимости в ряд Фурье. Тогда 

Ау (Р) = :,Ёe-i��t�Uia :,Ёdmп(z)e-imtylb, 
где dmn - коэффициенты Фурье функции Ст(У) . 

Физическое содержание разложения в интервШlе у е [О,Ь] не 
отличается от изложенного выше. 
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Поскольку по координате z ЭМ поле должно существовать в 
интервале -оо < z < оо ,  то функцию dmn (Z) представим в виде интегра
ла Фурье ( 1 .52): 

Ау(р) = i:e-inmx/a i:e-imtylb . � j g�mn(x) e-ixzdx. (6.7) т:� п=� v 27t -� 
При фиксированном значении х = х0 подынтегральная функ

ция равна g�mn(x0)exp(-ix0z) .  Если х0 > О ,  то экспонента описывает 
бегущую в направлении возрастающих значений z волну с коэффици
ентом фазы х0 и амплитудой g�mn(x0) .  Это неоднородная плоская 
волна. Значит, интеграл Фурье представляет собой разложение векото
рого поля по спектру плоских волн, распространяющихся в направле-
нии возрастающих значений z при х > О и - распространяющихся в 
обратном направлении при х < О . Разложение удовлетворяет условию 
излучения. 

Для определения коэффициентов g�mn надо использовать гра-

ничные условия для Ау и, так же, как в случае неограниченного про
странства, - уравнение Гельмгольца (6.2). 

Подставим (6.7) в граничное условие (6.6) при х = О . Получаем 
_1_ � -inny/b J -ixzd � 1 = 0 
f}; n� 

-�е Хт�_!утп . 
Это равенство может удовлетворяться только, если внутренняя сумма 
по т равна нулю. Разделим ее на частичные суммы и преобразуем: 

� 
Lg�mn = Lg�mn + Lg�mn = g�On + L(g�mn + g�(-m)n ) = О. т=� m=O т=-1 m=l 

т 1 о 1 1 огда gyOn = ' gy(-m)n = -gymn · 
Учитывая это, из (6.7) получаем 

А. 
- 1 � . тn � -inny /b �f " ( ) -ixzd (6.8) У - � � sш -х � е g ymn х е Х, 

"27t m=l а п=� -� 
где g;mn = -i2g�mn .  Граничное условие (6.6) при х = а выражением 
(6.8) удовлетворяется. 

Выражение (6.8) при фиксированных у и z представляет со-
бой разложение решения по системе стоячих на интервале х Е [0, а] 
волн, имеющих дискретные значения коэффициента фазы тnl а .  Коли
чество узлов данной волны зависит от номера т . 
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Подставляем выражение (6.8) в граничное условие (6.6) при 
у = О . Приравнивая внутреннюю сумму по n нулю, имеем: 

g;m(-n) = g;mn . Преобразуя в (6.8) ряд по n с учетом последнего равен
ства, находим 

· 1 - � - а - · 

Ау = г;:- L,sin-x :L,cos-y  J gymn (x)e-•xzdx, (6.9) 
v21t m=l а п=О Ь __ 

где g ymn = Eng;mn , En = 1 при n = О , En == 2 при n == 1,2,3, . . . . Граничное 

условие (6.6) выражением (6.9) при у ==  Ь удовлетворяется. 
При х и z фиксированных (6.8) есть разложение решения по 

системе стоячих на интервале у Е [0, Ь] волн, имеющих дискретные 
значения коэффициента фазы nnl Ь . 

Подставим разложение (6.8) в уравнение (6.2). Получим, вы
полняя дифференцирование: -1 f f j [е -(тп)2 -( nn)2 -x2]gymn (x)x 

.J2n m=l n=O __ а Ь 
. тn nn -ixzd ·.с ( ) xsш-;-xcosbye x = -Jy x, y, z . 

Отсюда следует, что функция распределения плотности объемного воз
буждающего тока (в правой части равенства) представлена в виде раз
ложения по той же системе функций, по которой ищется решение гра
ничной задачи. 

Чтобы найти g ymn , примелим к последнему уравнению обрат-

ное преобразование Фурье. С этой целью умножим равенство на 
sin(т'nx!a)cos(n'ny lb)exp(ix'z) l../2ii , где т', n', х' - фиксированные 
значения т, n и х , и проинтегрируем результат по всему объему вол
новода. Учитывая разложение (П2.5) 8 -функции, условия ортогональ
ности 

2 
J

a . тn . т'n Ет 
J
ь тn т'n {0, т :F- т' - sш-xsш--xdx = - cos- ycos-- ydy = _ , а 0 а а Ь 0 Ь Ь 1, т - т 

и проводя замену переменных интегрирования х, у, z на 

а х
' - на х ,  находим при hmn = [k2 - (тnl af - (пnl Ь f ]1 12 

( ) _ � 
J 

·.с ( , , ') . тn , nn , exp(ixz') dV' gymn х - г;::-:: Jy x , y , z SШ х cos у 2 2 . 
v 2nab v а Ь Х - hmn 

и 

1 1 1 х ,  у ,  z ' 

(6.10) 
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Если подставить (6. 10) в (6.9), то найдем, что решение содержит 
интеграл 

=
J exp[-ix(z - z')] -1.. . 

2 2 их.. 
-= Х - hmn 

Применим к нему теорию вычетов (см. § П4). Получим, что он равен 
nexp[±ihmп<z- z')]lihmn • где верхний знак соответствует z - z' < 0 ,  а ниж-
ний - z - z' > O .  

В результате из (6.9), учитывая размеры области Vн по коорди
нате z (рис. 6. 1 ,6), имеем 

· 1 = = е  . mтt  n1t J . m1t ,  n1t , Ау(р) = -. - LL_n_sш�xcos-y sш�х cos-y х 
юЬ m=ln=Ohmn а ь SJ. а ь 

х[ -ih",.z f
z 

··с ( ' ' ') ih",.z'd ' + е }у x ,y , z е zlz>z' 
dl 

(6. 1 1) 

+ ih",.z df ·.с ( ' ' ') -ih",.z'd ' f'dy' е j ly x ,y , z е zlz<z' , 
z 

где S .l означает поперечное сечение волновода. 
Заметим, что выражение ( 6. 1 1 ) удовлетворяет всем условиям 

теоремы единственности: оно удовлетворяет граничным условиям на 
идеально проводящих стенках волновода и условиям излучения, удов
летворяет неоднородному уравнению Гельмгольца (6.2) для точек на
блюдения, находящихся в области источников, и однородному уравне
нию Гельмгольца для точек наблюдения, находящихся вне области ис
точников. 

В области источников поле представляется (если hmn - дейст
вительная величина) в виде наложения волн, бегущих по z навстречу 
друг другу. Для точек наблюдения правее источников ( z > d2 ) второе 
слагаемое в (6. 1 1 ) равно нулю и поле представляется в виде бегущих 
волн в направлении возрастающих значений z ; для точек наблюдения 
левее источников ( z < d1 ) первое слагаемое в ( 6. 1 1) равно нулю и поле 
представляется в виде бегущих волн в направлении уменьшающихся 
значений z .  

где 

202 

Выражение (6. 1 1 ) можно записать в сокращенной форме 

А. � � . m1t n1t ±ih z у (Р) = LJ L.Jaymп sш-xcos-ye тп , 

m=l n=O а Ь 
(6. 12) 



€ 
J 

·.с • т1t ' n1t ' �ih z' ' 
а = --"- 1 (q) sш-x cos- y e  т• dV ymn ' bh у Ь ' za mn v. а 

где верхний знак берется при z - z' < О ,  а нижний знак - при z - z' > О .  
Отметим, что параметр hmn имеет смысл коэффициента распростра
нения волны вдоль оси z. 

3. Пусть Y = 1xj� и j"·0 = 0 .  Тогда из уравнений (6.1 )  имеем А" =О , 
Ау = Az =О  , а составляющая Ах удовлетворяет скалярному уравнению Гельмгольца 

· 2 · ·.с Мх +k. Ах = -Jx· 
Составляющие Е выражаем по ( 1 . 124): 

1 д2 А . 1 д2 А Ех = -iOOJ.!aAx +-----
х · Е = -----

х 
· iroEa дх2 ' У iroEa дудх ' 

Граничные условия для Ах получаем из (6.3), (6.4): 

(6.13) 

2 . Е = -1_ д  Ах 
z iroea дzдх

. (6.14) 

Ах = О при у = О ,  у = Ь ; дАх lдх=О  при х=О , х=а . (6.15) 

Искомую функцию представим выражением (6.7), где g�mn надо заменить на 

коэффициенты g :".,. . 

где 

Решеине граничной задачи (6.13), (6.15) находим так же, как и выше: 
. - - m7t n7t . Ах(р) = L Laxmn sin-xcos-ye±•h..nz , 

m=O n=l а Ь 

Ет I ·.с m1[ , о n1C , =Fih z' , 
ахтп = -.-- Jx(q)cos-x sш-уе ... dV . 

1аЬhтп v. а Ь 

(6.16) 

4. Пусть jc = 1z j� ,  j"·0 = 0 . Тогда из (6.1) имеем А" =О , Ах = Ау = О , а со

ставляющая Az удовлетворяет уравнению Гельмгольца 

· 2 · ·.с 
Mz + k Az = -Jz · 

Граничные условия для Az получаем из (6.3), (6.4) и (1 . 124): 

Az = 0  при х=О, х =а; у = О, у = Ь. 

(6.17) 

(6.18) 

Решение граничной задачи (6.17), (6.18) находим так же, как для функции Ау . 
Получаем: 

где 

· m7t n1t ±ih 
Az (p) = L Lazmn sin-xsin-ye mnZ , 

m=l n=l а Ь 

2 
J 

·.с ( ) 
• m7t , . n1t , +ih,..z' , azmn = -.-- )z q sш-х ыn-у е  dV . 

шbhmn v. а Ь 

(6.19) 

5. Если все составляющие j< отличны от нуля, то, применяя принцип наложе

ния, получаем А = 1 х Ах + 1 У Ау + 1 z Az . Векторы Е и Н определяются тогда по 

(1 .124), (1 . 125). 
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6. Пусть в волноводе ЭМ поле возбуждается сторонним магнитным током 

jм,с = 1 х );•с + 1 У );·с + 1, j�·c , а сторонний электрический ток отсутствует: j< = О . Тогда 

А = О , декартовы составляющие А j ( j = х, у или z ) в соответствии с ( 6.1) определяют

ся скалярными уравнениями Гельмгольца 

(6.20) 

Подставляя составляющие Ёх,Ёу и Ё, из ( 1 . 1 24) в условия (6.3), (6.4), получаем гра-

ничные условия для л;, л; и л: : 

Л; = дА; tдх = дА: tдх = О, х = О,х = а; 

дА;' !ду = Л; = дА� !ду = О, у = О, у = Ь. 
(6.21) 

Каждое из условий (6.21) совместно с уравнением (6.20) составляет граничную 

задачу. Применяя для решения задач метод Фурье, находим 

где 

• оо оо nrtt пп ±i А;'(р) = L Lbxmn siп-xcos-уе "-' ,  
m=l n=O а ь 

. m7t n7t ±U.,.. А; (р) = L Lhymn cos-xsiп- ye ' , 
т=О n=l а Ь 

. - mn nn ±'• А: (р) = L Lhzmn cos-xcos-уе , ...... , , 
m=O n=O а Ь 

bxmn =� J );•c (q)siп m1t x'cos n7t y'e+ih,."z'dv', 
1abhmn v. а Ь 

ь Em 
J ·.м с (  ) 

m7t , . nn , +ih,."z'dv' утп = -.-- Jy' q cos-x sш-у е  , 
1abhmn v. а Ь 
EmEn f ·.м с m1t , n1t , +i'- z' , 

bzmn = -.--- )z ' (q)cos-x cos-y e  "mn dV .  
i2abhmn v. а Ь 

· Разложения (6.22) по существу не отличаются от разложений (6.12). 

(6.22) 

Если в объеме V8 волновода отличны от нуля и электрический и магнитный 

сторонние токи, то Е, Н вычисляются по ( 1 . 124) и ( 1 . 1 25), а составляющие векторных 

потенциалов - по (6.12), (6.16), (6.19) и (6.22). 

Решение задачи о возбуждении nоля в бесконечном прямоугольном волноводе с 

идеально проводящими стенками произвольным распределением плотностей сторонних 

электрических и магнитных токов является общим. Оно удовлетворяет как однородным, 

так и неоднородным уравнениям Гельмгольца для векторных потенциалов и, следователь

но, удовлетворяет как однородным, так и неоднородным уравнениям Максвелла. Оно 

удовлетворяет граничным условиям и условиям излучения. Следовательно, решение 

единственно. 
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6.2. Свойства электрических и магнитных волн в 
прямоугольном волноводе 

1. Свойства направляемых ЭМ волн рассмотрим на важном для 
практики случае. Пусть сторонним источником Vи является прямолим 

нейный электрический вибратор длины L , параллельный боковым 
стенкам (рис. 6.2,а). Ток по длине вибратора распределен по закону 
стоячей волны, причем точка приложения сторонней э.д.с. расположена 
у нижней стенки волновода. Если вибратор тонкий, то оригинал можно 
заменить математической моделью источника - линией стороннего 
тока (рис. 6.2,6). Распределение плотности линейного стороннего тока 
по линии (нити) определяется законом стоячей волны 

jc = 1yi0 sin /30(L у) (рис. 6.2,в). Тогда j" = ic(y)б(x-x0)o(z - z0) .  
2. Имея математическую модель стороннего источника, найдем 

Е и Н . Для этого определим Ау . Подставим в (6. 1 1 )  )� и выполним 

интегрирование. Как отмечалось выше, для точек р ,  расположенных 

при z > Zo, второй интеграл в квадратных скобках выражения ( 6. 1 1) 
равен нулю, так как при z S z' равен нулю ток. Первый интеграл в 
квадратных скобках оказывается конечным, поскольку при z ;,:: z' ток не 
равен нулю. Поэтому выражение в квадратных скобках равно 

i0 sin�0(L- у')о(х' - .xo)exp[-ihmn (Z - Zo)] . 

Для точек р , расположенных при z < Zo , первый интеграл 

в квадратных скобках равен нулю, поскольку при z ;,:: z' равен нулю 
ток; второй интеграл отличен от нуля, так как при z S z' отличен от 
нуля ток. При этом выражение в квадратных скобках равно 

i0 sin�0(L- у')б(х' -.xo)exp[ih..m(z- Zo)] . 
Используя основное свойство б мфункции при интегрировании 

�ь_. 
о l(y,to) 

а в х 

Рис. 6.2. Вибратор и нить тока в волноводе 
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по х' и выполняя интегрирование по у' в пределах от О до L , получа

ем из (6. 1 1) : 

где 

• � 00 mn пп н Ау(р) = L.J Lamn sin-xcos-ye ' ... z , m=l n=O а Ь 

_ 
iol3oeп (cos пnL j b - cos l3oL) . тп (- 'h ) (6 23) amn - 2 2 sш-хо ехр +l mnZo ' . 

iabhтп[l3o - (пп j Ь) ] а 

верхний знак берется при z � z0 , а нижний - при z � z0 . 
Продольную составляющую Ez определяем по значению АУ 

и (6.5): 
· - � �  · · _ _ птthтп . т1t . п1t . Ez - L.J L.JEzmn • Ezmn - +----атп sш-xsш-yexp(±zhmnz). (6.24) 

m=ln=O broea а Ь 

Продольную составляющую Й z определяем по значению АУ 
и ( 1 . 125): 
. дАУ � � - . mn тп пп . Нz= -д =L.J L.JHzmn , Hzтn= -amn cos-xcos-yexp(±zhmnz). (6.25) 

Х m=ln=O а а Ь 

Из (6.24), (6.25) следует, что Ez и Й z можно представить так: 
00 00 

Ez == L LEzmn<Pl.)e±ih ... z , Йz == L LЙzтn(Pl.)e±ih ... z . (6.26) 
m=l n=O m=l n=O 

Из (6.5), ( 1 . 1 25) и (6.23) можно определить поперечные состав-

ляющие Е l.mп == 1xi:xmn + 1уi:утп , 
форму, аналоmчную (6.26): 

00 00 

Е l. == L LE l.mn(P l.)e±ihmnz , m=l n=O 
00 00 

Hl. == L ,LHl.mn (P l. )e±ih ... z. (6.27) m=l n=O 
Из (6.26), (6.27) следуют два вывода. Во-первых, каждой паре 

индексов т и п соответствуют напряженности поля Emn и Hmn , и эта 

пара индексов характеризует тип ЭМ волны (моды).  Таким образом, 

Е и Н в волноводе представляют собой наложение бесконечного ко

личества полей типов волн (мод) Emn и ilmn . 
Во-вторых, если положить hmn == h ,  то поле каждого типа вол

ны представлено в виде (5. 1 ). Значит, оно может быть разделено на 
сумму полей магнитных и электрических волн. При этом для каждого 
типа волны справедливы выражения (5.9)-(5.24), т.е. 

· 
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•(J)III 1 дЙ Е" 1 ra [1 d Н ] Н" = - grad .::.:.:.ш!!!.. . {6.28) 
.Lmn = 

kf"", , , gra 
.L :им ' .Lmn kf"", .L дz ' 

• э 1 дЕ · э iro'ёa · E.l.nm = --grad.L �. H.l.nm = --2 -[lz,grad.L Ezmn], (6.29) 
k1.m дz k.l.nm 

где k.l.nm [(т1tla)2 + (n1tlb)2]112 • 
3. Изучим типы ЭМ волн. Поле любого из типов волн распреде

лено по поперечным координатам по закону стоячей волны: целое чис
ло т определяет число полуволн (вариаций поля) составляющей векто
ра поля, укладывающихся на интервале О �  х � а ,  а целое число n оп
ределяет количество полуволн (вариаций поля) той же составляющей 
вектора поля, укладьmающихся на интервале О �  у � Ь . Магн.итную 
волну, характеризуемую индексами т и n , н.азывают волной типа 
Н mn (или Н тп -волной). Электрическую волну, характеризуемую индек-
сами т и n ,  называют волной типа Emn (или Emn -волной). Поле 
Н mn -волн описывается выражениями ( 6.25), ( 6.28), поле Emn -волн 
выражениями (6.24), (6.29). 

4. Коэффициент распространения т, n -го типа ЭМ волны 
hmn = t\mn - io.mn , где Pmn• o.mn - коэффициенты фазы и затухания. 
Предположим временно, дпя упрощения анализа, что диэлектрик, за
полняющий волновод, не имеет джоулевых потерь, поэтому о. =  О и 
k = 13 • Тогда h".,. = Pmn - io.mn = [J32 (т1t/ а)2 - (n1tl Ь)2 ]112 • При изме
нении Л и (mп) меняется значение hmn . При этом возможны три слу
чая (см. § 5.2). 

В первом случае Л , т и n таковы, что !32 = {21t/Л)2 > 

> (т1t/ а)2 + (n1tl Ь)2 • Тогда t\mn = [f.\2 (т1tl а)2 - (n1tl Ь)2]112 , O.mn = О . 
Составляющие векторов поля т, n -го типа волны зависят от продоль
ной координаты по закону exp(±iJ3mnz) . Волна является бегущей волной, 
распространяющейся от вибратора в обе сторrжы (увеличивающихся 
и уменьшающихся значений z ) без затухания. В направляющей систе-
ме имеется волновой процесс. 

Во втором случае Л ,  т и 
таковы, что j32 < (m1t/a)2 + (n1t/b)2 • 

n могут быть 
Тогда Pmn = О , 

o.mn = [(m1tla)2 + (n1tlb)2 -j32]112 • Составляющие векторов поля этого 
типа волны зависят от продольной координаты по закону exp(±o.mnz) , 
т.е. амплитуды их экспоненциально убывают с удалением точки наблю-
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дения от возбуждающего устройства. Волновой процесс для этого типа 
волны отсутствует. Этот тип волны называют затухающим. Он явля
ется нераспространяющимся и термин «волна» в этом случае применя
ется лишь условно. 

Третий случай является критическим - это rраница между 
первым и вторым случаями. При этом Л , т и п таковы, что hmn = О , 
т.е. nри заданных размерах волновода а и Ь длина волны Л выбрана 
так, что она стала критической лkр,тп , nри которой 

[р�.тп - (m1t/ а)2 - (пnlb)2 ]11 2 = 0 .  Так как �kp.mn == 2п1Лkр,тп • то 

Л�ср,тп == 2/[(т/ а)2 + (п/ Ь)2 ]1 1 2 • (6.30) 
Чем больше числа т и п при заданных размерах а и Ь , тем 

меньше критическая длина волны волновода. 
Для распространяющихся типов волн (в первом случае) с уче-

том (6.30) �mn == f3fl - (Л /Лkp,mn )2i12 == roГmn /vф ,  где VФ == (ё0J!0 )-11 2 , 
Гтп = [1- (Л/Лkp,mn )2 ]112 . Поэтому фазовая и групповая скорости и дли

на волны в волноводе т, п -го типа волны 

Лв,mп = Лг,;;:. . 
(6.3 1 ) 

Из этих выражений видно, что фазовая и rрупповая скорости 
типов волн зависят от длины волны (частоты). Значит, волновод облада
ет дисперсионными свойствами. 

Для нерасnространяющихся типов «волн» (во втором случае) 

с учетом (6.зо) атп == �Kл'лkp.mn � -t]'2 и понятий Фазовой и rруппо

вой скоростей, длины волны в волноводе нет, так как коэффициент фа
зы равен нулю, �mn == О ,  и волнового процесса нет. 

Таким образом, в волноводе возбуждается бесконечный дис
кретный спектр типов волн. Но только конечное число типов волн 
с наименьшими индексами т и п являются расnространяющимися 
и бесконечное число типов волн с большими индексами т и п являют
ся затухающими. Поля затухающих типов волн существуют только 
вблизи стороннего источника (локальные, местные поля) и на пекото
ром достаточно большом расстоянии от источника затухают настолько, 
что ими можно пренебречь. Тогда можно считать, что Е(р ), Н(р) в 
этих удаленных от источника точках наблюдения оnределяются только 
распространяющимися типами волн. 
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5. Пример. Имеем волновод с размерами а =  0,71Л , Ь = О,SЛ . Тогда волна с ин
дексами m = l ,  n = O  имеет коэффициент фазы /310 = 0,70$ , а10 = О .  Все -mпы «ВОЛН» с 
т >  l ,  n > 0  имеют li .... = 0 ,  «mn "" О .  Например, у «ВОЛНы» -mпа m = l ,  n 1 t\11 = О ,  

а11 = 1,22j:\ . Зн!!-чит, все типы «волю> с индексами т> l ,  n > О JlВJIJ!IOТCЯ нераспростра
няющимися. Поэтому на достаточно большом расстоянии от стороннего неточника можно 
считать, что векторы поля определяются не бесконечными двойными рядами (6.26), (6.27), 
а одним членом ряда, т.е. 

6.3. Волна основного типа в примоуrоnьном 
воnиоводе 

(6.32) 

1. Рассмотрим Н10 -волну. При этом Ez!O = О , а составляющие 

векторов tro и нrо определяются из (6.25) и (6.28). 

Й zlO 
паю 1tX • 

--cos-exp(±zh10z), 
а а 

· м · м  Ну10 = 0, Ехю = 0; 

н· м xlO 
(6.33) 

Длина воJIИЪI в волноводе, фазовая и групповая скорости опре
деJJЯЮТСя по (6.3 1 ), а критическая длина волны - по (6.30): ЛkpJO = 2а .  
Характеристическое сопротивление по (5.1 1)  равно: zм.IO = kW 1 hш .  

Если размеры волиовода выбрать так, что а >  Ь ,  то Лkрю 2а 

оказывается наибольшей из критических волн всех других типов. По
этому поперечные размеры волновода при заданной длине волны Л 
оказываются самыми малыми, если в нем распространяется только 
Н10 -волна. По этой причине дJ1Я передачи энергии по прямоугольному 

волноводу используется в основном Н 10 -волна. Эта волна (при а > Ь )  
имеет наименьшую критическую частоту. Поэтому она называется вол
ной основного типа. Волны всех остальных типов (они могут быть 
и распростраияющимися и затухающими) называют волнами высших 
типов. 

Волна основного типа имеет самое малое значение коэффици
ента затухания, обусломенного потерями в металлических стенках. 

Для существования в волноводе только волны основного типа 
при заданном значении Л (или частоТЪ! f = v Ф 1 Л )  размеры поперечно-

го сечения волновода при а > Ь должны выбираться из неравенства 
лt<рм < л < 2а ' где лt<рм - наибольшая критическая длина волны из 
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полей высшего типа. Если в волноводе (линии передачи энергии) во 
всей полосе частот сигнала Л удовлетворяет этому условию, то волно
вод (линию передачи) называют одноволновым; если условие не удовле
творяется, то в волноводе распространяются наряду с основным высшие 
типы волн и волновод называют многоволновым (многомодовым). 

При а <  ь основной волной является Но! -волна, лkpOI = 2Ь . 

У словнем одноволновости волновода является Лкрм < Л < 2Ь . 

При а > 2Ь наибольшую критическую длину волны Лкрм имеет 

поле типа н 20 '  поэтому Лкрм = лкр20 = а . При а <  2Ь лkpOI = 2Ь . По

этому для того, чтобы волновод бьm одноволновым, необходимо вы
полнение условий: при а < 2Ь должно быть 2Ь < Л  < 2а ; при а � 2Ь 
должно быть а < Л < 2а . 

Наибольший коэффициент перекрытия рабочего диапазона 
длин волн (диапазона частот), в котором прямоугольный волновод яв
ляется одноволновым, при а �  2Ь равен Лкр10 /Лкрм = 2 ,  при а <  2Ь -

равен Лкр01 / Лкрм = а 1 Ь . 

Отметим, что в волноводе может возбуждаться ЭМ поле и при 
условии, что Л больше критической длины волны основного типа вол-

ны. При этом амплитуды векторов Emn и ilmn экспоненциально убы
вают при удалении точки р от излучателя. Такой волновод называют 
запредельным (закритическим) и применяют в аттенюаторах и других 
устройствах. 

2. Рассмотрим силовые линии полей Н 10 -волны. Определим 

мгновенные значения составляющих Er0, нrо . Будем считать, что вы

полняется условие (6.32). Для определенности положим z - z0 > О .  Из 

(6.33), обозначая а10 = la10lexp(iФ10) и полагая Ф10 = О ,  имеем 

Е;1о = -Zм,Jон:ш; 
nja10l 1tX А Н zlO = --COS-COS(OOt - 1-'IOz); а а 

н;10 = -f310ja10l sin 1tX sin( rot -f310z). 
а 

(6.34) 

Касательные к стенкам волновода составляющие нrо на стен-

ках имеют экстремум, а нормальная к стенкам составляющая нrо так 
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же, как и касательная составляющая Ero иа стенках, обращается в нуль 
во все моменты времени. 

Для фиксированного момента времени t = t1 с помощью выра
жений (6.34) можно построить графики (эпюры) составляющих векто
ров поля в зависимости от координат х , у и z . Графики составляю-
щих векторов иапряжеииостей поля в зависимости от х при z = z1 изо
бражены на рис. 6.3,а. Значения Е;10 и н:10 у боковых стенок (при 
х = О; а ) равны нулю, Н ziO на боковых стенках имеет экстремумы. 
Вдоль интервала О � х � а укладывается одна ( т = 1 ) полуволна поля. 

Все составляющие векторов поля не зависят от координаты у . 
В пекотором сечении z = z1 при х = х1 графиm составляющих векторов 
поля в зависимоети от у имеют вид прямой, параллелъиой оси у 

(рис. 6.3,6). Вдоль интервала О � у � Ь укладывается n = О  полуволи 
поля. Графики составляющих векторов напряженностей поля в зависи
мости от координаты z при х = х1 изображены на рис. б.З,в. 

Если рассмотреть силовые линии поля в поперечной плоскости 
� Ем О об х, у , то иаидем, что у !О не зависит от у , при х = ; а ращается в 

Рис. 6.3. Эпюры составляющих векторов Е10, Н10 ; 
силовые линии полей Н 10 -волны 
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нуль и имеет зкстремум при х == а/2 . Позтому наибольшая rустота си

ловых линий электрического поля имеется в окрестности х == а 12  . Н ;;_0 
тоже имеет зкстремум при х == а/2  и равен нулю при х == О; а (см. 

рис. б.З,а). Силовые линии поля изображены на рис. б.З,г. 
Силовые линии электрического и магнитного полей в плоскости 

yz при х = а 12  изображены на рис. б.З,д. Так как вектор Ero имеет 

только одну составляющую Е�0 , то силовые линии электрического 

поля параллельны орту ly ; Еу!О имеет эхетремумы в тех же точках оси 

z ,  в которых имеет зкстремумы Н�10 • 
Вектор нrо лежит в плоскости xz '  так как н;!О = о .  Силовые 

линии магнитного поля в плоскости xz изображены на рис. б.З,е (пунк
тирные линии). По координате z структура имеет периодический ха
рактер, что ясно из рис. б.З,в. В любой поперечной плоскости вектор 

Н�10 имеет одно и то же направление при всех значениях х , что под-

тверждается графиком Н�10(х) , приведеиным на рис. б.З,а. В плоскости 

xz силовые линии электрического поля представляются точками и кре
стиками. 

3. Поверхностный электрический ток на внутренних стенках 

волновода j = rilr0,n] , где n - орт внешней нормали (рис. 6.4,а). Так 

как нrо = 1xH�IO + 1z Н z!O , ТО На стенке при Х = 0 ,  где D ::: -lx , ИМеем 

j == -1,Й,10(0, у, z) . На стенке при х = а , где n = 1х ,  имеем 

j = 1y Йz10(a, y, z) . Токи jy на боковых стенках не зависят от у , по

скольку Й ,10 не зависит от у . Токи на боковых стеюсах являются 

212 

х �J 
�о 

а б в 

Рис. 6.4. Поверхностные токи Н10 -волны; щели в стенках волновода 



только поперечными токами (рис. 6.4,а}. В каждом сечении z = z1 токи 
J У на противоположных стенках в один и тот же момент времени на
правлены в одну и ту же сторону - сивфазны (в выражениях для токов 
надо учесть, что Й z!O у противоположных боковых стенок имеют раз
ные знаки). 

На стенке волновода при у ==  О (нижней стенке) 
(у = Ь) 

j = -lxЙ,10 + t,й;10 , т.е. имеются продольные jz и поперечные jx 
составляющие вектора тока. На нижней стенке j z = -Й'.:J.0 , на верх
ней стенке j z = й;10 , т.е. векторы продольных токов направлены 
в противоположные стороны (протввофазны}. Так как H':J.0 в фшссиро
ванвое время имеет экстремум в середиве нижней (верхней) стевкв, а у 
боковых стенок равно нулю (см. рис. 6.4,а), то и продольные токи jz 
в середине имеют экстремум, а у боковых стенок - нулевое значение. 
Поперечные токи, оnределяемые значением Н z!O на стенке, наоборот, 
в середине нижней (верхней) стенки равны нулю, а у боковой стенки 
имеют экстремум. 

Графикв Jx(x), J, (x) мгновенных значений составruпощих 
в фиксированный момент времени изображены на рис. 6.4,а. Силовые 
линии поверхностного тока изображены на рис. 6.4,б. Токи проводимо
сти в областях, отмеченных цифрами 1 ,  2, 3, близки к нулю. В этих об-
ластях составляющая 1t�10� имеет экстремумы, значит, ток смещения, 

равный jrotaE;10j , тоже имеет экстремальные значения. Поверхностный 

ток проводимости на стенках волновода переходит в ток (объемный) 
смещения в волноводе и линии полного тока, таким образом, являются 
замкнутыми. 

4. В стенках волновода часто прорезаются щели. Поперечный 
ток в серединах верхней и нижней стенок равен нулю. Значит, если 
в середине верхней или нижней стенки прорезана узкая продольная 
щель, то токи проводимости ее не пересекают, и щель практически не 
влияет на распространяющуюся в волноводе волну (см. щель-1 на 
рис. 6.4,в). Такие щели используются в измерительных устройствах, 
в щель вводится вибратор, персмещаемый с помощью механических 
приспособлевий вдоль оси волновода. Щелъ-2, параллельная попереч
ному току на боковой стенке, тоже не пересекается поверхностным то
ком и практически не влияет на поле в волноводе. 
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Щель можеr быrъ расположена так. что ее пересекает ток прово
димости (щели 3-7}. Тоrда между кромками щели возникаеr электрическое 

поле Ещ , (токи проводимосm переходят на щели в ток смещения}. Значе� 

нне Ещ можно заменить эквивалентным поверхностным током 

jм =In,Eщ] . Если ширина щели !!. значительно меньше длинъi волны 

и длины L щели, то поверхностный ток на щели можно заменить линей

ным jм 
"" jм д , и таким образом получить магнитный излучатель. Узкую 

щель в стенке волновода можно считать ориrиналом линейного маrнитноrо 
излучателя (см. § 2.2). Щель-6 имеет форму гантели, круговая щелъ-7 (с 
учетом толщины меrаллических стенок волновода) является ориrиналом 
рамки (витка) линейного магнитн.ого тока (см. § 2.8). 

5. ЭМ поле Н 10 -волны можно nредставить в виде наложения двух локалъно 

nлociOix парциалъных волн, переотражающихся между боковыми стенками волновода 
(см. § 4.2). 

Стоячие волны на интервале по х от О до а образуются за счет наложения 
беrущих навстречу друт друrу по х переотражающихся от боковых стенок волн (§ 6.1). 
Теперь в выражениях (6.33) осуществим обратвый переход: заменим стоячую вдоль ши
рокой стеиЮI волну беrущими навстречу друт друrу вплнами. С этой целью nримеиим 
к sinm/a формулу Эйлера.. Дпя уnрощения рассмотрим толъко nрямую no z волну. 

Считаем, что h10 = �10 . Обозначим е0 = а10 • WJ\ .  Тогда Е:;10 = Е:�> + Е:;2> , где 

Е�1) = e0exp[-i(m/a+f}10z)J , Е�2) = e0 expf-11(a-x)1t/a +t\юzJ}. 
Пусть п/ а =  fjcos\fl . При этом 

mla+t\10z= l}f:>t ; (a-x)пla+t\1oz =l}f:>2 , где p1 = xcos1f1 + zsin1f1 ; 

р2 = (a-x)cos\fl+ zsin'fl (рис. 6.5). Поэтому Е�1) = e0exp(-it\p1) . Е�2> =eoexp(-it\pz) .  
Аналогичным 

Н ziO = Н�\) +  Н�2) , 
Н�2) = -W-IE�2) COS\fl . 

образом 

где 

х 
а ��.::-�-....----..:----::"'1. 

Рис. 6.5. Парциальные волны 
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из (6.33) получаем н�о = н�t> + н�z> , 
Н�1> =W-1E�I) COS\fl , 

ТВЮ!м образом, векторы поля 

Н 10 -волны ввляются наложением векторов поля 

двух парциалькых волн. Обе волны имеют ло
кально плосЮ!е фронты ( 1 )  и (2) к распростра
няются nод утлами 1f1 к оси :х .  На фронте (1)  

первой парциальной волны 

H(l) = lxH�l) +l,H?) = -riW-IFyl) , где вектор 

-r1 = -lx sin 1fl + l, cos1f1 лежит на фронrе (l). 

На фронте второй парциальной волны 
н(2) "' 1хн�2) +1,н�2> = 1:2(-w-1 Е:�2>) , где 



вектор т 2 1. sin 1(1 + 1 z cos 111 лежит на фронте (2). 

Первая nарциальная волна nадает на боковую стенку при х = а и О'!'ражается от 

нее с коэффнциенrом отражения R .L = -1 . Фронт О'J'))ажеиной волны становится парал

лельным фронту (2). 
Вторая парциальная волна падает на боковую стенку при х = О ,  отражается с 

тем же коэффициенrом отражения R.L = -1 . Фронт отраженной волны становится парал

лельным фронту (1 ). 
Угол падения волн на О'!'ражающую поверхность определяется выраженнем 

cos111 = 1t/(aj)) = д/2а , т.е. 111 = arccos(Л/2a) . Поэтому, если д <  2а , то 111 > О  и парци

альные волны являются расnростраюпощимнся. Если Л>  2а , то 111 становится мнимым 

и распространение обеих волн невозможно. 

Таким образом, поле Н 10 -волны nредстаялево в виде суммы двух беrущих ло

кально nлоских волн, распростраияющнхся под утлом к оси х , эависJIЩИМ от величины 

д/2а . Фазовые скорости этих воnи в направлении нормалей к своим фронтам 

v Ф = оо/(3 = (eaJ.I.o ) -l/2 . В направлении увеличивающихса значений z фронты передви-

гаются со скоростью vФ• = oo/f3sin 111 = оо/(310 vФГi01 , т.е. большей vФ . 

6.4. Физические соображения о возбуждении тиnов 
волн 

1. Чтобы определить тип возбуждаемой в волноводе волны 
(магнитная, электрическая) применяют следующие соображения: если 
вибратор возб�ает в неограинченном пространстве первичное 

ЭМ поле ( :tn , нп ), то составляющие векторов поля Е и ii , возб�ае

мого в волноводе, сохраняются. Это значит, что если ii" имеет про

дольную составляющую Й� в волноводе, то вектор ii тоже содержит 

продольную составляющую Й z и поэтому в волноводе возб�ается 

Н -волна. Если En имеет Ё� в волноводе, то Е тоже содержит состав

ляющую Ez и поэтому в волноводе возб�ается Е -волна. 

Например, прямолинейный электрический вибратор возб�ает 

в неограииченном пространстве поле, у которого силовые линии Н" 
лежат в плоскостях, перпендикулярных вибратору, а силовые лнннн 

Е" - в плоскостях, проходящих через ось вибратора (§ 2.3). Если Rиб
ратор расположить в поперечной плоскости волновода (рис. 6.2), то 

первичное поле содержит продольные составляющие Н� и Е� . Поэто

му такой вибратор возбуждает и магнитную и электрическую волны. Но 
если этот вибратор расположить параллельна продольной оси волново
да, то силовые линии первичноrо магнитного поля будут лежать только 
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в поnеречных nлоскостях и н: = О , а силовые линии nервичноrо элек

трического поля будут содержать составляющую Е: :t; О .  Поэтому маг

нитная волна не будет возбуждаться, а электрическая будет возбуждаться. 
Зная силовые линии первичных полей вибраторов (см. § 2.6--

2.8), можно выбрать тип вибратора и ero nоложение в волноводе для 
того, чтобы возбудить необходимый тип волны. 

2. Силовые линии электрического и магнитного nолей Н"." -волн и Етп -волн 
можно построить с помощью (6.24), (6.25), (6.29) таким же образом, как зто сделано для 
волны основного тиnа. Но силовые линии можно nостроить, и руководствуясь только 
физическими соображениями. При этом исnользуются граничные условия: касательная к 
поверхности составляющая Emn и нормальная составляющая Hmn на идеально проводя-
щей поверхности равны нулю, а касательная к nоверхности составляющая Н'"" и нор
мальная составляющая Emn на идеально nроводящей поверхности имеют экстремумы. 
Последовательность построения силовых линий рассмотрим на nримере. 

Пусть необходимо построить снлов;.�е линии поля Н11 -волны при t t1 • Счи-
таем, что z - z0 > О . Н 1 1  -волна имеет составляющие векторов поля E_ri 1 , Е;1 1 , 

н;1 1 ,  н;11 и Н�1 • Вектор Ех11 (индекс "м" дли сокращения заnиси в настоящем nара
графе оnустим) касателен верхней н нижней стенкам волновода, поэтому должен быть 
равен нулю на них (рис. 6.6,а,б). Вдоль оси у имеется одна nолуволна nоля ( n = 1 ), nо-
этому график Ех1 1 (у) должен быть таким, какой изображен на рис. 6.6,6. Вектор Ех1 1  
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перпендикулярен боковым стенкам и, значит, на них имеет экстремум. Поскольку т = 1 , 
то на интервале О :!>  х :!> а  уклалывается одна полуволна (рис. 6.6,в). 

Вектор Е yl l  параллелен боковым и перпендикулярен верхней и нижней стен-

кам (рис. 6.6,а). Поэтому на боковых стенках Е yi i  = О  , а на верхней ( у =  Ь )  и нижней 

( у = О  ) стенках Е yi i  имеет экстремумы (рис. 6.6,6). 

Графики, изображенные на рис. 6.6,б,в, показывают, что функпия Е хн (х, у) 
имеет экстремумы при у =  Ь/2 и х =  О ,  х=  а ,  а функпия Еу11(х, у) - при х = а/2  и 

у =  О ,  у =  Ь .  Значит, силовая линия электрического поля должна показывать, что проек
ция вектора Е11 на ось х имеет экстремальные значения при у = Ь / 2  и х = О  , х =а  , и 
нулевое значение - при х = а 1 2  . Кроме того, в интервалах О :!> х < а 12 и а 1 2  < х :!> а , 
как следует из графика (рис. 6.6,в), направления вектора Exl l  должны быть противопо

ложны. С увеличением у длина вектора Е xl l  в интервале О :!> у < Ы 2 увеличивается, а в 
интервале Ь / 2  < у :!> Ь - уменьшается. Силовые линии электрического поля должны 
искриВЛJiться так, чтобы учитывалось поведение вектора Е xi i при изменении координат 
х, у (рис. 6.6,г). 

Проекция вектора Е11 на ось у имеет экстремумы при х = а 1 2  и у = О , 
у = Ь ,  нулевые значения - при х = О ,  х = а  и у = Ь/2 . В интервалах 0 :!>  у < Ь/2  и 
Ь 12 < у :!> Ь направления вектора Е yl l  должны быть противоположны. В интервале 

О :!>  х < а  12  с увеличением х длина вектора Е yi i  увеличивается, а в интервале 

а 1 2  < х :!> а - уменьшается. Силовые линии электрического поля должны искриВЛJiться 
так, чтобы учитывалось поведение вектора Eyi i  при изменении координат х, у 
(рис. 6.6,г). 

Вектор Н xii  касателен верхней и нижней стенкам и перпендикулярен боковым 

стенкам, поэтому Н xi i  (х) имеет экстремумы при у = О , у = Ь и равно нулю при х = О ,  
х = а  (рис. 6.6,6,в). Вектор Н yl l  перпендикулярен верхней и нижней стенкам и касате

лен боковым стенкам, поэтому Н yi i  = О  при у =  О ,  у =  Ь и имеет экстремумы при 

х = О ,  х = а . 
Графики, изображенные на рис. 6.6,б,в, позволяют построить с помощью тех же 

рассуждений силовые линии вектора Н11 . Силовые линии вектора Н11  должны искрив-
ляться так, чтобы учитывалось поведение векторов Hxll и Иу11 при изменении коорди

нат х, у (рис. 6.6,г). Взаимная ориентация векторов Е11 и Н11  должна быть такой, что
бы вектор Пойнтинга был направлен вдоль орта 1, . 

Чтобы построить силовые линии полей в плоскости yz (при х = х1 ), надо 
учесть, что вектор Н,11 касателен стенкам волновода, и поэтому Н zii имеет на них экс
тремумы. Поскольку т = 1 , n = 1 , то направления вектора Н ,11 противоположны у про
тивоположных стенок. Все составляющие Е11 и Н11 распределены по координате z по 
закону бегушей волны, поэтому направления силовых линий в поперечных сечениях, 
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сдвинутых на 1..81 1 /2 , должны быть противоположными. В плоскости yz должны быть 

видны сечения силовых линий электрического поля (на рис. 6.6,д изображены точками и 
крестиками). 

В плоскости xz силовые линии электрического и магнитного полей можно по
строить на основе силовых линий в плоскостях ху и yz (рис. 6.6,е). 

Силовые линии полей Е11 -волны, Н 21 -волны и Е21 -волны при t = t1 можно 

построить аналогичным образом (рис. 6. 7). Из анализа рисунков следует, что силовые 

линии поля Н21 -волны (или Е21 -волны) можно получить, если мысленно разделить 

интервал О :S х :S а на две ( т =  2 ) части и в каждой из Образовавшихея областей волно

вода построить силовые линии поля Н11 -волны (или Е11 -волны). 

Силовые линии поля Emn -волны (или Н mn -волны) можно построить, разделив 

(мысленно) на т равных частей интервал О :S х :S а , - на n равных частей интервал 

О :S у :S Ь и построив в каждой из образовавшИХся областей волновода силовые линии 

полей Е11 -волн (или Н11 -волн); в соседних областях векторы ЭМ поля противофазны. 

3. Ни один из индексов, т или n , Emn -волн не может быть равным нулю, по

скольку Ёипп должно быть равно нулю на стенке волновода, а значение т =  О или n = О 

указывает, что Ё,оп или Ёипо не меняется вдоль х или у и, значит, должно быть равно 
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нулю всюду. Если Е znm иекоторого тиnа волны равна нулю, то в соответствии с выраже

НЮIМИ (6.29) El.",. = О  и ill.",. = О  . Наимеt�ьшими з11ачениями индексов т и n являют

ся т = 1 , n = 1 . Поэтому наибольшей критической длиной волны из Етп -волн обладает 

Е1 1 -волиа. 

ОдиН из индексов т или n Н тп -вол11 может быть равен нулю. 

Волны с разными nолями, но с одинаковыми коэффициентами распростране

ния, называются вырожденными. При этом для Н mn -волны и Н"{,{ -волны имеем 

(т/ а}2 + (nl Ь}2 = (т' 1 а}2 + (п' 1 Ь}2 • Аналогично Етп -волны с разным строением сило

вых линИй поля, но с одинаковыми коэффициентами распространения, тоже являются 
вырожденнЫАШ. Вырожденные водиы имеют одинаковые фазовые и rpynnoвыe скорости. 

6.5. Мощности. Коэффициент затухания типов волн 
в прямоугольном волноводе 

Считаем, что в волноводе расnространяется волна только одного тиnа с индек

сами т и n . Torдa E = Em• • H = Hmn .  
1. Определим no (5.23) мощность, nереносимую череЗ поперечное сечение вол

новода распростраияющейся Н mn - или Emn -волной (иилексы mn при .P.::IJ.. опускаем): 

• м(э) 1 
J 1 '  м(э) J2 l J , . м(э) J2 Р0.!.. = 2Zм(э).тn HJ..mn (x,y"' dxdy * EJ..mn (x,y1l dxdy, 

S.t 2Zм(э),тп S.t 
(6.35) 

мощности, переносимые Н mn - или Emn -волной, Z.,,"", = kW 1 h"", = 

характеристические соnротивления Н mn - и 

Emn -волн, определенные по (5. 1 1), (5.12). В (6.35) нм(э) -1 им(э) + 1 нм(э) J..mn - х xmn у утп • 

По (5.13), (5.12) 

Й� = +Z�э),тп · Е� , а из (6.28), (6.29) nолучаем 

Е" = 
- ikW дЙ vnn Е" 

= 
ikW ай znm 

xmn k1." dy ' ymn k1." Ох ' 

Е' = ± ih"", � Е' 
= ± ihтn дEznm 

хтп k1." дх ' утп k1m dy . 
Еслн, например, в (6.35) подставить (6.36), то получим 

Po"i"1 = } J(I E�<x.y) l2 + I E�(x, y) l2 )d.xdy. 
2Zм(э),тп S.t 

(6.36) 

(6.37) 

ПодСТЗВJIJ!Я в (6.36) зиачеим Й zmп или EUIIII из (6.24) или (6.25) и выполиля 

интеrрирование поперечных составляющих, находим 

.i>." 
= 

s .1 w k � 1� lz s = аЬ 2 2 ( )2 

O.L ' "  z* · k2 l"mn ' .L ' 
.,.., n м,тп J..mn а (6.3&) 
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R' = Sl.W2h:U. (�)21а 12 · OJ. 4 z* · k · k2 Ь mn 
En э,тп J.mn 

(6.39) 

В этих выражениях amn и Zм(э),тп зависят от Г mn , поэтому: P0'j_ пропорцио-

нально Г;;;f, , а P(J1. пропорционально Г mn , которое при изменении Л в окрестности 

Лkр.тп резко меняет свою величину. Значит, .Р0'1') очень критичны к изменению Л в 

окрестности Лkр.тп . 
Выражения (6.38), (6.23) позволяют по известному току возбудителя i0 рас

считать возбуждаемую мощность или, наоборот, по заданной мощности - необходимый 
ток. Их можно использовать для расчета сопротивления излучения возбудителя. При этом 
надо иметь в виду, что бегущие Н mn - или Етп -волны распространяются в направлениях 

z -+ oo  и z -+ -«> . 
2. Коэффициент затухания волн, обусловленный джоулевыми потерями в ме

таллических стенках волновода, определяется по (5.24). Диэлектрик считаем идеальным 

(Zм(э),mn = z:(э),mn • Тогда из (5.24) имеем 

атп = RJ flнтmn <PJ. )I2dl 4Pmnol. 1 
(6.40) 

где для Н mn -волн Р mnOl. = P,:,ol. определено в (6.38), для Emn -волн Р mnOl. = P�ol. 

определено в (6.37). Сопротивление R1 = (а1 ·о1 )-1 зависит от Л и проводимости cr1 
металла, из которого сделан волновод. Так, для меди о1 = 3,9Л -112 мкм, для латуни 

о1 = 7 ,3Л112 мкм, для серебра о1 = 3,7Л112 мкм ( Л  берется в метрах). 

в (6.40) для н mn -волн 1Иtmnl2 = jн;:,.,.j2 + jн.::,.,. j2 + lй�mnl2 ' для Emn -волн 

грал по l в (6.40) упрощается. 

Для Н mn -волн 

для Emn -волн 
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Подставляя значения составляющих векторов iimn в подынтегральные выра

жения н выполняя интегрирование, а затем подставляя результат в (6.40) с учетом (6.38), 
(6.39), найдем amn . Окончательные выражения для amn не приводим из-за их громозд-

кости. Результаты расчетов amn для медного волновода с размерами а = 50,8 мм, 

ь = 0,5а ' заполненного воздухом (потери в воздухе не учитываются), приведены на 

рис. 6.8,а. Из графиков видно, что Н 10 -волна имеет наименьший коэффициент затухания. 

При Л �  Лkр,тп величина amn � оо для всех типов волн, что является следствием допу

щений, сделанных при выводе формулы (5.24). 
На рис. 6.8,6 приведены графики коэффициентов затухания Н 10 -волны при 

а = 23 мм при разных значениях Ы а ( Е0 = Ео , �а = J.!o , cr = О ). С уменьшеннем Л от 

значений, близких к Лkp,IO , а10 сначала уменьшается, а затем увеличивается. При Л �  О 

( оо � оо )  а10 растет пропорцноиально л-112 , что связано с такой же зависимостью от Л 

сопротивления R1 металла. Минимальное значение а10 обеспечивается при Ы а = 1,1 8 . 
Однако, значение отношения Ы а не является критичным - его изменение от 0,5 до 2 
лишь незначнтельно меняет а10 . 

Измеренные значения amn на 15-20% больше рассчитанных. Объясняется это 

тем, что на стенках волновода имеются микронеровности (шероховатости), нз-за которых 

увеличивается длина пути токов (увеличивается R1 ), а значит, растут потери. 

3. Вектор Пойнтннга волны основного типа имеет две составляющих Ii xiO 

Рис. 6.8. Зависимости коэффициентов затухания от Л 
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При идеальном диэлектрике, заполняющем волновод, k10 = (310 • Используя 

(6.35) или (6.36), находим 

· 1 12 11n:� . 2 nx · i(3Wn l l2 . nx nx П,10 = +0,5а10 "f'(310sш -, Пхю = --- а10 sш-c:os-. а 2а а а 
Продольная составляющая вектора Пойнтинга является чисто действительной; это значит, 
что ЭМ поле переносит энергию вдоль волновода. Поперечная составляющая вектора 
Пойнтинга является чисто мнимой. Это еще раз указывает на то, что ЭМ поле не перено
сит энергию в направлении стенок волновода. Это соответствует физическим представле
ниям: как отмечалось выше, волны переотражаются между идеально проводящими стен
ками волновода, вследствие чего образуется стоячая волна поля на интервале О :5 х :5 а . 

Найдем мощность Р0'1_ , переносимую Н 10 -волной через поперечное сечение 

волновода. Диэлектрик считаем идеальным. Из (6.38) и (6.23) получаем 

" S.LW2135Iaюl2 /io/2 (1 -cosf3oL)2 . 2 7tXo Po.L = = z .. 10 2 sш --, (6.41 )  4Zм,IO ' 4f3oS .L а 
откуда видно, что Р0'1_ зависит от характеристического сопротивления волновода, элек

трической длины (30L возбудителя и положения последнего относительно боковых сте

нок волновода. 
. . 7tX 

Найдем разрядную мощность волновода. Если Ey10(p.L) = E0 sin- ,  то, пода 
ставив это выражение в (6.37), находим 

Ро'1_ = (S .L /4Zм,IO ) · /Ео/2 . 

Если /Е:о/ = Еразр , то получим разрядное значение мощности 

Р0.Lразр = (SJ. /4Zм,ю) · Е2разр. (6.42) 
4. Рассмотрим поведение составляющих векторов поля в случае, когда диэлек

трик, заполняющий волновод, имеет дЖоулевы потери. При этом 

hmn = !3тп - iamn =[k2 - (m7t/a)2 -(rrrt/b)2 ]1/2 = [(32 -а2 -(m7t/a)2 - (rrrr./b)2 -i2a(3]112. 
Если (32 - а2 > (m7t/ а)2 + (nnl Ь)2 , то, возводя в квадрат правую и левую части 

последнего равенства, приравнивая действительные и мнимые части, решая биквадратные 
уравнения и выбирая корни, удовлетворяющие условию излучения, получаем 

13mn = {о.s[м mn +{м mn + 4а2(32 112]}112 
• 

C:Xmn = {о.5[ -м mn + (м mn + 4с:х2(32 1/2 ]}1 /2
. 

где Mmn = (32[r,;" -(с:х/(3)2] .  

(6.43) 

Обычно в волноводах применяются диэлектрики с малыми потерями, когда 

O' << (l)Ea . При этом (3 "' 0J(Ea11a )1 12 , a "' 0,5aW (см. § 2.5). Значит, (с:х/(3)2 << 1 .  На час-

тотах, на которых 4с:х2(32 << (34r,;" , из (6.43) находим 13mn "' (3Г тп , amn "' аГ,;;!, . 
Таким образом, в волноводе, заполненном диэлектриком с малыми nотерями, 

коэффициент фазы, а значит, фазовая и групnовая скорости и длина волны в волноводе 
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расnространяющихся: тиnов волн прнближенно равны соответствующим значениям, nолу
ченным выше д1Ш волновода, заnолненного идеальным диэлеКiриком. 

Коэффициент затухания а'"" зависит от проводимости диэлеКiрика, длины 
волны, размеров волновода и типа распространяющейся волны. Коэффициент затухания 
Н тп -волн и Emn -волн больше коэффипиеита затухания в неоrраниченном пространстве, 

и он увеличивается: с возрастанием чисел т и п . Все составляющие векторов ЭМ nоля: 
расnространяющихся типов волн зависят от nродольной координаты no закону 

exp(±itlтnz ± amпz) ,  т.е. с ростом J� убывают no эксnоненциальному закону. Последнее 

объясняется:, как известно, nереходом части энергии распространяющеrося: поля 
в тепловую. 

Итак, наличие малых потерь в диэлеКiрике, заnолняющем волновод, nриводит 
к тому, что в nриближении, укаэанном выше, изменяется только распределение nоля no 
продольной координате. Поэтому можно проводить анализ ЭМ поля в волноводе в пред
положении, что диэлектрик идеальный. 

S. Пример. Волновод с размерами а =  0,71Л , Ь = 0,5а заполнен фторопластом. 

На длине волны Л. = 3 см фторопласт имеет t = 2 , tg � = 3 · 10-4 . Найти коэффициент 

затухания Н 10 -волны за счет джоулевых nотерь в фторопласте. 

Вычислим а "'  WEa tg� = roEEo tg� . На частоте f = lО ГГц 0" = 3,3 · 10-4 См/м . 

При этом a = 0,5o(�t0 1Ea )1 12 = 0,50"W0(t)-112 = 4,4 · 1 0-2 м ·
1

• Значение t3 2п/Л. = 
= 2,09·10-2 м·1 , nоэтому alt\ = 2,1· 10-4 << 1 ;  aj3 = 9,2l . Находим М10 = t12Г1� 

2,2 · 1  04• У еловне 4( at\)2 << М fo выnолняется и д1Ш вычислений можно применять 

приближенные формулы. Поэтому а1о = aГj{i = 6,2 · 10-2 м·1 , а!0 "' 8,686а1о = 0,54 дБ/м . 

На длине волновода � = 1 м амплитуды вектороа nоля уменьшаются 

a iE1o(z)lljt10(z + L1 � = exp(a · l) = l,064 раза, а мощиости в l,l3 paзa. 
6. Прнмер. Вычислить уменьшение nереносимой Н 10 -волной мощиости через 

nоперечные сечення аолноаода, расположенные на расстоянии � = 1 О м друг от друга в 
медном волноводе, заnолненном сухим воздухом nри нормальном давлении, если 
а 3 см, а =  23 мм, Ь = О,5а . 

Дж:оулевыми nотерями в диэлеКiрике пренебрегаем. Из графика, изображенно
го на рис. 6.7,б д1Ш Ы а = 0,5 nолучаем а!0 = 0,19 дБ/м. Поэтому 

а = 0,1 151а' = 0,022 м·1 (см. § 5.4}. Амплитуды вектороа nоля затухают на расстоянии 

� 10 м в �(z�ljt(z + L1 � = exp(0,022 · 10) = 1,24 раза, а мощиости 

в P.L (z) / P.L (z + � ) = exp(2 · 0,22) = 1,55 раза. 
7. Пример. Волноаод имеет размеры а 23 мм, Ь = 0,5а и заполнен сухим воз

духом; в нем распространяется волна основного тиnа. Найти разрядную и доnустимую 
мощиости на Л = 3,2 см. 

Потерями в сухом аоздухе пренебрегаем. Тогда z�IO = zм.IO = WoГi(J112 ; 
Wo 377,1 Ом, Гi0112 = [l-(Л/2а)2Г112 = 1,39 . Поэтому z,.,10 525 Ом. Далее, 
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Sl. = аЬ =2,645·IО4 м2 , Еразр = 2,9· 106 В/м . Подставив эти численные значения в (6.42), 

получим Р0l.разр = 1,06·106 Вт= 1,06 МВт , Р1.д011 = (0,2+0,33)хР0l.разр = 
= 212 + 353 кВт (зависит от условий эксплуатации). 

8. Пример. Найти мощиость в поnеречном сечении волновода, заnолненного су-
хим воздухом, если а = 23 мм, Ь 0,5а , ток возбудителя jiol = l  А, t3oL=0,4n , 

х0 = а/4 ,  Л = 3,2 см. 
Так как а <Л < 2а , то в волноводе распространяется только Н 10 -волна. Поте

рями в сухом воздухе пренебреrаем. Поэтому Zм,IO = 525 Ом. Далее, 

cost\0L= cos72° = 0,309 . (1-cost\0L)2 = 0,477 ; sinmo/a= sin1t/4=0,707 ; 13бs.L "' 10,19 . 

Подставляем численные значения в ( 6.41 }. Получаем Po'J. = 3,06 Вт ( Po'i переносится 
полем в направлении z -t "" .  Такая же мощность переносится в направлении z -t -оо ). 

9. Определим активНУЮ составляющую сопротивления излучения вибратора 
в волноводе. Для этого надо по ( 1 .7 1 )  найти среднюю мощность, отдаваемую неточником 
в волновод. Считаем, что джоулевы nотери отсутствуют. Тогда источник расходует мощ
ность только на возбуждение поля излучения: 

- RePc = � = fllndS, 
s 

где nоверхность S ограничивает объем V , внутри которого находится источник. В каче
стве объема V выбираем объем, ограниченный nоnеречными сечениями S L (z1) 
и S L (z2 ) ,  ( z1 - Zo > О ,  z2 - Zo <О ), в которых можно считать, что выnолняется условие 
(6.32), и внутренней поверхностью стенок волновода. Поскольку на nоследней касатель
ные составляющие Е10 равны нулю, то нормальная к nоверхности стенок составляющая 

вектора Пойнтннrа ii niO = О • Поэтому � = P0'i1 + P0'i2 , где P0'i1,  Po'J.2 - мощности 

в сечениях S L (z1) н S L (z2) , оnределенные в (6.41 ). Таким образом, � = 2P0'i . 

Излучатель для источника представляет нагрузку, nоэтому � = liol
2 

RI / 2 , где 

RI - соnротивление излучения вибратора в бесконечном волноводе. Приравннвая два 
nоследних выражения и учитывая (6.41 ), nолучаем 

R W(l cos{30L)2 • 2 1 
I = sш m0 а, (6.44) 

f35S L �1- (Л/2а)2 
откуда следует, что Ry_ существенно зависит от nоложения вибратора относительно nа
раллельной ему стенки (от Хо /Л ), от электрической длины вибратора f}0L и относитель-

ных размеров волновода (от t3�S L ). В случае если Л -t ЛАр.IО = 2а , то Rr. -t "" ,  причем 

даже nри малых изменениях Л в окрестности Л.Ар,IО R-r резко меняется. 
Реактивную составляющую сопротивления излучения источника можно найти с 

помощью (1 .72), определяя энергии электрического и магнитиого полей в объеме V .  
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10. Пример. На длине волны Л "'  3,2 см найти активцую составJU�ющую оопро
тивленИII излучеНИII вибратора в прямоуrольном волноводе, в котором распространиется 
волна основноrо mna. Волновод заполнен сухим воздухом, а "' 23 мм, Ь = 0,5а , 
�0L =n:/2 , x0 = al2 . 

При заполнении сухим воздухом W W0 = 377,1 Ом. Далее, cosf!ьL =О  , 

l-cos�0L= l ,  sin11:x0/a = l ,  [1 - (Л/2а)2 ]112 = 0,72 . При �о = �  имеем �бs.�. = l0,19 . 
Позтому R!. 5 1,4 Ом. 

11.  Пример. На длине волны Л = 4,5 см найти R!. nри парамеq>а.Х, уmаиных 
в предыдущем примере. 

Получаем: [1-(Л/2а)2]11 2 = 0,207 ; tlбs.�. = 5,14 . Позтому R!. ,., 354 Ом. т.е. 

R!. измеИI!ется почти в 7 раз при измеlfеlfии Л в 1,4 раза. 

6.6. Круглый волновод 

1. Рассмотрим постановку задачи. Имеется бесконечно длинная ме
таллическая труба, заполненная однородным изотропным диэлею:ри:ком с 
парамеrрамн Ёа , lla (рис. 6.9). В o6лacrn Vи заданы сторонние токи f, jм.с . 
Найrи векторы Е и Н возбуждаемого поля, удовлетворяющие уравнениям 
Максвелла, rраничным условиям на с:rенке трубы и условиям излучения. 

Ось z ЦСК направим вдоль оси трубы. При этом поверхность 
трубы совпадает с координатной поверхностью r = а и можно ожидать, 
что решение задачи будет наиболее простым. Считаем, что труба явля
ется волноводом. Тогда продольные составляющие векторов поля мож
но представить в виде (6.24), (6.25). 

Рассмотрим граничные задачи на существование элеюпричеСЮJХ 
и магнитных волн; при этом точка на
блюдения поля находится вне стороннего 
источника Vи ,  значит, продольные со
ставляющие векторов поля (6.24), (6.29) 
удовлетворяют однородным уравнениям 
Гельмгольца (5. 1 6). 

Переходя к математической мо
дели, считаем, что металл является иде-

х альным проводником. Тогда граничные 
условия для продольных составляющих 
векторов поля в соответствии с ( 1 .94) 
упрощаются: Е zmn = О и дЙ zтn 1 дr = О 

Рис. 6.9. К постановке задачи при r = а , так как n = lr . 
для круглого волновода 
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Таким образом, в соответствии с (6.24), (6.25) 

Ёz(Р) = :Ё i вzmn<PJ..)e±ih.,.z ' Й z (P) = i iнz (PJ..)e±ih'""z . (6.45} 
m=ln=O m"'!n=O 

Подставляя Ez (P) в (5 . 16), имеем для точек р ,  расnоложеиных вне V11 , 
2 • 2 • 

V .1. Ezmn (р J.. ) + k J.лщEzmn {р .1. )  = О. (6.46) 

Это дифференциальное уравнение в частных nроизводных второго nо
рядка необходимо решить nри граничном условии 

Ezmn (PJ.. ) = O  nри r = a  {6.47) 

и выnолнении условий излучения nри z � ±оо в (6.45). Это задача на 

возможность существования Етп -волн в круглом волноводе - гранич

ная задача 1-го рода (задача Дирихле). 

Подставляя Hz(P) из (6.45) в (5 . 16), имеем для ре v .. 
2 • 2 . 

V 1.Н zmп(PJ.. ) + klлиiH zmn(PJ.. ) О. (6.48) 

Это уравнение необходимо решить nри граничном условии 

дЙzтп !дr = О nри r = a  (6.49) 

н выnолнении условий излучения nри z � ±оо в (6.45). Это задача на 

возможность существования Н тп -волн в круглом волноводе гранич

ная задача 2-го рода (задача Неймана). 
2. Решение граничной задачи о возможности существования 

Етп -волн выnолним методом разделения пере.менных (методом собст

венных функций, или методом Фурье). Существо метода состоит в том, 
что искомую функцию двух nеременных nредставляют в виде nроизве
дения двух функций, каждая нз которых зависит только от своей одной 
nеременной. Из уравнения в частных nровзводных (6.46) nолучают для 
каждой одномерной функции обыкновенное дифференциальное уравне
ние 2-го nорядка, методы решения которого считаются известными. 

Исnользуем эту схему nостроения решения задачи. В ЦСК 
(6.46) имеет вид 

2 • • 2 • д Ezmп .!, дЕzтп _1 д Ezmn k2 Е. = О 2 + д + 2 2 + l.mn zmn · дr r r r д<р 
Представим искомую функцию nроизведением функций 

(6.46) 

Ezmn(r,r.p) = Rтп(r)Фт(Ч') (6.50) 

и nодставим в предыдущее уравнение. Тогда, умножив результат на 

r2{RmnФm)-1 , nолучим 
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(6.51) 

Это равенство показывает, что сумма первых трех слагаемых может 
зависеть только от r ;  обозначим эту сумму через f(r) . Четвертое сла-

гаемое может быть только функцией <р ,  т.е. f1(<p) . Имеем 

f(r) + f1(<p) = O .  Так как r и <р независимые переменные, то равенство 

может выполняться только при условии, если f(r) = const и 

f1(<p) = -const . 

Таким образом, имеем 

1 д2Ф 
__ __ 

т_ = const = -k2 или 
ф д 2 т т (/) 

Это обыкновенное дифференцированное уравнение 2-го порядка. Оно 
имеет два частных решения cos kт<р и sin kтqJ ,  определяющих стоячие 

по qJ волны. Бегущие по <р волны могут быть получены с помощью ли

нейной комбинации частных решений (формулы Эйлера): 
cos kтqJ ± i sin kтqJ = exp(±ikтqJ) . Общее решение дифференциального 

уравнения 

Фт(<р) = С1т coskт<p + C2m sinkт<p = С т cos(kт<p + '11m ), 
где сlт• с2т • ст и 'IJim - постоянные. 

Определим параметр km . В волноводе решение должно удовле

творять условию периодичности по <р , т.е. необходимо, чтобы 

Ezтn (r,<p) = Ezmn (r,<p+  21t) . Это условие играет роль граничного усло

вия по qJ . Поэтому необходимо Фт{<р) = Фт(<р+ 21t) . Этому условию 

удовлетворяет общее решение, когда kт = т , где т = 0,1,2,.. . Таким 

образом, Фт(<p) ::: Cm cos(т<p+'IJim) . Поэтому д2Фт /д<р2 = -т2Фт .  При 

этом из (6.46) получаем 

д2 Rmn + .!_ дRтп +(kim - т2 11l = О 
дr2 r дr n r2 J'mn 

- обыкновенное дифференциальное уравнение. Оно определяет собой 
. класс специальных функций - функций Бесселя (цилиндрических 
функций, см. § П.З). Общим решением уравнения является 

Rmn(r) = bmnJ т(k.Lmnr) + dmnN m (kJmnr), (6.52) 
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где bmn, dтn - постоянные коэффициенты. Графики зависимостей 
функций Бесселя и Неймана порядка т = О ,  т = 1 , т = 2 от аргумента 
� изображены на рис. 6. 10. При т =  О функция J0(�) подобна cos � .  
Точки на оси � ,  в которых функция обращается в нуль, называются 
корнями функции 10(�) . Первый корень v01 :::: 2,405 , второй корень 
v02 "" 5,52 и т.д. Корней бесконечное количество ( n = 1,2, ... ), обозначим 

их через v01, v02, • • . , v0n, . . . Функция Бесселя 1-го порядка 11(�) имеет 
корни v1 1 :::: 3,83 , v12 :::: 7,02 и т.д. Обозначим их через v1n . Вообще 
корни уравнения J т(�) = О обозначим через v mn (см. § П.З). 

Функции Неймана при � � О (т.е. при r � О )  по (П.3.5) имеют 
особенности, т.е. N т (�) � -оо . Но на оси волновода (при r = О  ) 
Ёzтп (О,<р) должно быть конечной велИчиной - это требование вытека
ет из физических соображений: при всех z на оси волновода ( r = О )  
нет причин дЛЯ обращения в бесконечность продольной составляющей 
векторов искомого поля. Поэтому в (6.52) необходимо положить 
dтn = 0 .  Тогда Rmn = bтnJт(kl.mnr) . Таким образом, по (6.50) имеем 

Ёzmn (r,<p) = emnJ т(kl.mnr)cos(т<p + 'lf т ), 

где етп = Ьтп ·Ст .  
Поперечный коэффициент распространения k l.mn определяем 

из граничного условия (6.47): 
Ёzтп(а,<р) = emnJ т(kl.mna)cos(т<p+ 'lf т) = О. 

Jm(�) Nm(l;) 
0,8 0,4 
0,6 0,2 

о 
0,2 -0,2 

о -0,4 
-0,2 -0,6 
-0 4 -0,8 ' о  2 4 6 8 10 12 � о 2 4 6 8 10 � 

Рис. 6. 10. Графики функций Бесселя и Неймана 
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Это равенство удовлетворяется, если J m <kJ.mna) = О . Корнями этого 

трансцендентного дисперсионного уравнения являются v mn = k J.mna . 
Отсюда k .Lтп = v mn 1 а . Найдены собственные функции 1-й граничной 

задачи. Таким образом, решением задачи является 

Е. _ � � ( r J ( ) ±ih,..z 
zmn(P) - LJLJemnJm vmn - cos mq>+ 'lfm е , 

m=<n=l а (6.53) 

где hmn (е -k1.", }'2 = �2 -(v mn 1 а f ]12 • Векторы Е�11 , H:l.mn вычис

ляются по (6.29). 
3. Решение граничной задачи о возможности существования 

Н тп -волн выполняется аналогичным образом. Решение уравнения 

(6.48) имеет внд 

Н zmn (P 1. )  = h:МJ m (kJ.mnr) cos(mq> +Фт ), 
где h:М, Ф т - постоянные, а поперечный коэффициент распростране

ния k.Lmn необходимо определить из (6.49), откуда получаем 

дJ т (k J.mn 1 a)l да =  О . Решением этого трансцендентного (дисперсион

ного) уравнения являются корни v:Ш ,  n = 1,2,3, . . . (см. § П.З), соответст

вующие n -м экстремумам функции J m(�) (рис. 6. 10) и, значит, 

kJ.mn v:Ш ia . 
Таким образом, найдены собственные функции 2-й граничной 

задачи и решением задачи является 

fi z (p) = i: ih�,.J т(v�n !:.}cos{mq> +Фm)e±ih'""z , (6.54) 
m=<R!=I а 

где hm11 = (k2 - k1.",]12 = [k2 - (v:Ш taf]12 • Векторы ЕЬ,.11, Нl"11 вы

числяются по (6.28). 
4. По известным значениям продольных составляющих векто

ров поля (6.53) и (6.54) с помощью (6.29) и (6.28) могут быть определе
ны поперечные составляющие Emn - и Н mn -волн: 

нэ = iооёа дEzmn нэ = _ iooea дЕипп 
nnn k1.",r дq> ' 'Pffln k1.", дr ' 

Е· э - +Z н· э . tpmn - - э,mn nnn ., 

Ем = _ iOOf.La � Ем = iOOf.La дЙ zmn nnn k2 r дtn ' 'Pffl/1 k2 дr ' J.mn 'У l.mn 
н. м -в· м 2-1 н· м в· м 2-1 

nnn = + 'Pffl/1 м,тп • </)1111! = ± nnn м,тп • 

(6.55) 
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где Zэ,nm = � 1 k , Zм,nm = Wk 1 hmn . 

5. Итак, в круглом волноводе может существовать бесконечное 
:количество Emn - и Н mn -волн. Каждой паре значений т и n соответст
вуют определенные типы электрических и магнитных волн. Целое чис
ло т равно числу стоячих полуволн поля (числу вариаций поля), укла
дывающнхся по концентрической окружности в волноводе. Целое число 
n характеризует распределение стоячей волны поля вдоль радиуса вол
новода (вдоль коордИнаты r)  и равно числу целых и нецелых полуволн 
поля, укладЫВающнхся вдоль радиуса волновода. 

Круглый волновод так же, как прямоугольный, обладает изби
рательными свойствами: при заданном радиусе а распространяющими
ся являются волны, у которых �mn - действительные числа, затухаю

щими - «волны», у которых �- - мнимые числа. Длина волны, при 

которой �""' = О , является критической. Если дпэлектрик, заполняющий 

волновод, не имеет потерь, то k � = 21t/Л . Для Етп -волн получаем: 

[(21t/ЛE.kpmп)2 - (vmп /a)2]
1
12 0 .  Для Нтп -волн: [(21ti'Лн,kpтni 

-(v:n,Ja)2]
1
12 = 0. Поэтому Лц� = 27ta/Vnm , Лн.kртп = 27ta/v:nn . 

Наименьшнм из корней v""' является v01 = 2,405 (см. § ПЗ и рис. 6. 10). 

Этому значению корня соответствует наибольшая критическая длина 
волны ЛE,kpOI = 2,61а . Наименьшим из корней v:nn является v�1 = 1,84 . 
Ему соответствует наибольшая криmческая длина волны 
Ан,kрн = 3,4la . Это самое большое значение критической длины волны 

для всех типов Emn - и Н mn -волн. Радпус волновода при распростране

нии Н 1 1 -волны является самым малым. Поэтому Н 1 1  -волну называют 

волной основного типа круглого волновода. Все другие типы волн явля
ются высшими. 

Длина волны в волноводе, фазовая и групповая скоросm рас
считываются по (6.3 1 ). 

Наибольшее значение критической длины волны из высших ти
пов волн имеет Еоt -волна, лE,kpOI = 2,61а . Поэтому условием сущест-

вования одноволнового ре�има в круглом волноводе является 
2,6la < Л <  3,41а . Этому неравенству соответствует наибольший коэф
фициент перекрытия рабочего диапазона длин волн (и диапазона час
тот) 3,41/2,61 "" 1,3 . 

6. По правилу (1 .60) с помощью (6.55) и (6.53), (6.54) можно оп
ределить мгновенные значения всех составляющих векторов ЭМ поля 
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в волноводе и для t = t1 построить силовые линии полей Emn 

и Н тп �волн. Для волн типа Н 01 , Н 11 , Е01 и Е02 силовые линии изо

бражены на рис. 6.1 1 .  Силовые линии (основной) Н1 1 -волны мало от

личаются от силовых линий (основной) Н10 -волны прямоугольного 

волновода. 
Вектор плотности поверхностного электрического тока на стен

ке волновода при распространении Н1 1 -волны имеет продольную и по

перечную составляющие, так как на стенке (при r = а )  отличны от нуля 

Й�1 1  и Й�1 • При распространении Н01 -волны поперечная составляю-

щая й:;о1 отсутствует, поэтому продольная составляющая вектора 

плотности поверхностного тока отсутствует, ток является поперечным, 
поперечные щели в стенке волновода мало влияют на поле этой волны. 

В круглом волноводе, как и в прямоугольном, возможно выро
ждение типов волн. Например, вырожденными являются поля типов 
волн Н оп и E1n , имеющие одинаковые критические длины волн, так 

как J�(x) = -J1(x) и поэтому корни уравнения J�(x) = О равны корням 

уравнения 11 (х) = О . 
Поля типов волн Н01 и Е01 (как и Н оп• Еоп ) однородны по ко

ординате <р (азимутально однородны), т.е. они обладают цилиндриче

ской симметрией. При т "i: О поля типов волн Нтп и Етп несиммет

ричны (неоднородны) по углу <р .  При вырождении типов волн возмож

ны случаи, когда одному и тому же значению коэффициента распро-

z=zl 

{!)��· z 

Рис. 6. 1 1 . Силовые линии полей волн Н 01 , Н 1 1  , Е01 и Е02 
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странеНИJI Pmn соответствуют силовые линии полей, отличающиеся 

только поворотом вокруг продольной оси на уrол 90° . Чтобы пояснить 
это явление, учтем, что в {6.53), {6.54) cos(mrp+ Чfm) = 
= COSmqJCOS'Ifm - sinтrpsin'Jim = Clm cosтq H C2m sinт<p . Это значит, ЧТО 

по (6.55) возможно существование Н mn -волн, отличающихся между 

собой лишь поворотом вокруг оси Oz на некоторый уrол. Аналогично и 

для Emn -волн. 

Обозначим волны, соответствующие cos т<р, через Е;:.", Н;:." 
(четвые), а волны, соответствующие sin т<p - через Е::Ш, Н::Ш (нечет

вые). Критические длины волн Е;:." и Е::Ш и волн н;:." и Н::Ш совпа

дают. Это явление называют поляризационным вырождением. 
Пусть источник возбуждает волну Н�1 , поляризованную в 

плоскости yz . На возможных нереrулярностях волновода часть мощно-

сти этой волны передается волне Hf1 , поляризованной в плоскости xz , 
при этом возникает разность фаз составляющих векторов nоля волн Н�1 
и Н� . Значит, в пекоТором сечении возбуждается эллиптически поля
ризованная волна с неустойчивой плоскостью поляризации. 

7. Коэффициент затухания волн атп , обусловленный потерями 

в металлических стенках, рассчитывается по (6.40). При этом мощность, 
переносимая Н mn - или Emn -волной через поперечное сечение S J. вол-

новода, вычисляется по (6.35). Учитьmая, что Ё�� = lrE:::::l + lq�E= ,  
получаем 

Имеем 

• м(э) 1 Ja 2J[I · м(э) 1
2 

1 ' 12] PoJ. = * Ermn (r,<p) + Eqmm(r,<p) rdrd<p. 2Zм{э),mn О О 
Учтем, что на коитуре l (рис. 5.2) il� = lq�Й= + lzЙ�� . 

flii�<PJ. >I
2 
dl [11н=(а,<р)12 + 1й:Ш(а,<р)12]оо<р. 

Подставляя в эти выражения значения составляющих векторов 
поля из (6.55), выполняя. интегрирование и используя результат в (6.40), 
получим для н mn -волн 
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т = О, 
т > О; (6.56) 

(6.57) 
Из (6.56) следует, что коэффициент затухания a0n азимутШlь

но-однородных Н оп -волн с уменьшением Л (с ростом частоты) моно
тонно и неограниченно убывает. Причина этого аномального явления 
состоит в том, что составляющая Н::Оп , как видно из (6.55), отсутствует 

(так как у азимутально-однородных волн д 1 д<р = О ), значит, продольно

го тока в металле нет. Составляющая Й zmn , порождающая поперечный 
ток, с уменьшением Л уменьшается быстрее, чем возрастает сопротив
ление металла R1 , что и приводит к уменьшению джоулевых потерь в 
металле. Это явление можно использовать для создания линий передачи 
энергии на большие расстояния с малыми потерями. 

Графики a.mn(Л) для медного волновода при а = 15 мм, запол
ненного сухим воздухом при нормальном давлении (рис. 6. 12), показы
вают, что волна основного типа имеет значительное затухание. При 
а 1 Л > 0,88 для азимутально-однородной Н 01 -волны а.01 становится 
меньше а.1 1  волны основного типа. Существенное уменьшение а.01 
можно получить при больших а 1 Л . 

8. Обладая простотой изготовления, круглый волновод по сравнению с прямо
угольным имеет недостатки: а) коэффициент перекрытня рабочего диапазона одноволно

а.' ... 
д Б/м 

0,06 1---\-4.--+-4-�-+---1 

0,02 

3 1 ,5 

Рис. 6.12. Коэффициенты 
затухания волн в круглом 

волноводе 

вого круглого волновода, равный 1 ,306, суще
ственно меньше этого коэффициента прямо
угольного волновода, б) неустойчивость поля
ризации, в) возможность изменения только 
одного параметра - радиуса - уменьшает 
возможность решения ряда практических задач 
(в прямоугольном волноводе можно менять два 
размера стенок). 

Волну типа Е01 в круглом волноводе 

используют в устройствах, в которых поле 
должно иметь азимутальную однородиость 
(например, врашаюшиеся сочленения волново
дов). Для существования волны радиус волно
вода должен удовлетворять условию 

2,06а <Л < 2,6la , при этом Н 1 1  -волна являет

ся паразитной, для ее устранения необходимо 
применекие поляризационных фильтров. 
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Применеине круглых волноводов с рабочей волной типа Н 01 для построения линий связи в 

миллиметровом диапазоне длин волн может обеспечить малые значения коэффициента зату
хания а01 и чрезвычайно широкую полосу частот. Но при а 1 Л > 3 + 4 в волноводе распро-

страияюiЦИМися, кроме волны высшего типа Н 01 , является большое количество других волн 

высшего типа, которые имеют резко отличаюiЦИеся групповые скорости. Волновод является 
многоволновым. Значит, возможны большие искажения сигналов. На нерегулярностях вол
новода возможно иреобразование Н 01 -волны в другие высшие типы волн и, наоборот, ире-
образование волн других высших типов в Н 01 -волну. Для исключения этих иреобразований 

волновод необходимо выполнять с высокой точностью и располагать в нем устройства для 
подавления паразитных типов волн. При этом линия связи становится дорогой. 

Решение задачи возбуждения круглого волновода, расчет мошности и сопро
тивления излучения можно найти в [ 10). 

9. При применении одноволновых волноводов в качестве фидерных трактов, 
как уже отмечалось в § 6.3, считают нижней границей диапазона длин волн длину волны 
первого высшего типа Л.kр.м (соответствуюшая частота Ар.м ) . Пусть Л.kр и АР - длина 

волны и частота основного типа волны. Тогда наибольшим коэффициентом перекрытия 
рабочего диапазона длин волн Т,. называют отношение Т,. = Лkр /Л.kр.м = Ар.м 1 АР . Для 

прямоугольных волноводов существуют нормы [ 1 1 )  на коэффициент перекрытия, при 
котором обеспечивается надежная работа одноволнового волновода. Коэффициент пере
крытия определяется отношением верхней fв = 0,95/kр.м и нижней fн = 1,25fkp частот 

рабочей полосы: ТР = fв 1 fн =О, 76Т .. . Но этим нормам следуют пестрого: иногда прини

мают fв = (0,9+0,975)fkp.м , fн = 1,2fkp . Тогда ТР = (0,75+0,816)Т,. . 
Для круглых волноводов применяют менее жесткие нормы: 

тР = 0,975/kр.м 1 1,1АР = 0,886т .. . 

6.7. Эллиптический волновод 

1. Постановка граничных задач о существовании Emn -волн и Н mn -волн в по

лой металлической регулярного эллиптического сечения трубе, заполненной однородным 
изотропным диэлектриком (рис. 5.1 ,и), отличается от постановки задачи для металличе
ской трубы с круговым поперечным сечением только тем, что граничные условия (6.47), 
(6.49) ставятся не на поверхности кругового, а на поверхности эллиптического цилиндра. 
Для решения задач вводится ортогональная криволинейная система координат эллиптиче
ского цилиндра � ТJ, � , в которой граничные условия задаются на поверхности 1; = 1;0 , 
являющейся поверхностью эллиптического цилиндра. 

Решение уравнений Гельмгольца (6.46) и (6.48) ищутся в виде разложений по 
собственным функциям эллиптического цилиндра - четным и нечетным угловым функ
циям Матье. Критические длины воли находят решением трансцендентных уравнений, 
получаемых из граничных условий. 

Расчет параметров эллиптического волновода возможен только численными 
методами. 

2. Характеристикой эллипса является эксцентриситет е =  [1 - (Ь/ а)2 ]112 , где 

Ь и а - малая и большая полуоси. Наименование полей типов волн в эллиптическом и 
круглом волноводах совпадают. Но поляризационное вырождение в эллиптическом волно-
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воде отсутствует, так как критические длины волн полей типов волн Н::." , Н:.,. и по

лей типов волн Е;:.,. , Е::." не совпадают. 

На рис. 6.1 3,а приведены силовые линии nолей Н�1 , нr1 и Ео1 в nоnеречных 

сечениях волновода nри t = t1 , критические длины волн nолей Н ;:,1 при е� 1 при nосто

янном а остаются конечными, так как силовые линии nолей Н�1 аналогичны силовым 

ЛННИJIМ Н10 -волны в nрямоуrолъном волноводе, размер широкой стеюси которого равен 
большой оси эллиnса. С ростом е меИJiется только размер боковой стенки волновода 
(малая nолуось), а в nрямоугольном волноводе критическая длина волны не зависит от 
размера боковой стенки. При любом эксцентриситете наибольшая критическая длина 

волны Л�и.ll остается у Н�1 -волны. Поэтому Н�1 -волну считают основной волной 

эллиптического волновода. На рис. 6.13,б nрнведеl!ы rрафики зависимостей критических 

ДЛИ!! ВОЛН Л';q,,l l и Л':,.,н поля типа нrl , и Л';,р,оl поля типа Eot от величины эксцен
триситета [1 1 ]. Оnтимальное отношение размеров эллиnтического волновода 
Ь 1 а "' 0,5 + 0,6 выбирается из тех же соображений, что дая nрямоуrольного. При 

Ь/а = 0,5 волна Hj1 высшего типа имеет критическую длину волны Л';,р,21 в 1,82 раза 

меньшую, чем Л';,р,1 1 (рис. 6.13,6). Поэтому наибольший коэффициент nерекрытИJI рабо

чего лианазона длин волн равен т.. 1,82 . Коэфф!ЩИент перекрЫТИJI выбирается из усло

ВИJI fa = 0,95!/q>.м , fн =L2f�rp : ТР = 0,792Т,. . При этом получаются вежесткие требова
ния к допускам ИJI размеры волновода, фазовая и rруnповая скорости в рабочей полосе 
частот изменяются незначнтельно. Коэффициент затухания уменьшается с уаел!iченнем 

а 

21ta 

л.., 
4 

з 

2 

1 

о 

-

0,2 0,4 0,6 
б 

0,8 

Рис. 6. 13 .  Силовые линии полей и зависимости критических ДJIИН волн 
от эксцентриситета 

е 
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частоты и близок к минимальному своему значению. 

Характеристическое сопротшшение Н 1'1 -волны определяется выражением 

z=.l l  = 2ЬW0 1аГ1 1 • Расчеты коэффициента затухания Н'(1 -волны показывают, что при 

одном н том же периметре поперечного сече!IИЯ (при одинаковых затратах металла на 
изготовление волновода) эллиптические волноводы выгоднее прямоугольных и круглых в 
энергетическом отношении. Величина джоулевых потерь в эллиптическом волноводе со 
значением Ь 1  а = 0,63 + 0,53 от 2,25 до 1,5 раза меньше, чем в начале и конце рабочеrо 
диапазона частот круглого волновода и приближенно в l ,2 раза меньше, чем в прямо
угольном волноводе (nри одинаковых периметрах). 

На основе эллиптического волиовода разработан гибкий rофрнрованный в ре
зиновой оплетке одноволновый волновод. 

Расчет nараметров эллиптических 11олноводов можно выnолнить с nомощью ре
зультатов работ [12, 13]. 

6.8. Волноводы П- и Н-образного сечения 

1. Для увеличения коэффициента перскрытия рабочего диаnазона длин волн 
применяются волноводы сложных сечений. Основными иэ них являются Н- и П-образные 
волноводы (рис. 6.14,а,б). Они предстааляют собой видоизмененную конструкцию прямо
угольного волновода и по сравнению с последним имеют большую критическую длину 
волны основного тиnа волны и меньшее характеристическое сопротивление при одннако· 
вых внешних размерах. Как видно из рисунка, Н-образный волновод можно рассматри
вать как волновод, состоящий из двух одинаковых П-образных волноводов, если на линии 
симметрии СС' выполняются соответствующие граничные условия. Поэтому для расче
тов создают в основном математические модели П-образиых волноводов. Кроме того, 
в П-образном волноводе имеется линия симметрии QQ' , позвоЛJIЮщая рассматривать 

только одну, Г-образную часть волновода при условии, что на линии QQ' поставлены 
соответствующие граничные условия. 

Постановка задач о сущест11овании Етл - и Нтп -волн в волноводах сложных 

поперечных сечений отличается от задач (6.46)-(6.49) только тем, что граничные условия 
задаются не на координатной по��ерхности. Области, в которых ищутся решения граиич
ных задач, яаляются сложными и их собственные функци11 неизвестны. Поэтому 
Г -образная область разбивается [14] на две частичные прmоугольные области: область-! и 
область-П (рис. 6. 14,в). Системы собственных функций прямоугольных областей извест-

ны. в области-1 решен11е граничной задачи Б:".,. и н:".,. может быть разложено по сис

теме собственных функций этой области (тригонометрических) с неопределенными коэф-
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Рис. 6. 14. Поперечные сечения Н- и П-образного волноводов, 
их частичные области и силовые линии поля Е 



фициентами e�n или h� . В области-Н решение граничной задачи Е� или Й�п мо
жет быть разложено по системе собственных функций этой области (тригонометрических) 
с неопределенными коэффициентами е� , h�n . На линии ВЗ касательные составляюшие 
векторов напряженностей полей области-1 и области-Н должны быть равны («сшивают
ся») в соответствии с граничными условиями (1 .85). На линии ГД граничные условия для 
E�n или Й�п устанавливаются для четных и нечетных по х типов волн. На идеально 

проводящей части границы граничные условия для Е zmn и Й zmn имеют обычный вид. 
Из граничных условий получаются бесконечные системы линейных алгебраи

ческих уравнений для коэффициентов е� , е� , h�n , h� . Для вычисления коэффици
ентов осуществляется редукция этих систем. Порядок образующихся систем линейных 
алгебраических уравнений определяет точность реализации метода. При увеличении по
рядка решаемых систем уравнений для получения правильного решения необходимо со
блюдать определенное соотношение между порядком редуцированной системы и числом 
членов, учитываемых в рядах, входящих в матричные системы. В сложных случаях полу
чение таких соотношений затруднительно или невозможно. Физической причиной этого 
являеrся особенность ЭМ поля на конце В (в точке В) линии сшивания ВЗ, т.е. поведение 
поля на ребре граничной поверхности. 

Усовершенствованным методом является метод частичных пересекающихся 
областей [15-17]. При этом область-1 ограничена контуром АБВЕЖА, а область-И 
контуром ВГДЕЖЗВ (рис. 6.14,г). Область, ограниченная контуром ВЕЖЗВ, являеrся 
общей. Если получить приближенное решение задачи в области-!, то приближенные зна
чения поля на линиях ВЕ и ВЗ можно использовать для вычисления коэффициентов раз
ложения поля в области-Н. Этнм путем можно построить алгоритм последовательного 
приближения к искомому решению задачи. 

2. Получены [16] трансцендентные уравнения для определения критических 
длин волн Л.kp . .mO полей Н тО -типов. Результаты расчетов Лkр!О , Л.kр2о для некоторых 
значений параметров П-образноrо волновода изображены на рис. 6.15,а. Из графиков 

�,,ja 
7 �---r----т---�----� 
6 г-==г�......ф;;;:::J!! 1 ,8 

1 ,6 
1 ,4 

3 ����+--=��� 1 ,2 
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а 
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Рис. 6. 15 .  Зависимость Л.кр.тп П-образного волновода от его размеров 
и коэффициент затухания Н-образного волновода 
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следует, что критическаJJ длина 1ЮJ1НЬI A<pJO всеrда меньше Л<р20 ,  поэтому H10 -(IOJIН(l в 

Л-образном (и Н-образном) оолноводе 1181lRemcя оолной основного типа. КритическаJJ ДJIННа 
1ЮJ1НЬI П-образноrо волновода всеrда больше критической длины волны, равной 2а , прямо-

угоnьноrо волновода. Ближайшей критической длиной 1ЮJ1НЬI ��ВЛ��ется Л<р20 поля Н 20 выс-

шего nma. Значеншr Л<рю увеличивакm:я: с уменьшеннем h и 21 . При фиксированных 

внешних размерах Л<р1о сущес:гвепным образом зависиr от hlb и 21/ а . ЗначенНJI Л<р20 

возрастают с уменьшеннем hl Ь и существенно возрастают при увеличении 21 / а . При фик

сированных внешних размерах волновода Л<р20 по сравнению с Л<р10 больше зависиr от 

отношеншr h/ Ь . 
Таким образом, с ростом ширины 21 П-образного выступа при лосто.инной ero 

высоте ( h 1 Ь = const ) нанбольший коэффициент лерекрыти.и рабочего днапазона длин 

волны Т,. уменьшаетс.и. Оптимальными для. увеличении Т,. JIВЛJIЮТСЯ значенНJI 

211 а "' 0,2 + O,S и малые значенНJI h 1 Ь . 

Волной типа Н10 в П- и Н-образных волноводах называют волну, аналогичную 

Н 10 -волне в прямоуrольном волноводе. На рис. 6.14,д изображены силовые линии элек

трическоrо пол.и Н 10 -волны при t = t1 • В отличие от прямоугольного волновода Е yiO 

зависит не только от х ,  но и от у , и имеется составл.иющая Е_.;�0(х, у) . Концентрация 

силовых линий электрического пол.и происходит у оетрнх выступа. 
3. Пример. Найти наибольшие коэффициенты перекрытWI рабочего диапазона 

длин волн П-образного волновода при высоте П-образного выступа в Ь - h = 0,9Ь и двух 

значенi!Jiх ero ширины: 21 = 0,2а и 21 = О, 7 а . 
Из графиков, изображенных иа рис. 6.1S,a, при b - h  0,9Ь ( hlb = 0,1 ) 

и 211 а =  0,2 uаходим Л<рiО "' 6,29а , Л<р20 = 1,09а , поэтому Т,. = 5,75 . При hl Ь = 0,1 , 

21 1 а =  0,7 находим A<piO = S,23a , Л.<р20 -=  1,63а , поэтому Т,. = 3,2 . 

За счет увеличеннх в 3,5 раза ширины выступа происходит уменыпенне Т,. 

в 1,8 раза. 

4. Пример. Найти Т,. П-образного волновода при высоте П-образного выступа 

Ь - h = О,SЬ и двух зиаченнхх ero ширины 21 = 0,2а и 21 О. 7 а . 
Из графиков, изображенных на рис. 6.15,а, при hlb = 0,5 и 21 /а = 0,2 находим 

Л<рю "'3,06а , Л<р20 "' 1,08а , поэтому Т,. = 2,83 . При hlb = 0,5 , 211 а = 0,7 находим 

Л<р1о = 2,61а , Л<р20 "' 1,36а , поэто!dу Т., "' 1,92 . 

За счет увеличеннх в 3,5 раза ширины выступа происходит уменьшение Т,. 

почти в 1,5 раза. 

Увеличение h 1 Ь приводит к росту Т,. в 2 + l, 7 раза. 
5. Коэффициент затухаинх распространхюiЦИхс.и типов волны можно опреде

лить по (6.40). Дл.и примера на рис. 6.15,6 приведены результаты расчетов коэффициента 

затуханнх Н10 -волиы в медных Н-образных волноводах, заполненных сухим воздухом, 

график 1 соответствует волноводу с а =  23 мм, 2Ь = 10 мм, 21 = 9,2 мм, 2h 3,62 мм (у 

которого Л<р!О = 7 1,4 м111., Л<р20 = 23,4 мм, РоJ.разр = 41 0  кВт), а график 2 - соответст-
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вует волноводу с а =  23 мм, 2Ь = 10 мм, 2l = 9,2 мм, 2h = 1,4 мм (у которого 

A.tp10 = 106,2 мм, A.tpzo = 22,2 мм, Ро.Lразр = 150 кВт). 

Сравнение этих графиков с соответствующим графиком для nрямоугольного 
волновода, изображенным на рис. 6.8,б, nоказывают, что Н-образный волновод nри одина
ковых габаритах ц.меет в рабочем диаnазоне длин волн в лучшем случае в 2 - 3 раза 
больший коэффициент затухания. При этом Н-образный волновод обладает значительно 
большим значением Тм . Оrметим, что Н-образный медный волновод с размерами 
а = 4 мм, 2Ь = 0,5а , 21 = 1,2 мм, 2h = 0,8 мм в рабочем диаnазоне длин волн имеет 

о:! о "' (1,8 + 2) дБ/м. Эти результаты объясняются увеличением длины контура 
в Н-образном (и П-образном) волноводе no сравнению с контуром l в nрямоугольном 
волноводе. В миллиметровом дИаnазоне длин волн значение соnротивления R1 велико 

(оно увеличивается nроnорционально j112 , где f - частота). 
Н-образный волновод имеет меньшее характеристическое соnротивление 

Н 01 -волны, чем nрямоугольный волновод тех же внешних размеров. 
Разрядное значение мощности Н-образных (и П-образных) волноводов оnреде

ляется no (6.42). Выше nриведены значения Ро.Lразр для двух Н-образных волноводов. 

Они меньше nриблизительно в 2,5 + 7 раз значения разрядной мощности nрямоугольного 

волновода тех же внешних размеров. Уменьшение Ро.Lразр в Н-образных (и П-образиых) 

волноводах объясняется наличием П-выстуnов внутри волноводов. В области ребер воз
никают большие значения наnряженности электрического nоля (рис. 6.14,д). В оригиналах 
ребра закругляют для увелИчения Ро.Lразр • 

6. Таким образом, П- и Н-образные волноводы no сравнению с nрямоугольными 
имеют большее значение критической длины волны, более низкое характеристическое 
соnротивление nри одинаковых внешних размерах. Это nозволяет уменьшить nоnеречные 
размеры наnравляющей системы. П- и Н-образные волноводы обладают большим коэф
фициентом ·nерекрытия рабочего дИаnазона длин волн. Недостатками П- и Н-образных 
волноводов являются большее no сравнению с nрямоугольным волноводом (тех же внеш
них размеров) значение коэффициента затухания в одноволновом режиме и меньшее зна
чение разрядной мощности. 

6.9. Коаксиальная линия 

1. В круглом и прямоугольном волноводах поперечные волны не 
могут существовать. Это утверждение можно обосновать так: предпо-

ложим, что в волноводе распространяется волна, у которой векторы Ё 
и Н лежат в поперечной плоскости. Силовые линии вектора Н ,  явля
ясь замкнутыми, должны охватывать линии тока. Но токи проводимости 
отсутствуют, поскольку проводников внутри волновода нет. Значит, 
током может быть только продольный ток смещения. Позтому должна 

иметься продольная составляющая вектора Ё .  Следовательно, Т-волна 
в волноводе не может распространяться. Из этих рассуждений ясно, что 
для существования Т -волны в замкнутой направляющей системе необ-

239 



ходимо, чтобы последняя состояла не менее, чем из двух изолирован
ных друг от друга проводников, по которым может протекать ток про
водимости. В частности, этому условию удовлетворяет коаксиальная 
линия (рис. 5 . 1 ,в). 

Внутренний металлический проводник цилиндрической формы 
радиуса Ь изолирован от внешнего цилиндра радиуса а с помощью 
диэлектрика с малыми потерями или с помощью тонких диэлектриче
ских шайб. Возбуждается коаксиальная линия щелями, прорезанными 
во внешнем цилиндре, или электрическими вибраторами. 

Задача о существовании Е- и Н-волн в коаксиальной линии ста
вится так же, как в случае круглого волновода. Отличие заключается в 
том, что, кроме внешнего цилиндра имеется внутренний металлический 
цилиндр, на котором ЭМ поле тоже должно удовлетворять граничным 
условиям. Ось z ЦСК направим вдоль оси внутреннего цилиндра. Счи
таем, что коаксиальные цилиндры являются бесконечно проводящими. 
Тогда граничные условия имеют вид 

Ёz = О или дЙ z 1 дr = О  при r = а, r = Ь. (6.58) 

Значит, если рассматривать задачу о возможности существования 
Етп -волн, то необходимо решить граничную задачу Дирихле - урав

нение Гельмгольца (6.46) при граничных условиях 

Ёzтп = 0 при r = a, r = b (6.59) 

и выполнении условий излучения при z � ±оо в (6.45). 

Если рассматривать задачу о возможности существования Н тп -волн, то 

необходимо решить граничную задачу Неймана - уравнение Гельм
гольца (6.48) при граничных условиях 

дЙ zтn lдr = О  при r = а, r = Ь (6.60) 

и выполнении условий излучения при z � ±оо в (6.45). 

ЭМ поле ищем на интервале Ь :5: r :5: а . Начало координат 

( r = О ) из рассмотрения исключается, поскольку поле в проводнике, 
при О :5: r :5: Ь , отсутствует. 

2. Волны типа Етп . Общим решением уравнения Бесселя явля

ется (6.52). Поскольку r "# О ,  то в (6.52) dmn "# О .  Таким образом, реше

нием уравнения Гельмгольца (6.46) является 

ЁZ!fln (P J. ) = [emnl mCk.imnr) + e�nN m(k .imnr)]cos(mq н \jf т ), (6.61)  

где етп , е�п • 'Vm - постоянные коэффициенты, а поперечный коэффи

циент распространения k J.mn необходимо определить из граничных ус

ловий (6.59). Подставляя для этого (6.61) в (6.59), и учитывая, что от r 
зависят только цилиндрические функции, имеем 
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emn] m(klnma) + e'nu.N m (klmna) = О, 
em,,J 111 (klnmb) + e'mnN m (klmnb) = О. 

Для существования в направляющей системе ЭМ поля, удовлетворяю
щего поставленным условиям, необходимо, чтобы emn * О ,  e'mn * О .  
Тогда определитель этой системы алгебраических уравнений должен 
быть равен нулю, т.е. 

J т (kJJnna)l N m (klmna) = J m (klmnb)l N111 (kJJnnb). (6.62) 

Это характеристическое (дисперсионное) трансцендентное уравнение, 

имеет бесконечное количество корней k J.mn ( n = 1,2,3, . .. ), определяю-

щих Етп -волны. Таблицы корней даны, например, в [18]. Первым кор

нем при т =  О (азимутально-одиородиых волн) является: значение 

k .LOO = О  при n = О . Действительно, при k .Lonb << 1 ,  k .tопа << 1 спра

ведливы асимmотики (П3.5). Тогда из (6.62) получаем 
ln(2/1,78k.L011a) = 1n(2/1,78k.to11b). 

Это равенство удовлетворяется при k .ton = О . Первым корнем ( n = О ) 
является k J..OO = О . 

В другом крайнем случае, когда k .tопа >> 1 ,  k .tопЬ >> 1 ,  спра

вемива асимmотика (П3.4). Используя ее при т =  О , имеем 

sinkJ.o11 (a - Ь) ""' О .  
Корнями этого уравнения являются kJ.oп ,.. тtf(a - b) ,  

n = 1,2,3, . .. .  При этом ho" ""' (k2 - k1:.0" )112 • Поэтому при k = f3 критиче

ская длина Ео" -волн лkp.On ""' 2(а -b) l n ,  а критическая частота 

fkp.Oп = VФ · n l 2(a - b) . 
Таким образом, рещением задачи является 

Е<(р) = f fii<.mn (PJ.. )e±ih,..z. m=IRt=O 
(6.63) 

Поперечные составляющие Е�, il� определяются по (6.29). 

3. Волны типа Нтп . Рещением уравнения Гельмгольца (6.48) 

является 

Й <.mn (р 1. )  = [h:Мl111 (k:U,1"r) + h:U,Nm (k:W.,.r)]cos(m<p + Ф111 ). 
Из граничного условия (6.60) получаем характеристическое 

(дисперсионное) уравнение для: определения k:W.,. : 
J� (k:W.,.a) l  N�(k:U""a) = J�(k:W.,.b)l N�(k'.uw.b), 
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где штрих над цилиндрической функцией означают ее производную по 
аргумеmу. Эrо уравнение имеет бесконечное количество корней k'.w,n . 
Первым корнем является k�1 1 "" 2/(а + Ь) . Ему соответствует 
hн = (k2 - k� 1 )1 1 2 • Поэтому при k = f3  критическая длина Нн -волны 
Лkp. t t  "" 1t(a + b) .  

Таким образом, решением задачи является 
.. ..  

Йz(р) = LLЙzmn(P.L)e±ih",.z. (6.64) 
m=ln=l 

Поперечные составляющие :Е:", ii:" определяются по (6.28). 
4. Т-волна. Рассмотрим решение задачи (6.63) при корне 

k .LOO -+ О .  При т = О ЭМ поле является азимутально-однородным. Оно 
аналогично ЭМ полю над бесконечной нитью бегущей волны тока 
(см. § 2.9, п.8, рис. 2,12,в). Из (6.61 )  имеем 

Из 
Ёz00(р 1.) = [e00J0(k .Loor) + e'ooN0(k .Loor)]cOS'J10• 

( 6.29) при k .LOO -+ О 
2 

. 
±(ihoo 1 k .Loo) • дЕzоо 1 дr . 

получаем Е::ОО = 0 ,  

Обозначим e00 cosw0 kioo · А ,  e'oo cos'Jio = kioo · В ,  где А н 
В - nостоянные, и найдем производную дЁzоо 1 дr nри k .LOO -+ О . 
Применяя формулу (ПЗ.б) производной цилипдрической функции 
Z0(x) , а затем асимптотические формулы (П3.5), при k.Loo -+ О получа-

• 
2 ем дЕ zOO 1 дr = k .LOO • 2В lтcr . 

Подставля:ем этот результат в nредыдущее выражение. Имеем 
Ё':оо = ±ihoo · 2Biтcr . Так как hoo = (k2 ki_00)1 1 2 ,  то при k.Loo -+ 0  име-
ем: hoo = k . Из (5. 12) Zэ,оо = W ,  Н:ОО +Ё':оо !W ,  й:оо = 0 .  

При k .LOO -+ О Ёzоо -+ О . Таким образом, при k .LOO -+ О отли
чаются от нуля только составляющие Ё':оо и й:ОО , продольная состав
ляющая Ёzоо = О . Значит, Е00 -волна выродилась в Т 00 -волну. Обозна
чим u0 = ik2Biтc и опустим индексы. Тогда для Т-волны 

Ё, ±u0e±ikz / r, Й<р = +W-1Ёг, Ё<р = Ёz = Йz = Йr = О. (6.65) 
Критическая длина волны при k = f3 оnределяется выражением 
hoo = k = f3kp.OO 2тс/ Akp.oo =О , т.е. Akp.oo -+ оо . Поэтому критическая 
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частота А.р.оо = О . Фазовая скорость равна (EaJA.a)-112 , Л�q�.оо является 

максимальной, поэтому Т-волна является основной волной коаксиальной 
линии. Ближайшую критическую длину волны имеет Н н -волна, у кото-

рой Лkp. t l  = 1t(a + Ь) . Значит, для существования одноволнового режима 

необходимо выполнить условие 1t( а + Ь) < Л  < оо • Emn -волны имеют 

ближайшую критическую длину ВОЛНЫ Akp.OI = 2(а - Ь) . 
5. В коаксиальной линии используется как основной параметр 

волновое сопротивление линии Zл . Ero оnределяют, используя: понятие 

напряжения: между проводниками линии. 
В ЭМ поле электрическое напряжение между двумя: точками 

зависит от формы пути, соедиия:ющего эти точки. Но в случае распро
сrранеиия: Т -волны силовые линии маnmтной индукции лежат только в 

поперечной плоскости. Поэтому поток вектора В через поверхность, 
оrраииченную замкнутым контуром, лежащим в поперечной плоскости, 

равен нулю. Значит, циркуляция: вектора Е вдоль такого контура равна 
нулю, т.е. электрическое поле имеет потенциальный характер. Это дает 
возможность ввести однозначное определение напряжения между ле
жащими в поперечной плоскости точками двух проводников: 

а 

J . 

±ikz u ::::: Erdr :::: ±u0In(alb)e . 
ь 

(6.66) 

Определим ток i(z) 
полного тока 

на внутреннем (и внешнем) проводнике. По закону 

i(z) = fildl 2wЙ!f' ::::: -2пW-1u0e±ikz, 
1 

где dl = 1111rd<p . Тогда вошювое сопротивление коаксишtьной линии оп-

ределяется выражением 

Zл ::::: +u(z)li(z) = Wln(alb)f21t. (6.67) 

6. Силовые линии полей волн типа Т ,  Н н и Е01 приведены на 

рис. 6.16. 
7. Определим мощность, переносимую Т-волной. УчНТЬlВЗJI, что 

E.L (р .L) = l, E, из (5.23) с учетом (6.65) находим 

1 / . /2 1 o2n�· 2 1t 2 
Po.L = -. f Е, rdrd<p= -. J J 

0 
rdrdq>=:::-1uol ln(alh). 

2W sj_ 2W ь о г W 
(6.68) 

Если не учитывать тепловые nотери, то w* W .  Подставляя значение ju0j = juj ln-1(a/b) 

из (6.66) в предыдущее выражение и учНТЬlвая (6.67), имеем 
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z 

Рис. 6. 16. Силовые линии полей волн Т ,  Н11 и Е01 
в коаксиальной линии 

Po.L =-
1
-\u\ 2 =.!.\u\ · \i<z>l =.!.Zл \i<z>\2• 

2Zл 2 2 
С nомощью волнового соnротивления линии nереносимая основной волной мощность 
рассчитывается так же, как в теории цепей с сосредоточенными параметрами. 

Определим разрядную мощность. Максимальное значение наnряженности элек
трического nмя по (6.65) соответствует поверхности внутреннего nроводника r = b : 

lzЧ,_. = \u0\lb . Если IE:,I"""" = Еразр , то из (6.67) получаем разрядную мощность 

тrh2 
Po.lP"'P = wE�эp lnalb. (6.69) 

Доnустимая мощность коаксиальной линии Р.lлоп = (0,2+0,ЗЗ)Р0.Lразр . Разряд

ная мощность пропорциональна площади поперечного сечения тгЬ2 внутреннего провод
ника, зависит от характеристического сопротивления W ( Е  а диэлектрика), значения 

Еразр диэлеi<Трика и отношения радиусов а 1 Ь • Можно иайrn оптимальное отношение 

а!Ь , обесnечивающее максимум Ро.lразр nри фиксированных а и Еразр . ДИфференцн-
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руя {6.68) по Ь и приравнивая результат нулю, находИМ это оптимальное отношение 

alb = 1,65 . При alb "" 1,65 волновое сопротивление линии {6.67) Zл "' 30€-112 Ом . Ди

электрики, заполняющие линию на частотах f = 50+109 Гц имеют Е от l до 2,6 (воздух 

цмеет Е 1 , полиэтилен - Е = 2,28 , полистирол - Е =  2,6 , фторопласт-4 Е "'  2 , поли-

лзобутилен Е =  2,3 ), поэтому Z л "' (19 + 30) Ом. 

При фиксированном значении а 1 Ь для обесnечения одноволнового режима 

с уменьшением Л необходимо уменьшать Ь л а . Это nриводит к тому, что Po.L умень-

шается как А.2 • Поэтому при переходе в дециметровый и сантиметровый диапазоны Р J.дon 
резко уменьшается и становится меньше соответствующей мощности nрямоугольного и 
круглого волноводов. 

8. Коэффициент затухания Т-волны, обусловленный потерями в 
металлических стенках линии, определяем no (5.24), где интеграл по l со
стоит из интеграла по окружностям внуtреннего и внешнего проводников: 

flil� (p 1. )12 dl = 2[[\йср(Ь)\2 Ь + !й�р(а)\2 а }<р. 
1 о 

Подставляя в это выражение Йq� из (6.65) и интегрируя, получаем 

f\il't (р 1. )\2 dl = 
2� lйol2(.!_ + .!..) 

1 W Ь а 
Подставляя этот результат и (6.68) в (5.24), находим 

<Х = [R1 /2Wiп(a/b)J · (1/Ь+ 1 /а). (6.70) 
Формула nозволяет определить оптимальное для получения 

минимального коэффициента затухания отношение а 1 Ь = 3,59 при 
фиксированном а .  При этом Zл 77е-112 Ом. Для применяемых в ко
аксиальных линиях диэлектриков nолучаем: Zл "" 77 + 48 Ом. 

При уменьшении Л радиусы а и Ь необходимо уменьшать для обеспечения 

одноволнового режима. При этом возрастает сопротивление R1 , что в сантиметровом 

диапазоне волн nриводит к зиаченням а , превосходя.LЦ�Ш коэффициенты затухания nря
моугольного н круглого волноводов. Поэтому на частотах, больших 1 ГГц, nримеияют 
только короткие отрезки коаксиальной линии. На частотах, меньших l ГГц, коаксиальные 
линии nрименяются очень широко, так как имеют малые nоперечные размеры. 

Для уменьшения а внутренние nоверхности коаксиальной линии, особенно 
в измерительных устройствах, покрывают слоем серебра (защищая от коррозии внутрен
нюю медную или латунную поверхность). 

Коэффициент затухания Т-волны в диэлектрике, заnолняющем коаксиальную 
линию, рассчитывается так же, как для Т-волны в неограничецном nространстве (§ 2.5). 
При этом исnользуются значенил тангенса угла tgд электрических потерь: на частоте 

/ = 109 Гц полиэтилен имеет tgд = 4· 10-4 , полистирол - tgд = 2,8 · 10-4 , фторо-

пласт-4 tgд = 2 · 10-4 , полиизобутилен tgд = 5 · 10-4 [ 19]. 
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Расчеты показывают, что 8 гибкой коаксиальной линии (коаксиальном квбеnе) 
на длинах ВGЛн до 1,5 м коэффициент затухания, обусловленный потерями 8 метwше, во 
много раз иревосходит коэффициент затухания за счет потерь в диэлектрике и составляет 
nрнблиэнтельно около 0,02 дБ/м. Но при уменьшении Л потери в диэлектрике растуг и в 
дециметровом диапазоне длин волн они приблизительно равны потерям в метwше (на 
Л =  16 см для квбелJI РК-6). При дальнейшем уменьшении Л потери в диэлектрике боль
ше потерь 8 металле: на Л =  3 см (для РК-6) коэффициент затухания за счет потерь в ди
электрике больше в 2,8 раза коэффициента затухания за счет потерь в металле (0,61 дБ/м) 
и составляет уже около 1, 7 дБ/м. 

ЗАДАЧИ 

1. Поквзать, что при возбуждении прямоугольного волновода элементарным, 
электрическим вибратором с моментом, парал.пельным бокоВЪIМ стенкам, для основной 
волны а10 = (1 .,Lsin('JtXol a)/iaЬh,_o) . 

2. Построить силовые линии электрического и магнитного nолей Н 01 -волны 

в прямоугольном волноводе. 
3. Прямоугольный волновод заnолнен nолистиролом н возбуждается nопереч

ным четвертьволновым электрическим вибратором, параллельным боковым стенJ<ам 
и расnоложенным на оси волновода. Вычислить активную составляющую соnротивленНJI 
излучения на частоте, равной 3 ГГц, если а =  О, 7Л , Ь = ОД . 

4. Прямоугольный волновод с размерами а = 0,7Л , Ь =О,lЛ заnолнен сухим 
воздухом и работает в одноволновом режиме. Найти доnустимую мощность на частоте, 
равной 3 ГГц, если коэффициент заnаса равен 0,4. 

5. Определить коэффициент затухвиня медного волновода с размерами 
а =0,7Л , Ь =О,lЛ , заnолненного воздухом н работающего в одноволновом режиме на 
частоте, равной 12 ГГц. 

6. Построить силовые линии электрического и магнитного nолей Н13 -
и Ез1 -волн в nрямоугольном волноводе. 

7. Рассчитать размеры круглого волновода, заполненного фтoporuracroм и обес
nечивающего одноволновый режим на частоте, равной 10 ГГц. 

8. Рассчитать коэффициент затухВНИJI на частоте 1 О ГГц круглого медного вол
новода, заnолненного воздухом и работающего в одноволновом режиме. Вычислнть груn
nовую скорость волны. 

9. Найти наибольший коэффициент nерекрытия рабочего днаnазона длин волн 
П-образного волновода nри высоте П-образноrо выетуnа, равной 0,8 от высоты волновода 
Ь , и nри ширине выетуnа, равной 0,6 от ширины волновода а . 

10. Выбрать размеры коаксиальной линии для обеспечения одноволнового ре
жима на частоте 50 МГц и рассчитать размеры ее поnеречного сечения, если волновое 
соnротивление должно быть равно 50 Ом (диэлектрик-nолистирол). 

11. Рассчитать коэффициент затухания коаксиальной линии, работающей в од
новолновом режиме на частоте 100 МГц и имеющей вошювое соnротивление 50 Ом 
(диэлектрик-полиизобутилен, металл-медь). 

12. Рассчитать поперечные размеры коаксиальной линии, необходимой для ра
боты на Е01 -волне на частоте 2 ГГц и имеющей волновое сопротивление 50 Ом (дНЭJiек

трик-фтороrurаст). 
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7. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ В 
ОТКРЫТЫХ НАПРАВЛЯЮЩИХ СИСТЕМАХ 

7.1 . Симметричные линии 

1. В качестве линий передачи энергии в диапазонах частот от 
ОНЧ до ВЧ применяются двухпроводные линии (рис. 5.l ,a). Основными 
преимуществами этих линий (линий Лехера) являются простота конст
рукции, удобство соединения с симметричными нагрузками, малая 
стоимость. Но двухпроводная линия - открытая линия, поэтому при 
увеличении расстояния между ее проводами возрастают потери на из
лучение. С ростом частоты увеличиваются и джоулевы потери в прово
дах и изоляторах, служащих для nодвески nоследних. 

ЭМ nоле двухnроводной линии является многоволновым. В ней 
мoryr расnространяться наряду с основной Т-волной волны высших 
тиnов. Появление последних может быть обусловлено случайными не
регулярностями в линии. Высшие тиnы волн тоже увеличивают nотери 
на излучение. 

Как показано в § 2.9 (n.8), над одиночиым праводом с бегущей 
волной тока может расnространяться Т -волна. Два nараллельных nро
вода с противофазными токами, расnределенными по закону бегущей 
волны, образуют двухnроводную линию. 

2. Пусть имеем два параллелъных nровода одинаковоrо радиуса 
а , расnоложенных в неограниченном однородном nространстве с nара

метрами Еа, lla , d - расстояние между nроводами ( d >> а ) 
(рис. 7. l ,a). Считаем, что токи i1, i2 вдоль nроводов расnределены по 

закону бегущей волны и сдвинуты по фазе относительно друг друга 
в каждом nоnеречном сечении на nостоянную величину 'lf . Необходи-

мо найти векторы Е и Н ЭМ nоля, удовлетворяющие уравнениям Мак
свелла, граничным условиям на nоверхностях nроводов и условиям из
лучения. 

В математической модели считаем, что проводимость nроводов 
С1 1 � Q() ,  заменяем токи проводов i1, i2 nлотностями линейных токов 

i1 , i2 nараллельных нитей токов, расположенных на расстоянии d друг 

от друга (рис. 7 . 1 ,6). Ось z ЦСК направим вдоль первой нити тока. То

гда i1(z) = i0 exp(-i/coz) = i1(z) , i2(z) = i1 exp(i'lf) = i2(z) . Поэтому плот

ность стороннеrо тока 
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r д 

Рис. 7 . 1 .  Двухпроводные линии и силовые линии полей 

jc (р) = 1)1 (z)[o(r - О} + exp(i\lf)O(r - d)] o{q> 0)/ r. 
Расстояние от второй нити до точки наблюдения PJ.(r,ф) равно 

R (r2 - 2rdcosq>+d2 )112 • 
3. Определим векторные потенциалы. Учтем, что jм,с О и по

этому А м = О . Вектор А находим так же, как в (2.53 ). С помощью 
(П3.8) получаем 

• • • • (2) • (2) • A = lz Az , Az [11 (z)H0 (vr) + l2 (z)H0 (VR)]/4z, (7.1) 
где v -i(kJ - t2)112 • 

Вычислим составляющие вектора Н по ( 1 . 125). Учитывая пра
вило дифференцирования цилиндрических функций (П3.6), имеем 

ii = .!.. дАz - vi1 ei'41 н<2>(vr) дR й. О, ' r дq> r4i 1 д<р ' ' 

дАz _ vi1 [Н(2) ( ) iiJIH(2) (  ) дR] -- - - 1 vr + е 1 vr - . 

дr 4i дr 
Вычисляя производные по ер и r от R , получаем 

(7.2) 

dRI dq> = rd sin q>/ R, dR 1 dr (r - d  coscp) / R. (7.3) 
Продольную составляющую Е z вектора Е определяем по 

( 1 . 1 24): 
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2 о 2 . . . 1 д А v . 
Ez = -l(J)f.LaAz + -:-;::;-� = -:-:;-Az . l(J)Ea дz l(J)Ea 

Положим, что k0 � k .  Тогда lvl � О . При этом в (7. 1)  ареумен

ты функций Ганкеля стремятся к нулю. Используем асимптотики функ

ции Ганкеля (П3.5). Тогда при lvl � О  

limv2Az = v2 2i [i1 ln -2- + i2 ln-2-] = o. n 1, 78vr 1, 78vR 
Поэтому Ez = О .  Таким образом, при k0 = k Е-волна в двухпро

водной линии вырождается в Т-волну. При этом, применяя асимптотяки 
для функций Ганкеля в (7.2) и используя (7.3), получаем 

но - ild i1jl о н· - jl ( 1 i1jl r - d cos <(J} о r - - --2 е SIП <fJ, '" - - - + е 2 Hz = 0. (7.4) 
27tR . .,. 2n r R 

Поперечные составляющие вектора Е определяем из (5. 12), 
где h = k :  

(7.5) 
На поверхности проводов нормальная составляющая Й n векто

ра Н ,  как следует из (7.4), не равна нулю. Хотя на проводах 

jй r ltlй!pl "" а/ d << 1 '  но граничное условие не удовлетворяется. Это 

происходит потому, что использован приближенный метод решения 
задачи для двух цилиндров. Таким образом, (7.4), (7.5) есть приближен
ное решение задачи. Аналогичным образом можно получить прибли
женное решение задачи для N нитей с бегущими волнами тока (много
проводной линии). 

Если \11 = О , то имеем параллельные нити синфазных токов. 
При d < Л/ 2 это поле мало отличается от поля (2.62) одной нити тока 
(рис. 2. 12,в). Над двумя нитями токов распространяется синфазная вол
на. Силовые линии электрического и магнитного полей ее при t = t0 
изображены на рис. 7. 1 ,в. 

4. Рассмотрим антифазную Т-волну. При этом \lf = n и токи 

в проводах противофазны. Выберем в математической модели расстоя

ние между проводами d1 = d[1- (2al d)2]112 , которое определяется из 

условия, чтобы точки расположения нитей тока были инверсными (вза
имно обратными) по отношению к окружностям, ограничивающим про-

вода (рис. 7. 1,г). При этом Йп = 0  на поверхности проводов и гранич-
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ные условия выполняются. В (7.4), (7.5) необходимо заменить d значе
нием d1 • 

Вектор Пойнтинга направлен вдоль линии, так как 

ii = 0,5[Е,Н*] = 1z0,5W(/IiФ /2 + jйг /2) и имеет наибольшее значение ме
жду нитями, что указывает на то, что основную часть мощности поле 
переносит в непосредственной близости от нитей. 

Силовые линии полей изображены на рис. 1.1 ,д. 
Распределение плотности поверхностного тока j z (а, <р) по пе

риметру цилиндра под влиянием поля другого цилиндра становится 
неравном.ерным. Это проявление эффекта близости. 

В случае Т-волны электрическое поле имеет потенциальный ха
рактер и поэтому можно ввести однозначное понятие напряжения меж
ду лежащими в одном поперечном сечении точками на проводах: . - Jd-aE· ( )d _ i1W Jd-a( 1 i'V d1 -r  } _ 

и - г r,o, z r - -- - - е  2 2 r -a 2'1t а r d1 - 2d1r+ r 

= itw J.d-a[.!_+_l_kr z ilw lJ d - 1} при (d 1 а)2 >> 1 .  2'1t а r d1 - r J 'lt '\ а 
Тогда волновое сопротивление линии Zл ;::. uli(z) = Wn-1 ln{d/a- 1) . 

Мощность, переносимая через поперечное сечение линии, 

Po.l = 0,5Zл\i0\2 • 
Для вычисления коэффициента затухания (5.24) определим ин

теграл по контуру l цилиндра. Пользуясь (7.4), имеем 
• 2 2" • 2 f /H,(a, <р, z>/ dl = а  Jlн.(a, <р, z� d<p = 

1 о 
\io\20 2" (l - A COS q>)2 2 = (2n)2 ! ( a(l - 2А COS<p + 62 )2 ] dq> ". 

_ /io\2 2" dq> _ \io/2 
- (2n)2a ! 1 - 2А cos q> + 62 - 2na(l А2) '  

где А = а 1 d1 , А? << 1 и использовано табличное значение интеграла [20]. 
Учтем, что имеется два цилиндрических провода, и подставим 

удвоенное значение последнего выражения и мощность PoJ. в (5.24). 

Получаем а. ""'  R1[2naZл(l-L\2)J-1 . 

250 



Расчет коэффициента затухания ад за счет джоулевых потерь в 

диэлектрике изложен в § 5.4 (п.2). Коэффициент затухания есть сумма 
а+ ад . Т -волна распространяется с фазовой v Ф = ro/jj и групповой 

vrp = (d/31 dro)-1 скоростями. Критическая длина волны отсутствует. 

Дисперсия в линии обусловлена только тепловыми потерями. 
Максимальное значение напряженности электрического поля, 

как следует из (7.5), создается в точках P.L(a,O) и P.L(d-a,O) : 
I.Erlмaкc = lul[2a(l-�)ln�-IГ1 • Если выразить Po.L через I.Er lмaкc ' то nо

лучим nри s = па2 

R = \krl2 2s(l-A)2 ln�-1 . Оl.макс маiСс W 
Приравняв в этом выражении \kr\ разрядному значению Еразр, nо-макс 
пучим разрядную мощность 

Ро.Lразр = Е� 2s(l-�)z ln�-� . w 
Из этого выражения видно, что Ро.Lразр nропорциональна площади nо-

перечного сечения проводов. При выбранном коэффициенте запаса 
можно рассчfi'ТЗТЬ допустимую для двухпроводной лнннн мощность. 

5. Двухпроводные линии с волновым соnротивлением 
500-600 Ом применяются на воздушных линиях связи до частот, равных 
120 КГц, и в качестве антенных фидеров на радиоцентрах в диапазонах 
от НЧ до ОВЧ. Применяют также гибкие двухпроводные линии, выnол
ненные из проводов, соединенных мостиком из диэлектрика, и линии из 
двух скрученных с отдельной изоляцией проводов. 

б. Задача о возбуждении ЭМ поля в экранированиой двухпроводной линии 
(рис. 5.1,6) есть краевая задача с нулевыми граничными условшми для составляющих 

вектора Е , касательных к цилиндрическим поверхностям nроводов и экрана. Решение 
граничной задачи получается с помощью разложенш искомого решеНШJ по системе соб
ственных функций цилиндрической области [ 1 9]. Оно сводится к решению систем беско
нечных алгебраических уравнений для коэффициентов разложенш. Основными волнами в 
линии ЯIIJJJIIOТCЯ синфазная T-tfiOЛIШ и антифазная Т-волна. 

Синфазная Т-волна (рис. 7.l,e) соответствует синфазной Т-волне в открьпой 
двухпрQводной линии (рис. 7.1 ,в). По внутренней поверхности экрана протекает продоль
ный ток, равный сумме токов двух проводов, но сдвинутый по фазе на 1t • Эта 110лна ана
логична Т-волне коаксиальной линии. 

Антифазная Т-волна (рис. 7.1 ,ж) соответствует антифазной Т-волне в открытой 
двухпроводной линии (рис. 7.1,д). 

Обычно используются линии с антифазной войной. Достоинством линии явля
ется отсутствие потерь на излучение. 
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7 .2. Возбуждение поверхностных волн над слоем 
диэлектрика на металле 

1 .  Слой диэлектрика постоянных толщины Ь и ширины а на 
nлоской металлической поверхности (подложке) используется в качест
ве открытой направляющей (и излучающей) системы. Над слоем мoryr 
распространяться nоверхностные волны. Рассмотрим задачу возбужде
ния nоверхностных волн. Математическую модель уnростим. Считаем, 
что ширина слоя а 1 Л. � "" , параметры диэлектрика Ё01 ,  1-taJ 

( k? ro
2
ё121J.ta1 ) однородны, подложка является nлоскостью, металл 

идеальным проводником (рис. 7.2). Внутри слоя находится параллель
пая поверхностям раздела сред прямолинейная нить синфазного маг
нитного тока. Устройство расположено в неограниченном однородном 
пространстве с nараметрами Е122 ,  J.t02 ( kJ = ro2

ea2J.taz ) . Считаем, что 

Е1 > Е2 , 111 > 112 • Необходимо найти возбуждаемое нитью ЭМ поле, 
удовлетворяющее уравнениям Максвелла в слое диэлектрика и в окру
жающем пространстве, граничным условиям на металлической поверх
ности и на поверхности раздела диэлектриков и условиям излучения. 

Введем ДСК и расположим ее так, чтобы ось х была парал
лельна нити тока, а nлоскость xz совпадала с металлической nлоско
стью. Координаты нити тока обозначим через у0, z0 • Тогда 

jf•c = lxl�ic = l)Q'Щy- yo)B(z - ZQ) ,  }с = 0 . 

Обозначим через Е1 , Н1 и Ar векторы наnряжеиностей элек
трического и магнитного полей и магнитный векторный потенциал, 
возбуждаемые сторонним источником в слое диэлектрика, т.е. области, 

Рис. 7 .2. Нить стороннего тока 
в слое диэлектрика 
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где О ::;; у ::;; Ь , а через Е2 , Н2 
и А2 векторы электрическо

го и магнитного полей и маг
нитный векторный потенци
ал в верхнем полупростран
стве (при у �  Ь ). В соответ
ствии с граничным условием 
(1 .94) имеем 

Ёт:1 = О при у = О • (7 .6) 
На поверхности раздела ди
электриков получаем из ( 1 .86): 



Et1 = Еф йt1 = йt2 при у =  ь . (7.7) 

Поскольку .Jf = О , то А 1 == О . Вектор .Jr·c содержит только одну 
··м,с А. м 1 · м А. м 1 · м 

составляющую lxi , поэтому 1 = xAxi , 2 = хАх2 · 
удовлетворяет неоднородному уравнению Гельмгольца 

л .<  м k2A· м _ ··м,с 0 < < Ь Ll/"1xi + 1 xi - -lxi ' - У - · 

Функция А� 

(7.8) 

Поскольку в области у �  Ь сторонних источников нет, то функция А.;2 
удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца 

м;2 + kiA.;2 == о, у �  ь. (7.9) 

Касательные поверхностям раздела сред составляющие векто

ров Eq, Hq ( q  = 1 или 2) по ( 1 . 124), ( 1 . 125), отличающиеся от нуля: 

. дА.;q . . 
Ещ = ау ' Н xq == -irotaqA� . (7. 10) 

Подставляя последние выражения в (7.6), (7.7), получаем гра

ничные условия для А.;1, А.;2 : 
дА.� = О  
ду при у = О ,  

дА.;1 - дА� - А"' -- А"' ь ау- ау' Eai xi -Еа2 х2 при У = 
· 

(7. 1 1) 

(7. 12) 

Уравнения (7.8), (7.9) совместно с граничными условиями 
(7. 1 1), (7. 12) составляют граничную задачу. 

2. Для решения задачи используем преобразование Фурье 

функций A.;q . 
Сначала рассмотрим физические соображения, которые приме

няются nри nостроении решения. Сторонний ток возбуждает ЭМ поле, 
которое, распространяясь в слое при О $  у $ Ь , возбуждает поле и в 

верхнем полупространстве (nри у �  Ь ). Возбуждаемая нитью тока вол

на, распространяясь в направлении границы у = О nод некоторым уг

лом, должна отразиться. Отраженная волна, распространяясь в направ
лении верхней границы nод некоторым углом, должна тоже частично 
или nолностью отразиться. Поле в слое диэлектрика образуется, таким 
образом, за счет наложения переотраженных волн. 

Векторы полного ЭМ поля Е1 , Н1 в слое диэлектрика предста-

вим в виде Е! == Er + Ef ' н! = нr + ilf ' где индексы «П» и «В» означают 
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первичное и вторичное поля. Первичное поле - это поле стороннего 
источника., расположенного в неограниченном пространстве с парамет
рами Ёаl • f.La! . Вторичное поле обусловлено переотражениями от границ 

раздела, или возникающими на границах раздела сред эквивалентными 

поверхностными токами. Поэтому Ai является суммой векторных по-

тенциалов А iп первичного и А. iв вторичного полей: 

Ai = Ai" + АiВ. О $  у s ь. (7. 13) 

Векторы Ajn , Аiв удовлетворяют соответственно неоднородному и 

однородному векторным уравнениям Гельмгольца. Граничные условия 

(7. 1 1), (7. 12) для Aj8 и (7. 12) для А2 являются пеодпородны.ми, так 

как в них входит заданная функция Ain . С математической точки зре

ния неоднородности в граничных условиях можно считать источника
ми вторичных полей и, значит, - функций Аiв , А28 , удовлетворяю

щих однородным уравнениям Гельмгольца. 

Решение неоднородного уравнения (7.8) для A.�n определено по (П4.4): 

A;r = r j"''c(q)G(p, q)dV', О $ у $ Ь. Jv. xl 
Подставляя в это выражение функцию Грина из (П4.3) и значение тока., 
используя основное свойство о -функции и учитывая, что получающий

ся интеграл по х' в бесконечных пределах равен 2тсб(х1 -0) , имеем: 

. jм оо оо -tx2 (Y-Yo)-ixз(z-zo )  

A�n(p) == �  J J 
е 

2 2 2 х2dхз. 
(21t) - оо - оо  X2 + X3 - kl 

Выnолнив интегрирование по х2 так же, как в случае выраже

ния (П4.5), nолучаем 
. jм "" e±qt(Y-Yo}-ix(z-zo) А ми - О f ..1.. . О < < Ь xl - - их;, - У - • 

41t -оо ql (7. 14) 

где -х. х3 , q1 = (x2 - k12)l/2 ; верхний знак берется при у - у0 < 0 ,  а 

нижний при у - Уо > О . 
Итак, Ain ::::: lx A�n . Но Аiв тоже имеет только одну состав-

А. мв л· мв 
л· мв ляющую xl , так как у! и zl оказываются равными нулю, если 

использовать для их определения условия (7.6), (7. 7). 
Поскольку вторичное поле порождено волнами, отраженными 

от границ раздела сред при у = О и при у Ь , то его ищем в виде сум-
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мы полей, одно из которых обусловлено отражением от нижней rрани
цы раздела сред, а второе - отражением от верхней rраницы. Решение 
однородного ураsнения (7.8) для ;\.:'18 тогда тоже надо искать в виде 
аналогичной суммы: 

· jм оо -i><(z-z0) 

А.:? (р) = 
4� J е [fi(x)e-q1y + /2 (x)eq, (y-Ь) ]dx, 

-оо ql 
(7. 1 5) 

где ft ( х) спектральная nлотность волн, возбуждаемых токами, проте
кающими при у = О ; поскольку для этих волн у - О > О , то знак при 
показателе экспоненты выбран «минус». Аналогично, f2(x) спек-
тральная nлотность волн, возбуждаемых эквивалентными nоверхност
ными токами, протекающими при у Ь ; поскольку nри этом у Ь < О , 
то знак при показателе экспоненты выбран «nлюс». 

Из rраничного условия (7 . 1 1 ) можно получить связь между 
функциями ft(x) и f2 (х) . С учетом (7. 1 3)-(7. 1 5) из (7. 1 1 ) имеем: 

exp(-q1y0 ) - ft (x) +  /2 (x) exp(-q1b) = О, 

откуда ft(x) = /2 (x)exp(-q1b)+exp(-q1y0) . 
Подставляя ft(x) в (7. 1 5), находим 

jм оо -i><(z-z0) А.:1в = д... J е [e-q, (y+yo) + 2Ь(х)е
-q,ь chq1y]dx. 

4n__ q1 
(7. 1 6) 

Спектральную плотность f2(x) определим из (7. 12). Для этоrо 

надо записать разложение функции А.:2 • Поскольку в верхнем полупро

странстве сторонних источников нет, то поле Е2, il2 при у ;;:: ь являет

ся вторичным nолем, л:2 равна соответствующей составляющей век
торного потенциала вторичного поля, источниками которого являются 
эквивалентные поверхностные токи (вторичные) при у Ь .  Решение 
уравнения (7 .9) nоэтому записываем в виде 

00 

л:2 = J f(x)e-q2(y-Ь)-i><(z-zo)dx, у 2: Ь ,  (7. 17) 

где f(x) - спектральная nлотность, q2 = (х2
- k:j ) 1 1 2 ; знак при пока

зателе экспоненты выбран «минус» с учетом условия излучения и рас
положения вторичных источников при у = Ь . 

Подставляя (7. 14), (7. 16), (7. 17) в (7. 12), получаем, применяя 
обратное иреобразование Фурье: 
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(�/2л) · exp(-q1b)[ -chq1y0 + fz( x)shq1b] = - q2f(x), 
('Ej';/2лq1'E02) • exp(-q1b)[ -chq1y0 + /2( x)chq1b] = f( Х ) . 

Это есть система двух функциональных уравнений относительно 

и /2(х) . Решая ее, получаем: 

f2(x) = 
c�qiYo(qiEa2 =q2Ea1) , 

q2 Е а\ ch q1b + q1 Еа2 sh q2b 

f(x) = i�'Eai ch q1y0 
2n q2 'Еа1 ch q1b + q1 'Еа2 sh q2b 

f(x) 

(7. 18) 

Если подставить эти функции в (7 . 1 6), (7 . 1 7) и выполнить ин

тегрирование, то найдем А�в и ..4;2 • Векторы напряженности ЭМ поля 

в слое и над слоем определяются по ( 1 . 1 24), ( 1 . 1 25). Поскольку Й zq == О ,  

а Ёzq ::1= О ,  то в слое и над слоем распространяется Е-волна. 

Решение задачи удовлетворяет условиям теоремы единственно-
сти. 

3. Рассмотрим поле над слоем диэлектрика. Пусть потери в ди
электрике отсутствуют, т.е. Еа\ = Е а\ ,  Еа2 == Еа2 • Тогда k1 и k2 - дейст-

вительные величины, k1 > k2 по условию. Из (7 . 1 7) и (7 . 1 8) имеем 

.А;2 = i�Eai j chq1y0 exp[-q2(y -b) - ix(z - .zo)]dx. (7. 19) 21t -� q2Ea\ ch q1b + q1Ea2 sh q1b 
Подынтегральная функция в точках х == х(О) • x(l) ,  ... , x<N> имеет 

N + 1 полюсов первого порядка, определяемых из уравнения 

q2Ea\ chq\b+ q\Ea2 sh q\b := О, (7.20) 
и точки ветвления при х = ±k1 и х == ±k2 • Контур интегрирования по 

действительной оси при z - z0 < О замкнем полуокружностью беско

нечно большого радиуса в верхней полуплоскости, а при z - z0 > О - в 

нижней полуплоскости. Точки ветвления необходимо выделить разре
зами. Вычеты в полюсах равны 

Е jм ch q у е -q2(y-b)-ix(z-z0 ) а\ О 1 О при х = +x(n) • 21t [q2Eal ch q1b + q1Ea2 sh q1b ]' 
где штрих над квадратной скобкой означает производную по х , верх

ний знак соответствует z - z0 < О ,  а нижний - z - z0 > О  . Значение ин

теграла (7. 19) за счет наличия полюсов равно ±21ti , умноженному на 
сумму вычетов в соответствующей полуплоскости. Введем обозначение 

256 



л+ --+2т· Eati� ch qtyo exp(+ix(n)Zo) 
при "n Х = +x(n) . - 2n [q2Eat ch q1b + q2Eaz sh q1b ]' 

Тогда из (7. 1 9) имеем 
N 

A�z(p) = L л; ехр[-�х1п) - ki (у - Ь) ± ixпz] + А�"Р (р), (7.21 )  n=O 
где л�пр - значение части интеграла (7 . 1 9), вычисленное по ветвям 

разрезов, выделяющих точки ветвления; л�пр определяет поле про
странетвенной волны (поле излучения). 

Наиболее интересной в случае применения направляющих сис
тем является сумма по п , входящая в (7.21). При N = О имеется только 
один полюс; получаем 

А�2 = AJ ехр[-�х�2> - ki (у -Ь) ±  ix<0>z] + А�"Р. 
Первое слагаемое здесь при х(О) действительном и х(О) > k2 определяет 

поверхностную волну. Амплитуда ее максимальна на поверхности раз
дела сред ( у = Ь ) и уменьшается по экспоненциальному закону при 

удалении точки наблюдения вдоль нормали к поверхности раздела. 

Вдоль увеличивающихся значений jzj поле имеет характер бегущей вол-

ны. Подобная волна рассматривалась в §  2. 12, там она получена за счет 
подбора распределения тока на математической модели. Возникновение 
поверхностной волны в настоящей задаче обусловлено наличием слоя 
диэлектрика. 

Если имеем N + 1 полюсов, то первое слагаемое в формуле 

(7.21 )  при x(n) действительных и x(n) > k2 определяет N + 1 поверхно-

стных волн, каждая из которых имеет свои фазовую скорость 
v Ф• = w /Х <•• и расnределение поля вдоль оси у. Действительно, обо-

( 2 k2)l/ 2 значая через q2{n) = x(n) - 2 и через 

N 
A�f8 = LЛ: exp[-qz(n) (y-b)± ix(n)Z] n=O 

слагаемое в (7.2 1), характеризующее поверхностную волну, находим из 
(7. 10) или ( 1 . 1 24), ( 1 . 1 25) составляющие векторов напряженностей поля 

Е"8, Н"8 поверхностных волн: 
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" пв N " пв Еу2 = LЕу,Оп • n=O 

. N . нпв ""' нлв х2 = L..i x,On ' n=O 

E��On = +iх(п)Л: ехр[ -q2(n) (у -Ь) ± ix(n)Z], 
(7.22) 

Е" пв " пв " пв х2 = Н у2 = Н z2 = О, 

Эrи выражения описывают поле поверхностных Eon -волн (где первый 
индекс т = О , так как ЭМ поле по х однородно). Тип волны характери
зуется числом n . Вектор Пойнтинга Пg: имеет две составляющих: 
ii��on (чисто мнимо) и Ji��on (чисто действительно). Значит, слой ди

электрика на металле является направляющей системой - энергия 
канализируется вдоль слоя перпендикулярно нити стороннего тока. 
Можно рассчитать с помощью (7.22) значение мощности, переносимой 
поверхностной волной на разных расстояниях (по оси у ) от слоя ди-
электрика. Очевидно, что с ростом x(n) волна локализуется у поверхно
сти раздела сред. 

4. Чтобы изучить типы поверхностных Eon -волн, надо изучить влияние пара-

метров слоя на значения x(n) в полюсах и на количество полюсов. 

Рассмотрим характеристическое (дисперсионное) уравнение (7.20). Пусть 

k.LI = (kf -x2) = iq1 . Тогда уравнение (7.20) после умножения на Ь приводится к виду: 

q2b =k.L\b(E02 IE01 ) tgk.L\b. (7.23) 

Это трансцендентное уравнение проще всего решать и анализировать графическим мето

дом. С этой целью построим график зависимости правой части � уравнения от k .Lib 
(рис. 7.3,а, кривые-! ). Для того чтобы построить график зависимости левой части уравне

ния q2b от k.t1Ь ,  учтем, что (q2b)2 + (k.Llb)2 = (kl -k'f. )b2 = (pb)2 , где 

р = (k? -ki )112 - известная величина, так как параметры сред заданы. Последнее выра

жение есть уравнение окружности на плоскости переменных k .Llb и q2b с центром в 

начале координат; с его помощью просто построить зависимость левой части уравнения 

от k.L1b (рис. 7.3,а, кривая-2). Точки kдn или q2(n)b ,  в которых графики пересекаются, 

соответствуют равенству левой и правой частей уравнения, т.е. корням уравнения. Вели

чины k .Llb и q2b являются положительными, поэтому графики функций изображены 

только в первом квадранте. 
Из графиков следует, что уравнение (7.23) может иметь несколько решений 

k.Ll(n) = (k? -xf.) )112 или q2(n) = cxfn) - ki)112 ' соответствующих корням 
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'hb, 
1; 

0,4 L-----1----L.--_J 
о 0,8 1 ,6 

K.LI(O)b а б 

Рис. 7.3. К решению характеристического уравнения (а) и 
графики коэффициентов замедления (б) 

ьп.. 

X(n) = (k{ -k Il(n) )112 = (ki -qi(n) )112 . Одна из ветвей кривой-1 проходит через начало 

координат, поэтому при любом значении рЬ имеется решение уравнения (7.23). Значит, 

при любом малом значении Ь0 толщины пластины и любой частоте оо имеется первый 

корень уравнения х ( 0 )  = ( k f - k 1 1 < 0 )  ) 1 1 2 . Ветви кривой- 1 иерееекают оси k нЬ в 

точках, где k l.lЬ = n1t , n = 0, 1, 2, ... . Если 

O'SЬ<1t(kf -ki )-112 , то уравнение может иметь лишь одно решение х0 . Последнее 

соответствует основной волне, так как критическая частота при этом равна нулю. 

Если 1t < рЬ < 27t , т.е. 1t(k{ -ki)-112 < Ь < 21t(k{ -ki )-112 , то возможно еще 

одно решение x(l) и в направляющей системе может распространяться еще одна волна. 

Если N1t < рЬ < (N + 1)7t , то в системе возможно распространение N + 1 волн с разными 

значениями коэффициентов распространения X(n) • Значения 

Ькр,п = n7t(kf - ki}-112 = n(Л./2) · (Eilli /E2112 - l)-112 
соответствуют толщинам, при которых могут возникать первый, второй и т.д. типы волн, 
т.е. волны высших типов. 

В случае если ЫЛ. велико, то ветви кривых- 1 имеют большую крутизну: пере-

сечение кривой-2 с первой ветвью кривых- 1 происходит при kl.l(O)Ь = п/2 , при этом 

kн = п/2Ь , т.е. (k{ -ki )-112 = п/2Ь = О .  Значит, х(О) = k1 и основная волна распро

страняется с фазовой скоростью vФО = (E011lai)-112 . Для волн высших типов с ростом 

ЫЛ. растет крутизна кривых- 1 ,  поэтому kl.I(n)Ь � n1t и значит, x(n) � k1 , т.е. 

Vфn � (EaJf.LaJ )-112 · 
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Если Ь 1 Л. �  О , то q2(o) = (xlo) - ki )112 � О  и х(О) � k2 , значит, фазовая ско

рость волны vФО � (Ea21la2 )-
112

• Если толщина слоя Ь � Ькр.п , то kдпЬ � рЬ ; позтому 

q2(n)b � О  и для вновь возникающего типа поверхностной волны X(n) � k2 . При этом 

X�n) -ki �О , Ё�.�п �О и поверхностная Е оп -волна вырождается в Т-волну, у которой 

имеются только поперечные составляющие Б;�. и iJ ��. , нелокализованные у поверхности. 

Для всех типов волн удовлетворяется соотношение k2 < x(n) < k1 , или 

(Eatllat )-
112 < vфn < (Ea21la2 )-

112 . Поверхностные волны по отношению к верхнему полупро

странству являются медленными. Величина замедления фазовой скорости часто является 
одним из основных параметров. Позтому вводят коэффициенты замедления волн 
1;. = v фп 1 v Ф = /31 X(n) . Последние можно определить, вычисляя величины x(n) • На рис. 7.3,6 

приведены рассчитанные графики для случая, когда Еа2 = Е0 , Jla2 = Jlal = Jlo , Eal = 2,6Ео . 
Силовые линии электрического и магнитного полей поверхностной Е оп -волны 

над слоем диэлектрика аналогичны силовым линиям полей, рассмотренных в § 2.12. Си
ловые линии электрического поля неперпендикулярны поверхности раздела у = Ь , так 

как при у = Ь Ё�.�. * О . Характеристическое сопротивление Е оп -волны определяется по 

(5. 12) или (7.22): Zэ(n) = x(n)W 1 k .  Коэффициенты затухания за счет потерь в металле (на 

единичной ширине по х )  определяются по (7.22) и (5.24), а мощность, переносимая вол
ной - по (5.23). 

5. Рассмотрим поверхностное сопротивление слоя диэлектрика. Пусть толщина 
слоя мала так, что в направляющей системе распространяется только волна основного 

типа и xloJ « k12 • При этом Ji��oп = 0,5Ё�.�.н;�� . Если обозначить Ё�.�п = -z, .• iJ�.�п , . 1 '  пв 12 
то П��оп = -{),5Z,,. Н х,оп . Рассмотрим значение величины Zэ,n на поверхности раздела 

сред, т.е. при у = Ь . Используя формулы (7 .22), а затем - (7 .23), получаем при n = О  

�k{ -xlo) 1 2 2 . tg'Jkl - х(о) Ь. 

lWEal 

Учитывая, что xfo) << k12 , находим z,,,o "' iW1 tgk1b , W1 = (Jlat 1Ea1 )
112 . Поверхностное 

сопротивление Z,, имеет индуктивный характер и определяется только параметрами слоя 
и частотой (см. § 2. 1 2). 

Если известно поверхностное сопротивление Zэ.ю, то при решении граничной 
задачи возбуждения слоя диэлектрика на металле можно вместо граничных условий (7.7) 
использовать условие 

Ez.oo = -z,,,0H х,оо при у =  Ь .  (7.24) 

6. Пример. Найти толщины слоя полистирола на металлической подложке, при 
которых в полистироле и окружающем сухом воздухе распространяется только поверхно
стная волна основного типа. Определить фазовую скорость волны, ее поверхностное и 
характеристическое сопротивления. Считаем, что ширина слоя намного больше длины 
волны, а подложка имеет идеальную проводимость и ее можно заменить плоскостью. При 
этом используем математическую модель, изученную выше. 
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Для распространения поверхностной волны основного типа толщина должна 

удовлетворять неравенству O :S b :S n(kt - ki )-112 или 0 < Ь/A < [4(E1�-t1 /E2�-t2 - 1)]-112 . 
Полистирол имеет Е1 = 2,6 , 111 = 1 , сухой воздух - Е2 = 1 , �-t2 = 1 . Таким образом, тол
щина слоя выбирается из условия О < Ь 1 Л < 0,395 . При этом коэффициент замедления 

ф ( 7 б) ): ): ( )-1/2 определяем по гра ику рис. .3, : 0,67 < .,0 < 1 и У ФО = .,0 Ео!!о , т.е. 

0,67с < У  ФО < с  . Так как x(n) = j3/ �n , то характеристическое сопротивление 

z,,o = x<0JW0 /j3 = �01W0 • Поверхностное сопротивление волны основного типа 

Zэs,o = iфf -x�0) )11 2W113-1 tgфf -х�о) )Ь . При увеличении Ь!Л. от О до 0,395 ЭМ поле 
локализуется у подложки. 

Если, например, Ь = О,2Л , то �о = 0,74 , поэтому УФО = 0,74с , 
23,0 = 1,35Wo = 509 Ом, Zэs,o = i1,36W1 = i1,36Wo l� = i318 Ом. 

7. При отсутствии джоулевых потерь в диэлектриках коэффи
циент распространения поверхностных волн x(n) удовлетворяет усло-
вию k2 < x(n) < k1 . Поэтому ql(n) - мнимая величина: 

ql(n) = �х� - k12 = iv n , где V n = �k12 - X�n) . Так как 
ch q1y = 0,5[exp(-iv(n)Y)+ exp(iv(n)Y)] , то значение квадратной скобки 
в (7 . 1 6) определяется наложением бегущих в направлениях металличе
ской плоскости ( у = О ) и поверхности раздела ( у = Ь ) диэлектриков 
волн exp(iv(n)Y) и exp(-iv(n)Y) . Значит, соответствующие волновые 
функции парциальных волн внутри диэлектрика имеют вид 
exp(iv(n) y- ix(n)Z) и exp(-iv(n)y- ix(n)Z) . Фронты этих волн плоские. 
Если обозначить x(n) = k1 sin i}(n) , то v (n) = k1 cos i}(n) . Тогда фронт 
v(n)Y - X(n)z = k1(ycosi}(n) - z sini}(n)) определяет волну, падающую на 
металлическую плоскость, а фронт 
(-v(n)Y - x(n)Z) = k1 (ycosi}(n) + zsin i}(n) ) определяет волну, падающую 
на поверхность раздела диэлектриков. Углы падения волн равны i}(n) . 

Если угол падения i}(n) 2 t'}0,кp(sin 1'}0,кр = k2 1 k1) ,  то на границе 

раздела диэлектриков происходит полное внутреннее отражение 
ЭМ поля. При этом вне слоя ( у > Ь ) распространяется поверхностная 
волна типа ( 4.20). Парциальные волны последовательно переотражают
ся между поверхностями раздела сред. Волнаводные свойства слоя ди
электрика на .метШJЛе обусловлены явлением полного внутреннего от
ражения у поверхности раздела диэлектриков. 
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Если уrол падения '6(n) < f1o.xp , то внутри и вне слои диэлектри

ка распространяются плоские волны. 
8. Пусть слой диэлектрика на металлической nлоскости возбуждается беско

нечной прямолинейной синфазной нитью электрического тока (рис. 7.2). При этом nоста
новка задачи о возбуждении ЭМ nom1 в структуре не меЮiется no сравнению с п. J ,  но 

сторонние ток11 имеют вид J\ = l)o0<y- y0)0(z- z0) , j�·c = O .  Знач.ит, A1 = l_..A,I , 

A.r = 0 ;  А2 = l_.Ax2 , А� = 0 .  Очевидно, что граничные условия для касательных со· 

ставляющих векторов напряженностей поля оnределяются выражен11ями (7.6), (7.7). Но в 

соответствии с формулами (1 . 124), ( 1 . 125) отличаются от нуля Йщ = -iJAxq liJy и 

Ёхq = -iщ,taqAxq . Поэтому граничные условия для Axl и Axz формул11руются так: 

Ах\ = О  nри у =  О ;  дАх1 liJy= дAx2fiJy , 1-tatAxl = /.102А_.2 nри у = Ь . Так как 

= О , ro возбуждаемое nоле является nолем Н-волн. 

Методика решения граничной задачи не отличается от использованной в n.2. Но 
nоскольку граничные условия в этой задаче 11меют друrую форму, то вместо (7.23) имеем 
друrое характеристическое ураnнение: q2b -(J..I.02 /J..t01 )k .Lf ctg k .Lib , опредеm1ющее коэф-

фициенты x(n) распространения nоверхностных Hon -1юлн. 

Решением граничной задачи nри у � Ь является 
N 

Ах2 (Р) = 2вJ exp[-q2(n) (y-b)±rx(п)Z]+ ti;P(p), 
п,.() 

где в: коэффициенты, N1 + 1 число решений характеристического уравнения; 

фуикцик А� оnисывает nростран<::mенную волну. 

В правую часть характеристического уравнения Н оп -волн входит ctg k .Ltb . По-

этому nервое решение уравнения х(О) появнтс11 при Ь > n/[2(kf -ki )112 ] • Значит, по

верхностные Н оп -волны в направляющей снетеме nоявляются только при условии, что 

b >Л/[4(E1JJ.1 /E2JJ.2 -1)112 ] .  
Если в направляющей системе расnространяется только Н 00 -волна, имеющая 

• nв • nli одно значение коэффициента фазы Х(о) , то nри у =  Ь ,  Ех,оо = Zмs,oH z.OO , где nоверхно-

стное соnротивление 
(7.25} 

найдено при условии, что xf0) << k? . 
Волвоводные свойства слоя диэлектрика н в этом случае обусловлены полным 

внутренним отраженнем ЭМ поля у nоверхности раздела диэлектриков. 
9. Применевным выше методом можно получить решение граничной задачи 

возбуждения слоя диэлектрика на металлической nлоскости в случае более сложноrо 
распределения сторонни:х источников. ФизичесJШ ясно, что если, наnример, вместо беско
нечной прямолинейной поnеречной нити синфазного магнитного тока используется nря
молинейный излучатель конечной длины, то вследствие roro, что ЭМ поле будет зависеть 
от координаты х , в наnравляющей снетеме будут отличными от нуля продольные состав-
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ляющие векторов Е1 и Н1 , т.е. поле будет определяться наложением полей Emn -волн и 

Н тп -волн. Аналогичное положение возникает в том случае, когда ширина слоя по коор
динате х конечна. 

10. Возбуждающее устройство создает над слоем диэлектрика пространствеи-

ную волну, т.е. поле излучения. Она описывается слагаемым A;'•np в (7.21). 

7.3. Диэлектрическая пластина 

1. Рассмотрим возможность существования поверхностных 
Eon - и Н оп -волн в пластине толщины 2Ь , имеющей однородные пара-
метры Eat• llat (рис. 7.4). В соответствии с результатами § 7.2 волновод
ные свойства такой пластины при \k1\ > \k2 \ обусловлены явлением пол
ного внутреннего отражения парциальных волн у двух поверхностей 
раздела диэлектриков. 

Начало ДСК расположим в середине пластины. Ось у напра-
вим пероендикулярно поверхности раздела сред. Считаем, что сторон
ние источники расположены при z � -оо и рассматриваем только пря
мые волны. При этом уравнения Максвелла, а значит, и уравнения 
Гельмгольца для продольных составляющих векторов напряженностей 
поля однородны. Пространствеиную волну не рассматриваем. Поле по
верхностных волн должно переносить энергию в направлении возрас
тающих значений z , поэтому продольными составляющими напряжен-
ностей ПОЛЯ являются й;:.оп = Eqz,n И н;:.оп = Йqz,n . (Индексы «ПВ» И 

«о» далее опускаем, имея в виду только анализ поверхностных волн и 
однородность поля по координате х ) . 

Продольный коэффициент распространения xn типов поверх
ностных волн одинаков во всем пространстве и для идеальных диэлек
триков k2 < xn < k1 • Поэтому поперечные коэффициенты распростране-

ния kl.l(n) = �kf -х; = Vn , k1.2(n) == �ki -x; = +iqn , где qn == �x; -ki , 

у 

Рис. 7.4. Пластина 
диэлектрика 

верхний знак соответствует у � Ь , а ниж
ний - у � -Ь . 

2. Рассмотрим условия существо
вания поверхностных Eon -волн. Ёqz,n 
удовлетворяют уравнениям Гельмгольца 
( q  = 1 или 2): 
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Решениями этого уравнения для поверхностных волн в соответ
ствии с (7.21), (7.22) являются 

Е = A e-q. (y-b)e-r"-.z при у � Ь. 2z,n "n 
Е = В eq. (y+b>e-т.z при у � -Ь. 2z.n n 

(7.26) 

Внуrри пластины в соответствии с п.7.2.7 поле оnределяется 
наложением парциальных волн, переотражаюшихся между поверхно
стями раздела диэлектриков, т.е. 

E1z,n = (cпe-iv.y + Dneiv.y }-т.z ,  - Ь �  у � Ь . (7.27) 

Коэффициенты А". Bn и Сп , Dn , определяющие амплитуды 

волн, могут зависеть от Х11 • 

Определим по (5. 1 О) поперечные составляющие векторов на
пряженностей поля: 

нэ troea2 
� 

= zroea2 e-ix.z '"ne n 
' у - ' . - дЕ . - ! А -q (у-Ь) > ь 

2х,п k2 ду q _В eq.<y+b> у < -Ь· 

Йfx,n 

Е· э qy,n 

Е· э  -2y,n -

.i2(n) n n • - • 

iro€a1 дЕiz,п = ro
'Eal (С e-··v.y ·v · 

Dnel nY)e-r«.z ' -ь � у � ь. 
k2 ду 

n 
.LI(n) V n 

2 • 
1 д Eqz . 

k1(n) дzду ' 

. х ' . . Ef, n ::.::: _п (-Cne-IV•Y + Dne'v•y )e-rx•z' - Ь �  у � Ь. ' 
vn 

(7.28) 

(7.29) 

Для получения характеристического уравнения используем 

граничные условия E2z,n = E1z,n , Йix,n Йfх.п при у = Ь И у = -Ь . При 

у =  Ь имеем, сокращая множители ехр( -ix11z) : 

А" 

При у = -Ь получаем: 

Вп = Спе;v.ь + Dпe-iv.ь ;  -itaz Вп 
ta! (C11eiV.ь - Dпe-iv.ь). 

qn vn 
Исключая А" и В11 во втором и четвертом равенствах с помо

щью первого и третьего равенств, объединяя подобные слагаемые и 
вводЯ обозначение ��� = Ea2V11 /(ta1q11 ) ,  находим: 
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(i�n - 1)e-iv.ьcn + (i�n + 1)eiv.ьDn = О, 
(i�n + 1)eiv.ьcn + (i�n - 1)e-iv.ь Dn = О. 

Для того, чтобы существовало ЭМ поле, коэффициенты Сп , Dn 
в выражениях (7.28), (7.29) должны отличаться от нуля. Для этого опре
делитель коэффициентов при Сп, Dn в последней системе уравнений 
должен быть равен нулю, т.е. 

[щп - 1)e-iv.ь f - Ki�n + 1)eiv.ь f = О. 

Рассматривая зто уравнение как алгебраическую разность квад
ратов двух величин, получаем два характеристических уравнения 

(i�n - l)e -iv.ь - (i�n + 1)eiv .ь = О И (i�n - l)e -iv .ь + (i�n + l)eiv .ь = О. 
Разлагая здесь экспоненты по формуле Эйлера и сокращая по

добные слагаемые, получаем два характеристических (дисперсионных) 
уравнения: 

Е Е 
qnb = �2 (vnb) tgvnb; qnb = - _az (vnb)ctgvnb. (7.30) 

Еа! Еа! 
Первое из этих уравнений не отличается от (7.23). Анализ его 

решений дан в п. 7 .2.4. Если N1t < Ь� kt - k} < (N + 1)1t , то в пластине 

возможно распространение N + 1 волн с разными значениями xn . Уч
тем, что для идеальных диэлектриков 

�kf - k} = k2�,....(k_1_/-k2_)_2 ___ 1 = (27tiЛ) · y, 
где у =  �г(k_1_/_k_2_)_2 ___ 1 = �E1Jl1 /E2Jl2 - 1 . Тогда зто условие имеет вид 

NЛ/ 2у < Ь < (N + l).Л./2у . 
Второе из уравнений (7 .30) отличается тем, что в правой части 

его имеется (-ctgvnb) . При этом кривые- 1 на рис. 7.3 сдвинуты на n/ 2  
по оси абсцисс. Для идеальных диэлектриков первое решение имеется 
при n/2 < VnP < 3n/ 2 , т.е. при условии Л!2у < 2Ь < 3Л!2у .  Таким обра-
зом, основная волна распространяется при условии, что О < 2Ь < Л. 1 2у , а 
вообще поверхностные Еоп -волны - при условии: 2Ь > п.Л./ 2у , 
n = О, 1, 2, . . . . 

Коэффициент замедления фазовой скорости рассчитывается так 
же, как и в п.7.2.4. 

3. Условия существования поверхностных Н оп -волн рассматри-

ваются аналогично предыдущим. Составляющие Й qz.n удовлетворяют 
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. 2 
однородному уравнению Гельмгольца Шqz,n + kqHqz,n = 0 ,  решенШlмн 

которого являются 

при у 'С: Ь; 
при у � -Ь; 
при -ь � у � Ь. 

Касательную к nоверхностям раздела сред составляющую F:;x,n 
определяем по (5.9): 

· м _ iЩlaq дЙqz,n . Eqx,n - - kL,n ---ау-• 
Е
. м iOOfla2 -ix z {-h�[q• ('у-Ь} • 

= --е n 2х,п hllf q. (у+Ь) qn ne ' 
у 'С: Ь, 
у � Ь; 

Ёt'х,п = (J)�al (-cne-iv•y +dneiv.y �-ь.t.z' -Ь � У � Ь. 
n 

Для получения характеристического уравненНJl используем 

граничные условНJl на поверхностях раздела сред: Й2,,п = Й1,,п , 
Ё�х.п = Е1�.п nри у = Ь и у = -Ь . Тем же nутем, который исnользован 

в n.2, получаем два характеристических уравненНJl 

q b = fl02 V b tg v  ь· q b = - flaz v  b ctg v ь n n n '  n n n • flat flat 
Анализ решений этих уравнений и возможных типов Н оп -волн, 

которые могут расnространяться в пластине, не отличается от nреды
дущего. 

7 .4. Круглый диэлектрический волновод 

1. Круглым диэлектрическим волноводом называют направ
ляющую систему, выполненную , из диэлектрического стержня 
(рис. 5 . 1 ,к). Направляемые волны переносят часть мощности в диэлек
трике, а другую часть - в окружающем пространстве, которое, являясь 
сухим воздухом, имеет малые джоулевы потери. Поэтому тепловые по
тери такой направляющей системы определяются nроводимостью ди
электрика. Появление диэлектриков с очень малыми тепловыми поте
рями на КВЧ, ГВЧ и в оптическом диапазоне привело к широкому при
менению диэлектрических волноводов. Применепию диэлектрических 
волноводов обязано развитие интегральной оптики и волоконно-

266 



оптических линий связи. Диэлектрические волноводы применяются и 
как элементы антенных систем. 

2. Рассмотрим постановку граничной задачи о возможности 
распространения ЭМ волн в направляющей системе, состоящей из беско
нечного регулярного, однородного, изотропного диэлектрического круго
вого цилиндра с параметрами Ё01 , J.l.aJ , расположенного в неограничен-

ном, однородном, изотропном пространстве с параметрами Ё02, J.l.a2 
(рис. 7.5). Считаем, что E1J.t1 > E2J.t2 . Введем ЦСК. Ось z направим вдоль 
оси цилиндра. Поверхность цилиндра (стержня) r = а делит все про
странство на две области - внутреннюю ( r ::;; а ), в которой векторы поля 
обозначим через Е1 и Н1 , и внешнюю ( а ::;; r ::;; оо ), в которой векторы 

поля обозначим через Е2 и Н2 • ЭМ поле должно переносить энергию 
вдоль направления z (продольного). Продольные составляющие векто
ров поля должны удовлетворять уравнениям Гельмгольца 

о 2 о о 2 о Mlz + kl Elz = О, blllz + k1 H1z = О, О ::;; r :$ а, (7.3 1 )  
о 2 о о 2 о M2z + k2 E2z = О, bll2z + k2 Н 2z = О, а ::;; r :$ оо. (7 .32) 

Граничные условия на поверхности раздела сред по (1 .86) име
ют вид Ё1't = Ё2't , Й1't = Й2't при r = а ,  т.е. 

E1z <a,q>,z) = E2z(a,q>,z), Й1z<а,<р, z) = Й2z (a,<(J,Z), 
E1<p(a,q>,z) = E2<p(a,q>,z), В1<р(а, <(J,Z) = В z<p(a,<p, z). 

(7.33) 

При z � ±оо должны удовлетворяться условия излучения. Поле 
не должно переносить энергию вдоль радиШlьного направления, поэто
му волнового движения вдоль этого направления не должно быть. Это
му условию в соответствии с результатами § 2.9 и § 7.2, § 7.3 удовле
творяет поле поверхностной волны. Значит, в области а ::;; r ::;; оо 
ЭМ поле, описываемое векторами Е2, Н2 , должно быть полем поверх

у 

Рис. 7.5.  Диэлектрический 
стержень в неограниченном 

пространстве 

ностной волны. 
Необходимо найти векторы 

ЭМ поля Е1 ,  Н1 и Е2, Н2 . Для этого 
надо найти продольные составляю
щие этих векторов, а затем с помо
щью (6.28), (6.29) - их поперечные 
составляющие. 

2. Рассмотрим решение по
ставленной граничной задачи. Для 
упрощения записи считаем, что бе
гущие волны распространяются в 
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направлении z � оо .  Тогда в соответствии с (5 . 1 )  и результатами § 6.6 
Eqzmn (р) = Eqvnn (P J.)e -ix.,..z ' Н qvnn (P) :::: Н qvnn (P J.)e-i"-qm• Z ' (7.34) 

где q = 1 для области О � r � оо и q = 2 для области а � r � оо , х qтп -
коэффициенты распространения типов волн, удовлетворяющих услови
ям поставленной задачи, т ,  п - целые числа, Ёqvnп <PJ.) , Йqvnn <PJ. ) 
удовлетворяют уравнениям типа (6.46): 2 • 2 • V J.Eqzmn(PJ.) + vqmnEqzmn(PJ.) = О, 

2 • 2 • V J.Hqvnn <P J. ) + vqтnHqvnп <P J. ) = О, 
где v 2  = k2-X2 , v - поперечные «коэффициенты распространения». qmn q qmn qmn 

Решениями последних уравнений являются (см. § 6.6) 
· -im ql Eqzmn (PJ. ) = eqmnZт (Vqтnr)e • , 
· -im q1 Hqzmn (PJ. ) = hqтnZт (vqтnr)e • ' 

(7.35) 

где еqтп , hqтn - постоянные коэффициенты тиnов волн, 
Zт(v1mпr) = Jт (v1mпr) , так как область O � r � a  включает точку r = O ,  
и Zт (v2mnr) = нf:> (v2тnr) , так как область а �  r � оо имеет точку, где 

Для того чтобы в области а � r � оо ЭМ поле бьшо полем по
верхностных волн, необходимо, как показано в § 2.9, п.6, nотребовать, 
чтобы поперечный «коэффициент распространения» 
v 2тп = v;mn - iv;тn = lv 2тп 1 exp(i\jf2mn ) удовлетворял условию v;тn > о .  
Тогда при lv2mn lr >> 1 ,  исnользуя (П3.4), получаем 

н(2) ( ) - ( 2 ]1 1 2 
(- " ) "т (

-
"ф ) (7.36) т V2тnr - .. ! 1 

ехр V2тnr l ехр l mn , 
��v2тn r 

где Ф тп = v;тn r - n  1 4  + \jl2тn 1 2  . При этом множитель ехр( -v;тn r) по
казывает, что (7.34), (7.35) описывают волну, локализованную у по
верхности r = а . 

Подставим (7.34), (7.35) в граничные условия (7.33). Имеем 
е J (v а)е -iт1q>-ix1m.z = е Н (2) (V а)е -iт2qr-ix2,..z lmn т Imn 2тп т 2тп · 

Отсюда следует, что целые числа тq должны быть одинаковы-
ми во внутренней и внешней областях, т1 = т2 = т ,  т.е. азимутальная 
зависимость поля данного типа волны во внутренней и внешней облас-
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тях должна быть одинаковой. Кроме того, коэффициенты распростра
нения должны быть одинаковыми в обеих областях, т.е. 
x1mn :::: x2mn = Xmn . Последнее означает, что фазовая и групповая скоро
сти типа волны одинаковы в обеих областях. 

Все составляющие векторов поля могут быть определены с по
мощью (6.28), (6.29). Четыре граничных условия (7.33) позволяют опре
делить четыре неизвестных: отношение трех коэффициентов к четвер
тому (который остается неизвестным) и коэффициент распространения 
xmn (для полного определения коэффициентов необходимо решать не
однородные уравнения (7.3 1), (7.32), т.е. решать задачу возбуждения 
поля сторонними источниками). 

Ниже для сокращения записи индексы т , п опустим и только 
в окончательных выражениях их восстановим. Обозначим Eq = Eqmn , 
Hq = Hqmn ' eq = eqmn ' hq = hqmn ' v q = v qmn ' Xq = Xqmn • Если ИЗ (6.29) 

найти составляющие Е�, ii� и подставить их и Eqz в граничные ус

ловия (7.33), то полученная система из трех ( Hqz = О )  уравнений оказы

вается несовместной, т.е. удовлетворить граничным условиям с помо
щью векторов поля только Е-волны в общем случае невозможно. Ана
логично, удовлетворить граничным условиям с помощью векторов поля 
только Н-волны невозможно. Значит, в диэлектрическом волноводе (в 
общем случае) не могут существовать порознь Е-волны и Н-волны. Они 
могут распространяться только совместно. 

Граничным условиям (7.33) можно удовлетворить с помощью 
векторов :Eq = :Е� + t; , ilq = il� + н; . Все составляющие векторов 

поля оказываются в общем случае связанными. Такие волны называют 
гибридными HEmn - и ЕН mn -волнами. Силовые линии полей HEmn -волн 
более близки силовым линиям полей Hmn -волн, а силовые линии полей 
ЕН mn -волн - силовым линиям полей Emn -волн. 

Отметим, что однородно-азимутальные (симметричные по <р ) 
Еоп - и Н оп -волны удовлетворяют граничным условиям (порознь). Зна
чит, они могут существовать в диэлектрическом волноводе независимо 
друг от друга. Случай т =  О (однородности по азимуту) является ис
ключительным. 

В (7.33) необходимо подставить Eqq� = Е� + й;ЧJ и 

Й .. Й • + Й м. Определим их, подставляя (7.35) в (6.28), (6.29) и вы-
'�'�' q<p q<p 
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полняя дифференциальные операции. Обозначая Wq == (J.laq 1 'ёаq )112 , 
получаем 

Et]{l)(p J.)  = J_[iWqhqkqZ�(v q r) + тх eqZm(V qr)}-im<p, vq vqr 

Йt](I)(P.J..) = -1-[�hqZm(vqr) - ikq eqZ�(vqr)]e-im<p. vq vqr wq 
Подставим (7.37) и (7.35) в (7.33). Имеем систему 

уравнений: 

e1J m (v1a) = е2н:;>(v2а); h,_J m(v1a) = �H�2> (v2a); 

_!_[i"'th,.k1J� (v 1а) - тх e1J т (v 1а >] == v1 v1a 

= J_[iw2�k2H�2> (v2a) -�е2н:;>(v2а)]; v2 v2a 
l [mx ik1 

· , ] - -h,.Jm(v1a)+-e1Jm(v1a) = v1 v1a W1 
== -1 [mx l. н<2> (v а)+ ik2 е н'<2> (v а)} " V "2 m 2 W: 2 m 2 v 2 2а 2 

Из первого и второго уравнений получаем 
е2 1е1 = hz lh1 = Jm (v1a) IH:;>(v2a). 

(7.37) 

четырех 

Исключим из третьего и четвертого уравнений е2 и hz с помо

щью последних выражений. Объединяя подобные, разделив результат 
на J m (v1a) и обозначив через Im == J�(v1a)/ J m{v1a) , 
'lfm = H�2>'(v2a) / н:;>{v2а) , имеем 

{"'!kt fm - W2k2 'Vm 1�. . +(+-+ l...vel = 0, v1 v2 J'1 v2a v1 а J'"'' 
(+-+ l ... xh,_ +{�'Vт _ _!!J__ fт}t = 0. 

v2a v1 а J" W2v2 W1v1 
Это система двух линейных алгебраических уравнений относи

тельно коэффициентов е1 , h,_ . Чтобы существовало ЭМ nоле, удовлетво
ряющее заданным условиям, эти коэффициенты не должны быть равны 
нулю (см. (7.35)). Для этого определитель системы уравнений должен 
быть равен нулю. Прираипивая ero нулю, nолучаем 
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(Wikt Im - Wzkz \jlm )(� Im _ __ь,_\jlm ) = m2x2(+-+)
2 

(7.38) V1 V2 Jf!V1 W2v2 v2a v1 а 

Это характеристическое (трансцендентное) уравнение определяет ко
эффициенты распространения. Для азимутально-однородных волн 
т = О , поэтому правая часть уравнения равна нулю. Приравнивая нулю 
выражения в круглых скобках левой части, получаем более простые 
характеристические уравнения соответственно для Н оп -волн и 
E0n -волн: 

(7.39) 

3. Рассмотрим критические длины волн азимуrально-неоднородного поля. Ди
электрики считаем идеальными, поэтому х - чисто действительная величина и 
v q = -iv; . В направляющей системе вдоль продольного наnравления должны распро-

страняться поверхностные волны. При v 2mn = О поверхностных волн в соответствии с 

(7.36) не существует. Поэтому равенства v2mn = О является паграничным (критическим) 

между направляемыми и ненаправляе.мыми волнами. Оно определяет критическую длину 
волны лkp,mn . Таким образом, при V2mn --7 о решения vlkp,mn уравнения (7.38) являют-

ся критическими. 
Чтобы упростить решение уравнения (7.38), перемножим содержимое круглых 

скобок в его левой части, приведем подобные и разделим результат на (ат)2 . Для сокра-

щения записи введем обозначения �=v1a . 1'] = v2a = -iv2a , k1\11\21lfm lт = 6т , 

k2�21']IJI т 1 т =  'tm . При этом получаем 

6� -Ист6т + t� -х2(�2 -1']2) = 0, 
где М =  (W/ + W22)/W1W2 . Это уравнение рассматриваем как алгебраическое уравнение 

2-й степени (квадратное) относительно 6m . Тогда 

(7.40) 
Необходимо получить решение этого трансцендентного уравнения при 11 --7 О . 

Рассмотрим асимптотическое поведение функции 

ТIIJI т 1 т =  11Н�)' (1'])/ тн�> (11) при 11 -t О .  Если т =  1 , то по (П3.6) имеем 

Н1С2>' (11) = -Щ2> (1'])/1']+ нб2>(11) . Поэтому при Т] -t О по (ПЗ.S) 

ТJIJ!m /т z -1- (v2a)2 In(2/1,78v2a) . 

При т >  1 Н�2>' (ТJ) = -тН�2> (11)111 + н:!21 (11) . Применяя при ТJ -t О (ПЗ.S), 

имеем 1JIJim /т z -1- (v2a)2 12т(т- 1) . Таким образом, в общем случае при v2a -t 0 
получаем: 

(7.41) 
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где bm -ln(2/1,78vza) при т l и Ьт = l/ 2m(m - 1) при т >  1 .  
В уравнении {7.40) под знаком корня учтем, что 

х2 (�2 -1)2 )2 = (ki - v�)(l;2 -n2)2  = ki€;.4 - l;.2'112 [2k{ - (�/ а)2] ,  при этом, проводя преоб

разов3JIИJ! и сохраняя слагаемые, имеющие порядок малости по 11 не ниже второго, полу

чаем при верхнем знаке перед корнем (nервая ветвь решения) 

t...l2 J:.r 2kz J: z • 2( 1 1 } вт = kц•ч -,; т f m ". ---." (v2a} Ьт + 2 +---2 Af � 2(k2a) 

Учитывая, что !'11/2 = (vza)2 и сокращая множители в левой и правой частях ра

венства, имеем 

f. Im = -
2kz J Ь +J._ + --1-} т Mkl l т �2 2(k2a)2 

Подс1'3ВЛЯ!1 11место f т и 1; их значения, nолучаем траисцеиденrное уравнение, 

оnределяющее при Vzmna -4 О критические значения v Imna , 

J�(v1mna) 2k2 {ь 1 1 } ........;::.;...;.....=::......:.- = ---vl + + ---
mJт (vlmпa) Mk1 тп т (v1тпа)2 2(k2a)2 

(7.42) 

Чтобы получить решения уравнения дru1 т = 1 , учтем, что 
Ь1 = -ln(2/1,78v21,.a) -4 -оо при v21,.a -4 О и правая часть стремится к бесконечности. 

Значнr, при конечном v l lna левая часть уравнения, должна обращаться в бесконечность. 

Для этого необходимо, чтобы знаменатель левой части обращался в нуль. Позтому nри 

V l lna 'f. О имеем уравнение дru1 определения v lkp,Iпa 
(7.43) 

При v11,.a -4 О правая часть уравнении (7.42) тоже обращается в бесконеч

ность. Поэтому знаменатель левой части должен быть раsен нулю. Таким образом, (7.43) 
определяет все крнrические значения vlkp,In . Корними (7.43) яsляютси Xrn nри 

n = l, 2, 3, ... ; i(1 1 = 0 ,  х12 = 3,83 , х13 = 7,02, .. . . (Так как учнrъшаетси значение корни 

Xr 1 О , то номера корней изменены по сравнению с § 6.6). 

Корни (7 .42) при т >  l могут быть определены ero численным решением. 

Первая ветвь решения соответстяует HEmn -волнам. Вторая ветвь решения (со
ответствующая нижнему знаку s (7.40)) приводит к асимптотическому равенству 

(v1a)fm 1 т =  D(Vza)-2 , правая часть которого стремится к бесконечности при v2a -4 О .  
Поэтому корни (7.43) дают решении для этой ветви. Но при этом первый корень соответ

ствует Х,12 = 3,83 . Эта ветвь определяет ЕН 1n -волны ( n > 1 }. 
Поскольку в критическом случае 

"' 00�p,mnEofJ.oE2112 = (2n/Лkр,тп)2 Е2112 . Но Х�р.тп = k(kp - vikp.mn = 
= (2n/ Лkр,тп )2 E11J.1 - (Хтп 1 а )2 . Приранпивая эти значения Х�р.тп , находим 
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Akp,mn = �= �E1J!1 -EzJ!2 • (7.44) 

где Л.kp,mn оnределена как критическая длина волны, соответствующая свободному про

странству. 

Так как х1 1 = О , то Л. kp,ll -t оо . Это значит, что rokp,l l  -t оо и поле типа 

НЕ1 1  не и.меет критической длины волны (и критической частоты) и .может распро
страняться вдоль волновода при любой рабочей частоте. 

4. Характеристические уравнения (7.39) ази.мутально-однородных Н оп - и 

Е оп -волн решаются аналогичным образом. Для этого учтем, что нб2)' (ТJ) = -н[Z> (ТJ} . 
При 11 = v2a = -iv2a по (П3.5) 

W1k1 10@ W2k2 н�<
2> (ТJ) W2k2 н�(

2) (ТJ) W2k2 
v1a 10(�) = v2a нб2> (ТJ) 

= - v2a н[2> (ТJ) "' (vza)2 In(2/1,78v2a) · 

При Vza -t О nравая часть этого уравнения стремится к бесконечности. Поэтому необхо

димо, чтобы 10(!;) = О .  Таким образом, корни Хоп уравнения J0(v1,oпa) = О  определяют 

дискретные значения v 1,опа = Хоп , при которых .могут существовать Н оп -волны (см. 

§ 6.6). 
Характеристическое уравнение Eon -волн имеет те же корни V1,0па = Хоп при 

via -t О . Поэтому критические длины волн полей Н оп - и Еоп -волн определяются 

по (7.44) 
(7.45) 

и имеют тот же физический смысл. 
5. Наименьшим значением корня Хоп является Хо1 = 2,405 . По-

этому наибольшим значением Л.kр,Оп является Л.kp,Ol = 

= 2na(E1Jl1 -E2Jl2)112 / 2,405 .  Таким образом, неоднородно-азимутШlьная 
волиа типа НЕ11 , имеющая Л.kp,l l --? оо , является волной основного ти
па. Для существования одноволнового режима необходимо рабочую 
длину волны выбирать из условия Л. >  Л.kр,О! . Если стержень расположен 

в воздухе ( е2 = 1 , Jl2 = 1 ) и изготовлен из немагнитного материала 

( Jl1 = 1 ), то это условие имеет вид Л. >  2,61а(е1 - 1)112 . 
6. Фазовые скорости всех типов волн в критическом случае оп

ределяются выражением v фkp,mn = (l)kp,mn 1 xkp,mn = (l)kp,mn 1 k2kp,mn = 

= (Wkp,mn / (l)kp,mn )(€a2Jla2 )-l/2 = V ф2 ' так как Xkp,mn = k2kp,mn = [k(kp,mn 
-(Xmn 1 а )2 i'2 • Значит, фазовые скорости всех типов волн в критиче-
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ском режиме равны фазовым скоростям Т-волны в окружающем про
странстве (см. § 7.2). 

Если в (7.36) v;mn возрастают, то поверхностная волна локали-

зуется у цилиндра, при этом хтп ( х� = kimп + v;�n ) возрастает. Поэто
му vфmn = wlxmn уменьшается. 

Для вычисления v фmn при заданных значениях Eq , J.l.q и а/Л 

необходимо решить относительно хтп уравнение (7.38), учитывая, что 

xmn = (ki - v�mn )1 1 2 = (kt -vtmn )1 1 2 • Решение получают численными 
(или графическими) методами. Результаты вычислений зависимости 
коэффициента замедления �тп = v фmn 1 с от а 1 Л при е2 = 1 , J.L2 = J.L1 = 1 
для НЕ1 1 -волны и для волны высшего типа Н01 (пунктирные кривые) 
приведены на рис. 7 .б,а. Коэффициенты замедления для всех типов 
волн, как и в плоском слое диэлектрика (§§ 7.2 и 7.3), удовлетворяют 
условию (E1J.!1)-1 /2 $; �тп $; (E2J.!2)-1/2 . 

По значению коэффициента замедления может быть рассчитана 
длина волны волновода: Лmn = 2nv фmn 1 W = v фmn 1 f = �mnЛo , где 

Л0 = с! f . 

7. Мощность Plmn (5. 1 7), переносимая поверхностной волной 
через поперечное сечение направляющей системы, есть сумма мощно
сти fi.Jmп , переносимой внутри стержня, и мощности P21mn , переноси-
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о 
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Рис. 7.6. Графики зависимости коэффициентов замедления и 
локализации мощности от а 1 Л 
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мой вне стержня: 

где 

a 27t 
Jl.Lmn :::: J J П lmn 1 z rd<pdr, 

0 0  

oo27t 
P2.Lmn :::: J J П 2mn 1 z rd<pdr' 

а О 

Пqmпlz == Rellqmпlz == 0,5Re�qmп •н;mJlz == 

== 0,5 Re(Eqrmnй;!pmn -Eq!pmnй;rmn ) , 

(7.46) 

Ellf9mn' ЙЧf9mn определены в (7.37), а Eqrmn• Йqrmn находятся по (6.28), 
(6.29), (7.35). 

По (7.46) можно найти отношение Jl.Lmn 1 P2l.mn == у  mn . Коэффи

циент у mn описывает локализацию мощности в стержне. Для основного 

типа волны графики зависимости YL L  от а /Л. (при Е2 == J.t2 == J.t1 == 1 )  
приведены на рис. 7.6,6 (21]. Графики показывают, что с ростом а/Л 
происходит резкая локализация энергии внуrри стержня. При малых 
а/Л. значительная часть мощности переносится над стержнем. Это яв
ление используется для построения разнообразных устройств на ди
электрических волноводах [ 19, 22]. 

8. Коэффициент затухания адтп за счет потерь на нагревание 

стержня и окружающей среды определяется по (5.28), где 

. 2 а 2n: • 2 oo2n; • 2 
J a!Emn(P.L )I dS==J J a1 1E1mn(P.L)I rdrdq нJ J a2 1E2mn(P.L)I rdrdcp. (7.47) 
� 0 0  0 0  

При этом используются векторы поля для идеальных диэлек
триков, поэтому вычисленные значения адтп являются приближен-

ными. 
Выполнив интегрирование в (7.46), (7.47), из (7.47) можно по

лучить (22] при cr2 == О , Е2 == J.t2 == 1 
(7.48) 

где зависящий от Е1, J!t и а/Л коэффициент Fmn имеет смысл отноше

ния коэффициента затухания данного типа волны и коэффициента зату
хания однородной плоской волны в неограниченном пространстве, 

tg .::\1 определен в п. 1 .8.5. 

Для волны основного типа на рис. 7.7,а изображены графики 

зависимости f}1 от приведеиного диаметра d0 == 2a(E1J.t1 )l / 2 /Л [22]. 
Зависимости мало меняются с изменением E1J!1 . На частотах, близких 
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Рис. 7. 7. Графики зависимости коэффициентов FJ 1 и Fon 
от приведеиного диаметра 

к критическим, FJ1 малы, значит, мало значение aдi i ,  но последнее 

резко зависит от частоты. 
На рис. 7. 7 ,б изображены графики зависимости Fon для Еоп -

и Н оп -волн при n = 1, 2, 3 (для последних - пунктирной линией). 

Расчеты коэффициента затухания за счет излучения поля при 
нарушении регулярности (изогнутых и скрученных волноводов) приве
дены в [22]. 

9. Силовые линии полей можно построить, используя (7.35), 

(7.37) и определяя по (6.28), (6.29) Ёqr• Йqr . Для Е03 -волны зависи

мость H'P(r,(f'0,t0) для волновода с параметрами Е1 = 2,25 , а =  1,25Л. , 
J,.t1 = 1 , расположенного в свободном пространстве, изображена на гра

фике рис. 7 .8,а. Индекс n = 3 , как и в круглом волноводе, равен числу 
полуволн (неполных), или вариаций поля, укладывающихся вдоль ра
диуса стержня. Силовые линии полей Е03 -волны в плоскости xz изо-

бражены на рис. 7 .8,6. Силовые линии полей поверхностной Eon -волны 

над стержнем отличаются от силовых линий полей поверхностной 
Е-волны над нитью тока, только разным наклоном у границы раздела 
и на нити (рис. 2. 13,в). 

Силовые линии полей волны основного типа волновода с пара
метрами Е1 = 10 , J,.t1 = 1 ,  расположенного в свободном пространстве, 

в поперечной плоскости при разных коэффициентах замедления изо
бражены на рис. 7 .8,в,г. Силовые линии электрического поля и магнит
ного поля имеют кривизны, обратные силовым лин�о�Ям соответствую-
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н'Р а 
Рис. 7.8. Силовые линии полей Е03 - и НЕ1 1  -волн 

щих полей волны основного типа круглого металлического волновода 
(рис. 6. 1 1  ). 

Отметим, что в каждой точке р .L в случае гибридных волн про

исходят сложные поляризационные явленш. 
10. Допустимая nередаваемая мощность ограничивается, во

nервых, оnасностью высокочастотного nробоя в области с максималь
ной напряженностью nоля и, во-вторых, опасностью теплового nробоя, 
таt< как выделяющееся теnло повышает температуру материала. Расчеты 
Р.Lразр выnолнены в [22]. 

11. Пример. Рассчитать рабочий диапазон частот одноволновоrо режима двух 
димектрических волноводов, выnолненных из фтороWiастовых бесконечных стержней, 
радиусов, равных S мм и 1 мм, расnоложенных 11 сухом воздухе. Найти коэффициенты 
затухания за счет тeiiJioвыx nотерь основного тиnа волны на верхних частотах рабочих 
диапазонов. 

Оnределяем !кр,о\ = с/Лкр.ОI двя а 5 мм. Так как Е1 = 2,5 , JJ.1 = Ez =JJ.2 1 ,  

то fкp,fJI = с ·2,405/Ьrа(1,5)112 = 1 8,761 ГГп. BepxiWI' частота рабочего диаnазона 

f. = 0,95 f кр,ОI = 17,823 fТц. Мвнимальная длина волны рабочего диаnазона 

Л,.ин = с/ j8 = 16,83 мм. Определяем do = 2o../i;IЛ .... н = 0,93 . По rрафику рис. 7.7р 

находим F1 1 "' 1 .  Тогда, принимая tgtч = 2,5 ·10'""' , по (7.48) nолучаем ад1 1  "' 0,065 м-1 

или а;1 1  "' 8,686aдll = 0,57 дБ/м (соответствуют Амин ). 
Оnределим f кр,О\ двя а 1 мм. Имеем f кр.Оl = 93 ГГц. Тогда 

j8 = 87,239 ГГц, Амин = 3,439 ММ. 
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Находим do = 0,92 и F1 1 -= 1 . Тогда по (7.48) ад11 -= 0,36 м-1 или 

а�1 1 "' 3,1 дБ/м (соответствуют Амин ). 
Таким образом, волновод радиуса а = 5 мм имеет рабочий диапазон частот 

О < f < 17,823 ГГц и коэффициент затухания за счет тепловых потерь в нем не более 

0,57 дБ/м, а волновод радиуса а = 1 мм имеет рабочий диапазон частот 
О < f < 87,239 ГГц и коэффициент затухания в нем не более 3,1 дБ/м. 

12. Плоскость поляризации НЕ1 1 -волны так же, как и в круглых 

металлических волноводах, неустойчива. Поэтому применяются эллип
тические диэлектрические волноводы [22] и волноводы прямоугольного 
поперечного сечения. 

Коэффициент затухания адтп за счет тепловых потерь в ди-

электрическом волноводе пропорционален частоте, а в металлическом 
волноводе (за исключением аномального случая Н оп -волн в круглом 

волноводе) - частоте в степени три вторых. При Л < 1 см коэффициент 
затухания диэлектрического волновода при прочих равных условиях 
меньше, чем металлического волновода. Диэлектрические волноводы 
в диапазонах КВЧ, ГВЧ, в диапазонах децимиллиметровых волн могут 
использоваться, если применяются материалы с очень малым значением 
tg д1 • Наличие ЭМ поля во внешней области у диэлектрических волно

водов является в этих диапазонах частот даже преимуществом, служа
щим ПОСтрОеНИЮ ВОЛНОБОДНЫХ УЗЛОВ. 

Для возбуждения волны НЕ1 1 в диэлектрическом волноводе 

стержень располагают в круглом металлическом волноводе, в котором 
распространяется Н 1 1  -волна. 

7 .5. Однопроводная линия поверхностной волны 

1. Явление распространения ЭМ поля вдоль цилиндрического 
провода с конечной проводимостью начало изучаться еще в 1889 г., 
а вдоль провода, покрьпого слоем диэлектрика - в 1 907 г. [6]. Однако 
возможность применения в направляющих системах возникающих над 
проводом поверхностных волн появилась только после 1 950 г., когда 
были разработаны устройства для возбуждения и приема поверхностной 
волны над проnодом (Ж.Губо ). Таким устройством может быть, напри
мер, конический рупор (1), стенки которого образуются расширением 
внешнего проводника коаксиальной линии (2), а внутренний проводник 
последней продолжается и образует однопроводную лИнию (3) поверх
ностной волны (рис. 7.9,а). Слой диэлектрика на проводе больше лока
лизует ЭМ поля у провода. 
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Рис. 7.9. Схема однопроводной линии и nоперечные сечения провода 

2. Постановка задачи о возможности существования поверхно
стных волн · над цилиндрическим проводам (без слоя диэлектрика 
(рис. 7.9,6)) не отличается от соответствующей nостановки задачи для 
диэлектрического волновода, если параметры провода и радиус его обо
значить через Е01 , !Lat , а . Считаем, что провод расположен в воздухе 

Eaz = Ео • ILaz !!о · 

3. Решение задачи и его анализ выnолнены в § 7.4. Если ци
линдр является про водником, то cr1 >> с:оо al и е01 "" -icr1 1 ro . При этом 

k1 = 131 - ia1 = (OOJ.La1crJ12 • exp(-i1t/4) и 131 = а1 ""' (roJ.L01cr1 t2Y12 , 
01 = (2/ OOJ.La1cr1 ]12 , � = (roJ.L01 12cr1]12 • (1 + i} (см. § 2.5, n.4). Глубина 

nроникновения 31 поля в проводник очень мала. Коэффициенты зату
хания всех типов волн, за исключением азимуrально-однородных, очень 
велики. Поэтому интерес представляет исследование аномальных ази
мутально-однородных волн. 

В § 2.9 показано, что над нитью тока может распространяться 
поверхностная Е-волна. Определим коэффициенты распространения и 
затухания, коэффициент замедления фазовой с1юрости, а также коэф
фициент, определяющий локализацию поверхностной волны. Для этого 
сначала необходимо решить характеристическое уравнение (7.39) 
Е-IЮЛН. 

4. При решении ура.вненИJI (7.39) естественно предположить, что коэффициент 
распространения х = fl -ia в основном определяется nараметрами внешнего пространст-

ва, т.е. lxl "' \k2 \ .  Учитывая, что v2 = (ki -х2 J' 2 , v1 = (k12 -'1{.2 J' 2 , получаем v1 "' k1 ,  так 

как jk2 j2 << /k112 • Кроме того, �21 мало. Считаем, что радиус nровода такой, что 

\vф =- \k1� » l и �2\а « l . Поскольку \k1\ = J2;&1 , то \k1� = J2a /5 1  н необходимо, 

чтобы было а/Б1 >> 1 .  Таким образом, если радиус провода намноrо больше глубины 

проникновенил nолл в nровод, то при решении (7.39) можно использовать асимптотиче

ское поведение функций Бесселя и Ганкеля. Учтем, что J0(x) = -11 (х) , 

279 



Используя (Ш.4) и имея в виду, что 

exp(-ik1a) = exp(-i�1a)exp(-a1a) "' О ,  так как а1а >> 1 ,  получаем J0(k1a)l J0(k1a) ", ; . 
Оrношение функций Ганкеля в правой части (7.39) определяем по (П3.5) при 

lv2 la « 1 : 

нg2>' (va)/ нg2> (va) "' [va ln(i0,89va)Г1 , 
где v = v2 • Подставляя эти асимnтотические представления в (7.39), получаем трансцен
дентное характеристическое уравнение 

- (va)2 ln(i0,89va) "' iW1 (k2a)IW2 . 
Введем обозначение (i0,89va)2 = и . Тогда 

(7.49) 
2ln(i0,89va) = lnu , 

va = +iu112 !0,89 . Из (7.49) имеем уравнение 
u!nu ", у ,  (7.50) 

где v = i2 · 0,892W1k2a!W2 • Для решения уравнения применим [6] метод, подобный обра
зованию цепных дробей. Если известно n -е приближение "• , то ( n + 1 )-е приближение 
получаем из соотношения 

(7.51) 
Положив u0 = v , находим и1 = v l ln v ,  и2 = v l lnu1 = v l ln(v lln v) и т.д. 
5. Пример. Найти коэффициенты распространения и затухания, коэффициент 

замедления фазовой скорости и коэффициент, определяющий локализацию поля поверх
ностной волны однопроводной линии, выполненной из латунного провода диаметром 
6 мм, расположенной в сухом воздухе и работающей на частоте 3 ГГц. 

Для решения задачи определим глубину проникновения ЭМ поля в латунь. Так 
как латунь имеет cr 1 = 14,5 · 1  06 См/м, то б1 = 2,4 · 10-6 м. Оrношение 

аtб1 = 3 · 10-3 /2,4 · 10-6 = 1,25 · 103 . Значит, условия применимости (7.49) выполняются. 

Находим k2а = 2па/Л = 21t · 3 · 10-3 /10-1 = 0,1885 ; W2 = W0 = 377,1 Ом, 

W1 "' 2,86· 10-2(1+ i) . Определяем значение v = 2,2632 · 10-5 (i - 1),ln v = -10,3494 + i3л /4 . 
Нулевое приближение к решению уравнения (7.50) находим по u0 = v .  Тогда 

первое приближение u1 = vllп v = 10-5(0,2552 - i0,161) . Второе приближение - по (7.5 1) 
и2 = 10-\0,1699 -i0,1855) . Третье приближение u3 = 10-5(0,1636 - i0,1861) уже дает дос

таточную точность. Четвертое приближение u4 = 10-\0,1631-i0,186) = 10-5 х 
x0,2474exp(-i0,851) . 

Принимаем и =  u4 . Тогда v2a = +iu1 12 /0,89 = H0-\0,73+ i1,6 1 1) . Первое ре

шение v2a = ю-3(-Q,73 -il,61 1) удовлетворяет условию (7.36) существования поверхно
стной волны. 

Таким образом, v 2 = v2 - iv2 = -о,2433- i0,537 (т.е. v2 = -o,2433,v2 = 0,537 ). 
Определяем продольный коэффициент распространения 

х = (ki -v� J'2 
= 62,8367 - i2,0793 · 10-з . Если х = (З - ia , то коэффициент фазы 

(З = 62,8367 м·1 , а коэффициент затухания а =  2,0793 · 10-з м'1 = 0,018 дБ/м. Значит, 
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коэффициент замеменяя фазовой скорости 0,99997 . При расnростраиен11и в npo-

дольном наnравлении амnлитуды векторов nоля уменьшаются в е =  2,7 18  раз на рассто!!

нни в 480 м. В радиальном наnравлении амnлитуды векторов nоля на расстояниях 

\v2\r >> 1 с ростом r убывают по закону exp(-v2r) = exp(-G,537r) , т.е. уме11ьшаются в 

е раз на расстоянии 1 ,9 м, т.е. волна слабо локализована у провода. 
6. Пример. Решить задачу nредыдущего nримера д11!1 случа!!, когда провод вы-

полнен из сплава, имеющего проводимость cr1 13,3 · 102 
См/м. 

Определяем 81 = 0,252 мм; а /81 = 1 2 ; \k1\a = 11 . Находим Wj .. 2,984(l + i) .  

Правая часть уравнения (7.50) v = 2,363 · l0-3(i - 1) .  Решением уравнения (7.50) является 

и = ю-з (0,2656- i0,3356) . Поэтому решение исходного уравнения (7 .49), удоалетворяю

щее условию (7.36), v2a ю-2(-l,Ol2 l -i2,093) , т.е. v2 = -3,3756-16,9757 . 
Коэффициент рас!Iространения к 63,1278- i0,3728 . Значн't, 13 = 63,1278 , 

а =  0,3728 . Поэтому коэффициент замемения � 0,9866 , поле уменьшается в е раз: в 

продолыюм наnравлении на расстоянии всего 1 /  а 2,1 м, в радиаль11ом наnравлении 

на расстоянии 11v2 = 0,143 м. Поверхностная волна локализована у провода, но ее зату

хание велико. 
7. Итак, коэффициент фазы 13 ЭМ пощ, распрос'tраияющегося в среде над nро-

водником, больше коэффициента фазы jj2 ЭМ nощ, расnрос'tраияющегося в той же сре

де, но без nроводника. Это значит, что присутств11е nроводника замемяет фазовую ско
рость тем больше, чем меньше его проводимость. С уменьшением проводимости провода 
увеличивается коэффициеН't затухан11я а , но возраС'tЗет направляющее дейС'tЗие nровода, 
поле локализуется у его поверхности. 

Пр11 наличии потерь на нагревЗ!Iие провода у nоверхностной волны, как nоказа

но в §  2.9, n.6, и как следует 11з вышеприведенных nримеров, v; < 0  и из (7.36) 11 (7.37) 

получаем как и в (2.59), что завнснмосгь фаз составщющнх веlm)ров поля от продольной 
и радиальной координат определяется выражением exp[-i(l3z + v'z.r)] = 
= exp{i(-lJz+ /v2jr)] . Значит, в поле повер::rностной волны имеется волновое движение в 
направлении провода. Радиальная составляющая вектора Поймтинга оnределяется по 

(2.60). Активная часть радиальной cocтaВJUiющeii ii направлена к проводу 11 обеспечпва

ет потери мощности на нагревание nоследнего. Поверхность равных фаз (npli \v2lr >> l ,  

t = t0 ) оnределяется выражением (-f3z+ /v2/r) = D (где D - nостоянная), откуда 11меем 
уравнение прямой r = Blv'z.z + Dlv'z. . Тангенс угла наклона у этой npя.r.toй tgy f31v2\ · 
Поэтому фронт волны (4) составляет с nроподом (осью z )  угол, мепьш11й 90° 
(рис. 7.9,а). Значение у r.taлo о'tличается от 90° : в первом примере у =  89°46' , во вто

ром у = 86°56' . В nрос'tранстве поверхность фронта имеет форму конической вороmся, 

оп11рающейся отверстием на проnод. В отверстии воронки (на проводе) проliсходнт nре
образован!lе энерrnи ЭМ поля в тепловую энергию. Процесс преобразован11я энерГИII 

колliчественно описывается с помощью составляющей Rer'I, . ЭМ поле за счет этого 

процесса как бы «nрилиnает» к nроводу, образуя nоверхностиую волну. 
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8. Силовые линии электрического и магнитиого полей над про
водом изображены на рис. 2 . 12,в и рис. 2.1 З,б,в, рис. 7.9,а. 

Полученные здесь результаты могут быть исnользованы для по
строения уточненной математической модели двухпроводной линии 
передачи (см. § 7. 1). 

9. При nостановке задачи о возможности существования 
ЭМ волн в направляющей системе, состоящей из металлического nро
вода, nокрытого слоем диэлектрика (рис. 5. 1 ,г, рис. 7 .9,в), необходимо 
учесть, что nоле может существовать не только внутри цилиндра при 
r :s; а и во внешнем пространстве nри r � Ь , но и в слое при а :s; r :s; Ь . 
При r :s; а и r � Ь решения уравнений Гельмгольца (7 .3 1 ), (7 .32) для 
Eqzmn• Йqzmn не отличаются от соответствующих выражений (7.34), 
(7 .35) диэлектрического волновода. Но в слое ( q = 3 )  эти решения 
должны учитывать так же, как в коаксиальной линии, переотражения 
поля от поверхностей раздела сред при r = а , r = Ь . Поэтому аналоmч
но ( 6.6 1) они являются комбинациями .функций Бесселя и Неймана. 

В направляющей системе имеется две границьi раздела сред: 
при r = а и r = Ь . На них касательные к граничным поверхностям со
ставляющие векторов nоля должны быть равны. При lzl � со  необходи
мо выполнение условий излучения, а при r � оо ЭМ nоле над проводом 
(при r � Ь )  должно иметь характер поверхностных волн. 

Если выразить с помощью (6.28}, (6.29) Ёqq>mn• Йqqmm и подста-
вить их и Eqzmn• Йqzmn в граничные условия, то получим системы ли
нейных алгебраических уравнений, определяющих коэффициенты раз
ложений. Чтобы система имела решения, удовлетворяющие поставлен
ным условиям, ее оnределитель должен быть равен нулю. Последнее 
nриводит к характеристическому уравнению для определения коэффи
циентов распространения xmn . Решение последнего уравнения осуще
ствляется вычислительными методами. 

Минималыюе затухание имеет однородно-азимутальная 
Е-волна. Приведеиные в [ 19,2 1 ]  для нее результаты вычислений показы
вают, что коэффициент затухания линии определяется джоулевымя по
терями в металле (глубиной проникновения 81 ) и пропорционален тан-
генсу угла nотерь tg д3 в слое диэлектрика. При увеличении толщины 
слоя Ь а при заданном значении е3 и tg д3 коэффиЦиенты затухания 
и фазы сначала резко увеличиваются, а затем почти не меняются, коэф
фициет замедления зависит в основном от е3 • Для линий с малым за-
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туханием в слое переносится незначительная часть (около 3%) общей 
мощности и коэффициент замедления близок к единице. 

Локализацию поля у линии выражают с помощью понятия ра-

диуса r0 круговых поперечных сечений S .1. = nri , через которые пере

носится 50, 75, 90 и 99% всей мощности PJ. . Естественно, что увеличе

ние толщины слоя и в3 приводит к резкому уменьшению r0 • При этом 

линия меньше подвержена помехам и уменьшается взаимное влияние 
линий друr на друга. 

Однопроводная линия поверхностной волны имеет малый 
(меньший, чем у металлических полых волноводов) коэффициент за
тухания, широкий диапазон частот, простую конструкцию. Недостат
ками линии являются: зависимость параметров от метеорологических 
условий (попадание влаги на слой диэлектрика приводит к нарушению 
регулярности линии - излучению поля), подверженность помехам. 

7 .6. Сопротивление прямолинейного цилиндрического 
провода. Поверхностный эффект 

Полученные в §§ 7.4 и 7.5 решения rраничных задач позволяют 
определить активное и реактивное сопротивления цилиндрического 
провода без привлечения импедансных rраничных условий. 

1. Рассмотрим nровод цилиндрической формы, расnоложенный в nространстве 

с nар!Шетрами Еа2 = !::о ,  l!a2 = IJ.o (рис. 7.9,6). Обозначим через а радИус nровода. Ось z 

ЦСК наnравим вдоль оси nро вода. Параметры nровода Е41 = -io1 / ro ,  IJ.al • Над nроводам 

может расnространяться азимутально-однородная Е-волна (см. § 2.9, § 7.5), имеющая 

nродольную составляющую Ё2, вектора Е2 , которая должна удовлетворять уравнению 

Геnьмrольца (7 .32) nри т =  О . Внутри nровода в пекотором nоnеречном сечении по (7 .35) 
Ёlz (P .1) elnlo(Vonr) , где Von оnределяется. уравнением (7.39). В § 7.5 nоказано, что 

nри jk1j2 >> \k2\2 ( k2 = ko )  nолучаем v0• v1 = k1 •  Значит, Ё1, (r) "' e1J0(k1r) .  Внутри 

nровода jlz (r) "' o1e1Jo(k1r) .  На nоверхности nровода j1z(a) = o1e1Jo(k1a) . Нормиро

ванное значение nлотности тока f(r) = \lo(k1r)ИJ0(k1a� . 
Оnределим nоведение функции /(r) в области, где lk1 jr >> 1 .  Представл:яя 

J o(k1r) полусуммой функций Гащселя. nервого и второго рода (nри т =  О )  и учитывая, 

что k1 fJ1 - ia1 "' (l + i)/o1 , nолучаем J0(k1r) "' 0,5(217tk1rj12[exp(-il}1r+ i1t/4-1}1r) +  
+exp(if}1r -i11:14+(31r)] . Так как /31r >> 1 ,  то первое слагаемое эдесь пренебрежимо мало 

по сравнению со вторым. Поэтому J0(kJr) "' 0,5(21nk1rj12 exp(il}1r+f31r - i?t/4) . Ана.rю

гич!fым образом имеем J0(k1a) = 0,5(21nk1aj12 exp(-i(31a-inl4+(31a) . При этом 
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f(r) "' (а/ r)112 exp[-l31(a - r)J "' ехр[-(а - r)/131 ] .  Таким образом, плотность тока сосре
доточена лишь в тонком слое у поверхности провода. На рис. 7 .lO,a изображены графики 
расnределения nлотности тока по радиусу nровода nри значениях а!Б1 = 1 ,  а!Б1 = 2  и 

а 1 Б1 = 5 . С ростом частоты а 1 Б1 растет, nлотность тока сосредотачивается во все более 
тонком слое nровода. 

Рассчитаем погонный внутренний имnеданс nровода. Сопротивление nровода 

длины l постоянному току R = l/cr1пa2 • Погонное сопротивление nостоянному току 

R0 = 11 сr1па2 • На частоте оо ток через nоnеречное сечение провода 

2na а 

i1 = J J1dS = crl J J E1zrd(j)dr = 2ncr1e1J 1 0(k1r)rdr =2пасr1е111 (k1a)l k1 , 
SJ. О О О 

где исnользовано табличное значение интеграла [20]. 
Падение наnряжения на длине nровода l равно u = E1z (a)l , а на единичной 

длине - u01 = E1z (a) · (l м) . Поэтому nогонный внутренний имnеданс nровода 

z1 = u01 (a)l i1 = (k1 12ncr1 )xJ0(k1a)/11 (k1a). 
Разделив Z 1 на R0 , имеем 

(7.52) 

Если частота оо мала, то /31 велико и поверхностный эффект выражен слабо. 

При этом а/131 <<1 , k1a ., (l-i)a!Б1 , lk1ia ., .J2alб1 << l и для функций Бесселя можно 

nрименить асимптотику (ПЗ.S): J0(k1a) "'l-0,2S(k1a)2 ,  J1(k1a) "' O,Sk1a . Поэтому 

Z 1 1 R0 "' l-0,25(k1a)2 = 1 + i0,5(a1a)2 , т.е. R1 "' R0 ,  Х 1 "' 0,5R0(а!Б1 )2 ; соnротивление 

nровода R 1 равно сопротивлению nри постоянном токе; внутреннее реактивное соnро

тивление Х 1 очень мало. 

о 
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Если частота велика, то а/ Б1 >> 1 (при сшьном поверхностном эффекте) и 
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Рис. 7 . 1  О. К определению поверхностного эффекта 
в цилиндрическом проводе 



ik1 ia >> 1 .  Поэтому к функциям Бесселя можно применить асимптотику при больших 

значениях аргумента. Имеем J1 (k1a) = J0(k1a)exp(-iтt/2) . Подставляя это выражение в 

(7.52), получаем Z 1 1 R0 = (0,5a/o1) - (1+ i) , т.е. R1 1 R0 = Х 1 1 R0 = 0,5а/о1 • 
Таким образом, при сильном поверхностном эффекте R 1 = Х 1 = 1/( аД · 2тtа) . 

По значению Х 1 = ooL 1 можно определить внутреннюю погонную индуктивность L 1 
про вода. 

На рис. 7.10,6 изображены зависимости Rj = R1 1 R0 и Xj = Х 1 1 R0 от отно

шения alo1 • Вычисления при промежуточных значениях а/о1 выполнены по (7.52). При 
увеличении частоты активное и реактивное сопротивления единицы длины провода воз
растают. 

2. Пример. Цилиндрический медный провод имеет радиус а = 2 мм. Вычис
лить внутренние погонные сопротивления и индуктивности провода на частотах 

j1 = 1  МГц и  /2 = 1  ГГц. 

Проводимость меди а 1 = 5,8 · 1  О 7 См/м. На частоте ft б1 = 0,065 мм, 

а 1 о1 = 30,8 . Погонное сопротивление постоянному току 

R0 = (l/a1тta2 ) = 1,37 - 10-3 Ом/м. Поэтому R 1 = Х 1 = R0 · 0,5alo1 = 21 · 10-3 Ом/м. Ак

тивная составляющая погонного сопротивления увеличивается в 15,4 раза по отношению 

к R0 • Погонная внутренняя индуктивность L1 = Х 1 /оо = 3,34 · 10-9 Гн/м. 

На частоте /2 R f = Х 1 = 486R0 = 0,67 Ом/м, т.е. активная составляющая по

гонного сопротивления увеличивается 486 раз по отношению к R0 и в 31 ,6 раза по отно

шению к значению R 1 на частоте Л . Погонная внутренняя индуктивность 

Lt = 0,21 · 10-9 Гнlм. 

3. Для уменьшения сопротивления провода R 1 перемениому току заменяют 

провод радиуса а (рис. 7.10,в) совокупностью более тонких изолированных друг от друга 

проводов радиусов ат = а /т , где т >  1 (рис. 7.10,г). Если о1 << а т ,  то провод радиуса 

а т имеет (эффективную) площадь Sэт = 2тtamo1 , а п проводов имеют 

S-яtm = n2тtaml51 •  Поэтому погонное сопротивление перемениому току совокупности про-

- водов Rfn = (a1S'Яim )-1 = (2тtаа1)-1 ·тlп = R1тlп . Так как п >> т ,  то Rfn << R f .  
Приведенный расчет является приближенным, так как не учитывает влияние 

друг на друга ЭМ полей токов в проводах, т.е. перераспределения токов. Ориентировочно 
за счет этого R fn возрастает в 2 раза. 

7.7. Понятие о квазиоптических направляющих 
системах 

1. В диапазоне сантиметровых волн в качестве канализирующих систем широко 
применяются прямоугольные и круглые металлические волноводы. Размеры волноводов 
выбираются из условИJ\ существования одноволнового режима. Но при длинах волн коро-
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че l-2 мм эти волноводы прнмеНJIТЬ нельзя, так как возрастают тепловые потери в стенках 
волноводов и возрастают технологические трудности изготовления волноводов. Напри
мер, если выбрать размеры прямоугольного волновода из условия распространения в нем 

только Н 10 -волны ( а  = 0,9Л , Ь = 0,45Л ), то при Л = 0,2 мм коэффициент затухания 

становится равным 120 дБ/м, т.е. - совершенно неприемлемой величине. 
Увеличение поперечных размеров волновода позволяет уменьшить коэффици

ент затухания. Но режим являетс11 много волновым. Например, при Л = 0,2 мм и размерах 

волновода ахЬ = 23х10 мм2 затухание равно 0,8 дБ/м, т.е. допустимой величине. Но 

число распростраияющихся типов волн иревосходит 3 · 104 (последнее приближенно 

вычисляется по формуле 2пS .L Л2 ). Возможность распространения большого числа типов 

волн приводит к суmественному искажению передаваемого сигнала (поскольку каждый 
тип волны имеет свою групповую скорость). 

На волнах миллиметрового и субмиллиметрового лнапазонов волн могут ис
пользоваться линзовые и зеркальные линии передачи - лучевые волноводы. 

2. Линзовая линия состоит из периодически расположеиных на обшей оси длин
нофокусных диэлектрических линз (рис. 7.l l,a). Если расположить в фокусе излуча
тель ( l ), то возбуждаемое им ЭМ поле падает на линзу (2}, линза фокусирует падающее 
поле, далее оно распространяется к следующей линзе. Если бы точно выполнялись законы 
геометрической оптики, то каждая линза формировала бы сходящийся пучок лучей (3), 
который попадал бы на следующую линзу. Однако, сходящийся пучок, ограниченный 
прямолинейными образующими, не формируется. На следующую линзу попадает расхо
дящийся пучок, линза фокусирует его. Часть энергии ЭМ поля не попадает на соседнюю 
линзу, из-за этого появляются потери на излучение - радиационные потери. 

Для расчета линзовой линии передачи необходимо знать функцию распределе
ния вектора напряженности электрического или магнитиого поля в пекотором поперечном 
сечении линии. Для этого поступают следующим образом: по функции распределения 
поля на выходе одной из линз находят поле на входе следующей линзы, а затем - функ
цию распределения на выходе последней. Поле на выходах линз, расположенных на рас
стояниях, равных периоду, отличается только постоi!ННым множителем. Из этого условия 
можно получить уравнение для поля воли, распростраияющихся вдоль линии. 

Каждая из линз осуществляет исправление фронта приходящей волны, т.е. яв
ляется фазовым корректором. 

�з� 2 2 2 
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Рис. 7 . 1 1 . Схематическое устройство линзовой и зеркальной линий 
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Существенным недостатком линзовых линий являются потери в линзах - часть 
энергии ЭМ поля отражается от поверхностей линз, часть - превращается в тепло. Сво
бодными от этих потерь являются зеркальные линии. 

3. В простой зеркальной линии ЭМ поле источника (1) падает на изогнутое зер
кало (2) (рис. 7.l l ,б). Линия состоит из периодически расположенных зеркал. Каждое 
зеркало является фазовым корректором. Уравнения для расчета линии можно получить 
геометрооптическими методами. 

Недостатком простой зеркальной линии является больПiая чувствительность 
к юстировке, в частности, к перекосам зеркал. БольПiой устойчивостью в этом смысле 
обладают перископические зеркальные линии, в которых два зеркала (2), являющихся 
одним фазовым корректором, жестко скреплены друг с другом (рис. 7.l l ,в). 

7 .8. Понятие об оптических волноводах 

1. Оптические волноводы (световоды) применяются для передачи ЭМ энергии 
в оптическом диапазоне длин волн на расстояния от миллиметров (в интегральных микро
схемах) до десятков километров (в оптических линиях связи). Их делят на четыре группы: 
полые (метадЛические или диэлектрические) с зеркальной внутренней поверхностью; 
поверхностных волн; диафрагмированные, линзовые, зеркальные; волоконные светово
ды (ВС). 

По сравнению с ВС полые с зеркальной внутренней поверхностью имеют 
больПiие поперечные размеры, а волноводы поверхностной волны слабо защищены от 
внеПIНИХ влияний. Линзовые световоды состоят из метадЛической трубы с периодически 
расположенными линзами (рис. 7.l l ,a). С помощью линз ЭМ поле фокусируется так, что 
поперечное сечение, через которое переносится мощность, находится у оси световода 
и стенки трубы мало влияют на процесс распространения поля. Поэтому коэффициент 
затухания определяется в основном тепловыми (и дифракционными) потерями в линзах, 

и может составлять около 2,5 - 10-3 дБ/м. Недостатками линзовых световодов является их 

сложная конструкция,)lеобходимость выполнения сложных юстировочных работ. 
В зеркальных световодах система зеркал, изображенная на рис. 7.1 1  ,б,в, уста

навливается вдоль трубы через каждые 100-500 м. Коэффициент затухания в них состав-

ляет (2 -3) · 10-3 дБ/м, недостатки те же, что у линзовых световодов. 

2. Волоконные световоды - это диэлектрические волноводы. НанбольПiее рас
пространение получили диэлектрические волноводы круглого поперечного сечения, со
стоящие из нескольких концентрических слоев диэлектрика. В качестве параметра ди
электрика при расчетах используют коэффициент (показатель) преломления диэлектрика 

n = Е112 • Показатель преломления внутреннего слоя (сердцевины) является функцией 

радиальной координаты r ,  n1 = n1 (r) . Функция n1(r) называется npoфWieм показателя 

прело.мления. Показатели nреломления n2 = Е�2 n3 = Е�12 внеПiних слоев (оболочек) 

постоянны. Сердцевину и оболочки изготовляют из немагнитных материалов ( IJ. = 1 ). 
ВС имеет основные параметры: число и структуру распростраияющихся nшов 

волн, профиль показателя преломления, геометрические размеры сердцевины и оболочки, 
числовую апертуру, коэффициент затухания и уПiирение импульсов. 

Поперечные сечения типичных ВС и профили их показателей преломления изо
бражены на рис. 7.12. При однородной сердцевине и однородной оболочке ВС называют 
световодом со ступенчатЫJИ npoфWieм показателя преломления (рис. 7.12,а). 

ВС, состоящие из нескольких концентрических однородных слоев диэлектрика, 
в зависимости от соотноПiения между показателями преломления слоев, называют кольце
вЫJИи световодами, световодами W-типа Wlи кольцевы.ми W-типа (рис. 7.12,6). 
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Рис. 7. 12. Поперечные сечения и профили показателей преломления 

волоконных световодов 

ВС называют граданам ши градиентным, если показатель преломления непрерывно из

меняется вдоль г (рис. 7.12,в). Последние наиболее изучены при n(r) = n1[1 - 2.:1(r/a)8 ] , 
O S r S a ,  где й. = (п1 - п2)/п1 , g - показатель степени, а - радиус сердцевины. При 

g = 2 ВС называют параболическим. Если в центре сердцевины n1 уменьшается (это 
происходит по технологическим причинам), то волновод называют световодом с осевым 
провалом nрофИЛR показателя преломления (рис. 7.12,в, график изображен пункгнром). 

Числовая апертура ВС опредеаяется выражением А = (nl - n� 1'2 
= 

,. (е1 -е2 J12 ., n1 /2.:1 . Эффективность ввода в ВС излучения лазера или светодиода зави

сит от А , ею же опредеаяются потери мощности на микроизгибах, днеперспя импульсов, 
число распространяющнхся типов волн. Числовая апертура характеризует способность 
волокна собирать nоток лучей : чем она больше, тем эффективнее оолокно. 

Однородный двухслойный волновод имеет чпсло типов волн N = V2 / 2 , ВС со 

степенным показателем преломлеиия - N = gV2 1 2(g + 2) ,  где V = 2na(e1 - e2J12 П.. -

нормированная рабочая частота. В градиентном ВС число N меньше, чем в двухслойном 

при тех же геометрических размерах н п1, n2 • 

3. В пластмассовых ВС сердцевина изготовляется из полистирола, оболочка 

из полиметакрилата (n1 = 1,59 , n2 = 1,49 , .:1 = 0,0628 , А = 0,555 ) илп - сердцевина из 

полнметакрилата, а оболочка - из соиолимера (n1 1,49 , п2 = 1,393 , .:1 = 0,0651 , 
А = 0,53 ). 

В ВС на основе кварцевых стекол для изменения n окиси кремния используют 

различные добавки (бор, германий, титан, фосфор, алюминий). Средние коэффициенты 
затухания градиентных ВС на основе кварцевых стекол меньше, чем у ВС на основе пла
стмасс, и составmnот около 2, 7 дБ/км на Л. = 0,85 мкм и 0,8 дБ/км на Л = 1,3 мкм. У одно-
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волновых кварцевых ВС !:;. меняется от 0,2 до 1%, у многоволновых - от 0,5 до 2%, 
А "' 0,2+0,25 . 

Для многоволновых ВС установлен международный стандарт: днаметр сердце

вины - 50 мкм, диаметр оболочки - 125 мкм. ЭМ nоле НЕ1 1 -волны в одноволновых ВС 

nереносит в оболочке около 20% мощности. Чтобы уменьшить излучение поля nри изги
бах ВС и взаимную связь между ВС толщину оболочки делают на nорядок большей ра
диуса, обычно диаметр ее равен 125 мкм. 

Коэффициент затухания а ВС, изготовленных из многокомnонентных стекол, 

больше а кварцевых ВС. Обычно а "'  5 + 10 дБ/км, для nластмассовых ВС 

а "' 20 + 100 дБ/км. В ВС из nоликристалла бромистого и бромйодистого таллия на 

Л = 4- 5 мкм nолучен а "' 0,01 дБ/км. 

4. Волоконно-оnтическим кабелем (БОК) называют ВС (или групnу волокон
ных световодов) в конструкции, отвечающей комnлексу оnтических и механических тре
бований и условиям эксnлуатации в окружающей среде. БОК имеют сложную конструк
цию и состоят из многих элементов: ВС - ключевого элемента, центрального армирую
щего стержня из nластмассы или металла, защитной оболочки, заnолняющих элементов. 
БОК разделяют на монтажные, объектовые, городские, зоновые, магистральные. Конст
руктивные особенности БОК, технология изготовления их изложены в [22, 23]. 

5. Постановка и решение граничной задачи о возможности существования 
ЭМ nоля в однородных двухслойных ВС не отличается от соответствуюlЦИх задач, рас

смотренных в §  7.3 и §  7.4. Имеются три области: внутренняя ( о ::;  r ;S; a ) - в сердцевине, 

внутренняя - в оболочке ( а  ::;; r ::;; Ь ) н внешняя r � Ь . Поле в nоследней должно иметь 

характер nоверхностных волн, nоле во внутренней области nри r = О не должно обра

щаться в бесконечность, а в оболочке nоле переотражается между nоверхностями раздела 
сред. Граничные условия nриводят к характеристическому уравнению. Решение nоследне
го дает возможность оnределить коэффициент расnространения. 

Решение граничной задачи для градиентных (неоднородных) ВС nолучают 
в основном nриближенными методами [23"26]. 

7.9. Полоскавые волноводы 

1. Полоскавые волноводы (линии) имеют nреимущества nечатных схем. По 
сравнению с металлическими волноводами у них меньшие nоnеречные размеры и масса, 
nроще технология изготовления. Различают два основных тиnа nолосковых волноводов: 
несим.метричные (рис. 7.13,а-в) и симметричные (рис. 7.13,г-е). Каждый тиn классифици
руют в зависимости от вида креnления nолоски и характера заnолнения пространства 
между экранирующими nластинами и nолоской. На рис. 7.13,а,г изображены поnеречные 
сечения волноводов с воздушным заnолнением пространства между токонесущей nолос
кой ( 1 )  и заземленной nроводящей nластиной (2). 

Полоска креnится с nомощью редко расnоложенных столбиков или шайб. Эти 
волноводы имеют меньший коэффициент затухания по сравнению с другими nолосковы
ми волноводами, но более сложную технологию изготовления. Сnлошной диэлектрик (3) 
заnолняет nространство между nолоской ( l )  и заземленной nластиной (2) в конструкциях, 
изображенных на рис. 7.l3,б,д. Несимметричный волновод nрост в изготовлении, nри 
большом значении 10 диэлектрика имеет меньший коэффициент затухания по сравнению 

с симметричным, но nри малых 10 - большие nотери на излучение, несимметричный 

волновод имеет также более жесткие доnуски на nоnеречные размеры nри его изготовле
нии. Свойства волноводов с частичным заnолнением nространства между nолоской 
и nластиной (рис. 7 . 13,в,е) зависят от nлотности заnолнения nространства диэлектриком: 
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Рис. 7. 13. Поперечные сечения полосковых волноводов 

при малой rшотности заполнения их свойства близки свойствам волноводов с воздушным 
заполнением пространства. 

Несимметричный nолоскавый волиовод со сrшошным заnолнением диэлектри
ком наиболее прост в изготовлении, нанменьше подвержен асимметрии nри монтаже 
элементов. Поэтому он примеЮiется наиболее часто. 

Микрополос�еовы.ми волноводами (линиями) называют несимметричиые nолос
ковые волиоводы (линии), изrотввливаемые методами меночной технологии. При этом 

применяются диэлектрики с малым значением tg& ( tg А <  ю-3 ) и большим значением е .  
Проводники изготавливаются из меди. 

В nолосковых волноводах примеНJIЮТСя органические диэлектрики - полиэти
лен, фтороrшаст, полистирол, имеющие е .. 2 + 2,5 , и комnозиционные мастики, имею

щие Е = 2,5 -16 . Материалы, nрнмеЮiемые для полосковых волноводов, описаны в 

[27, 13]. 
2. Щелевые и компланарные линии (волноводы) относятся к моднфикацЮiм по

ласковых линий. Щелевая линия образуется узкой щелью ( 1 )  в проводящей пластине (2), 
нанесенной на тонкий слой диэлектрика (3) (рис. 7.14,а). Компланарный волновод образу
ется из двух щелей ( 1) между тоикой металлической полоской (2), nроложенной между 
параллелъными ей проводящими (заземленными) rшастннамн (3), расnоложенными на 
поверхности слоя диэлектрика (4) (рис. 7.14,6). Слой диэлектрика (подложка) должен 
иметь высокое значение е , что обеспечивает локализацию поля в щелях. 
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3. Несмотря на проетоту конструкции, строгий анализ ЭМ поля полоскового 

1 
2 г 2 3 1 2 1 3  

� �  
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Рис. 7.14. Поперечные сечения щелевой и компланаркой линий 



волновода затруднен из-за сложных граничных условий: ЭМ поле существует в диэлек
трике волновода и во всем неограниченном пространстве. Если принять в математической 
модели проводимость металла бесконечной, то касательные к поверхности проводников 

составляющие вектора Е должны быть равны нулю на проводниках. Над волноводом 
ЭМ поле должно иметь xapa1crep поверхностных волн. Решение граничной задачи в стро
гой постановке к настоящему времени выполнено только численными методами [16, 28]. 
Вообще при теоретическом 11сследовании полосковых волноводов применяются три сле
дующих подхода (28, 29]: в nервом подходе считается, что в волноводе распространяется 
только Т-волна, при этом задача сводится к решению уравнения Лапласа с заданными 
условиями на границах частичных областей. Задача решается строг11ми методами, может 
быть получено аналитическое решение [27, 30]. При втором подходе поставленная гра
ничная задача о возможносТ!I существования волн в волноводе решается строго числен
ными методами [ 1 6, 28, 3 1 ]. Третий подход является гибридным: применяются и аналиТII
ческне и численные методы решения. 

В полосковых волноводах измеренная длина волны отличается на 6-14% от рас
считанной в предположении существования только Т-волны (квази-Т-волны) [27, 30]. Это 
дает возможность приближенно считать, что токи проводимости в полоске и заземленных 
пластинах являются продольными. 

Это условие выполняется, если ширина полоски Ь и расстояние d между ней 

и пласТ!Iной меньше половины длины волны в волноводе. При этих условиях электриче
ское и магнитное поля сосредоточены только между полоской и пластиной, и их можно 
рассматривать раздельно. Если ввести ДСК, ось z которой направить вдоль оси волново-

да, а плоскость xz совместить с заземленной пластиной, то j = lz)z . Поэтому A = lz Az , 
а Az вне источников удовлетаоряет однородному уравнению Гельмгольца ( 6.17). Пред

положив, что в волноводе имеется только Т -волна, имеем kmn = k = ro{talla У12 
• Тогда 

Az = A(x, y)exp(-ikz) , ф(p) = ф(p.L )exp(-ikz) и из ( 1 . 1 1 7), ( 1 . 1 03) имеем ViA =O , 

Vi ф(р .L) =О , т.е. в указанном предположении полосковый волновод можно изучать на 

основе уравнений Лапласа. Из условия Лоренца ф = -div А 1 iOOEa = W Az , где 

W = 4ta IEa J12 - характеристическое сопротивление волновода (иеограниченного про

странства). Поэтому можно определять только одну из функций - А или ф . Ве�сrоры Е 
и Н находятся по ( 1 . 1 24), ( 1 . 1 25). Отношение поперечных составляющих векторов поля 

равно характеристическому сопротивлению. Например, Ё х 1 Й У = W . 
Волновое сопротивление полоскового волновода, как и в длинной линни, опре

деляется выражением Z = u(z)li(z) = (LIC)112 , где напряжение u(z) и ток i(z) удовле

творяют, как и Ёх, Й у ,  уравнениям Лапласа, L, С - индуктивность и емкость на едини

цу длины волновода. Волновое сопротивление не зависит от z . Так как в полосковом 

волноводе vф = (LC)-112 = (Ealla )-112 , то Z = (LC)112 /C = 1/ vФC = �/cC , где с 

скорость света в вакууме. Зная емкость С с воздушным заполнением волновода, можно 

найти волновое сопротивлепие. 

Выражение для емкости С получается с помощью метода конформных ире

образований. Применекием интеграла Кристоффеля-Шварца задача, как в случае не
симметричного, так и симметричного полосковых волноводов, сводится к определению 
емкости эквивалентного плоского конденсатора единичной по z длипы, в котором края 
отсутствуют. 
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Не выписывая громоздких формул для С , отметим, что Z определяется отно
шением полных эллиптических интегралов первого рода, зависящих от Ь 1 d и h 1 d . При 
расчетах обычно применяют графики зависимостей Z(b/ d) или аппроксимированные 

формулы, дающие достаточную для инженерных расчетов точность: Z = М l(l + Ь 1 d)../i. , 
где М = 3 1 1  Ом для несимметричного волновода и М = 21 6  Ом для симметричного 
волновода. 

Кроме волнового сопротивления, к основным параметрам полосковых волново
дов относятся допустимая рабочая мощность Р.t.цоп и коэффициент затухания. Величина 

Р.Lразр рассчитывается по значению Еразр . Максимального значения напряженность 

электрического поля достигает на краю полоски и существенно зависит от ее толщины. 
Для несимметричного волновода значение Р.t.цоп рассчитывают по формуле 

Р.t.цоп = 38·108../i.d2r8A ,  где считается, что h � O ,  r8 - больший корень трансцендент

ного уравнения r - \n r - 1 - nЬ/ 2d = 0  (таблицы значений r8 приводятся в [27, 30]). Для 
симметричного волновода Р.t.цоп = 12,15 · 109 ../i.d2 (0,1 + 111 d)(4 + Ь1 d) . В последних вы

ражениях коэффициент запаса электрической прочности принят равным 0,5. 
Коэффициент затухания полоскового волновода а =  а,. + а  д + <Хн , где а,. , а д 

и <Хн - коэффициенты затухания за счет нагревания металлических полоски и пластины, 
слоя диэлектрика (подложки) и вследствие излучения. Для симметричных полосковых 

волноводов считается, что аи = О , для несимметричных <Хи = 320(7th/Л0)2 / Z .  Коэффи

циент затухания за счет потерь в диэлектрике (в дБ/м) для волновода, имеющего N слоев 
N 

диэлектрика ад = 27,3}:,q • .J€,; tg/1. /Л0 , где q. - коэффициент заполнения диэлек
n=l 

триком n -го слоя, En ,  tg/10 - диэлектрическая проницаемость и тангенс угла потерь 

n -го слоя. Если tg/1. < 10-з + 10-5 , то ад вплоть до частоты 10 ГГц не превышает 

0,5 дБ/м. 
Основным источником потерь в полосковых волноводах являются потери на 

нагревание металла. Анализ потерь в полоске и пластине осложняется неравномерным 
распределением магнитного поля по их поверхностям, шероховатостью последних и дру
гими причинами. В несимметричном полосковом волиоводе а,. = 8,7 R1 / ZЬ (в дБ/м). 

В симметричном полосковом волноводе а,. приблизительно в два раза меньше. 

Силовые линии электрического и магнитного полей несимметричного (а) 
и симметричного (б) полосковых волноводов для t = t0 изображены иа рис. 7 .15,а,б. 

4. Для исследования высших типов волн в полосковых волноводах применяется 
метод частичных областей подобно тому, как это делается [16) в случае П- и Н-образных 

а б 
Рис. 7. 1 5. Силовые линии 

полей в поперечных сечениях 
полосковых волноводов 
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волноводов (§ 6.8). Затем для решений сфор-
мулпрованной граничной задачи используется 
альтернирующий метод Шварца [31]. 

При применении гибридных методов 
бесконечные системы линейных алгебраиче
ских уравнений для коэффициентов разложе
ния скалярного потенциала (или составляющих 
векторного потенциала) иреобразуются с по
мощью спектрального представления (инте-



rрала Фурье) и модифицированного метода вычетов так, что сводятся к решению более 
nростых систем уравнений [28]. 

5. При решении задачи о возможности существования ЭМ nоля в щелевой и ком
иланарной линиях необходимо учитывать, что nоле, кроме щели. сущесrвует в nодаожке, 
в nространстве над nроводящей nластиной (мастинамн) и nод nодаожкой. Наnряженность 
злекrрическоrо nоля в щели может бьnъ заменена nлотностыо nоверхностиоrо маrиИПiоrо 

тока, а nри узкой щели ( Ь << Л0 ) - nлотностью линейного маrиИПiоrо тока. На nластине 

должны выnOJli!JIТЬCJI нулевые rраничные условия для касательных составляющих вектора Е . 
Представление об ЭМ поле над nластиной щелевой линии можно nолучить, 

аиадизируя nоле нити беrущей волны маrнитноrо тока (§ 2.9). Строrо задача рещается 
методом интеrральных уравнений. 

Представление об ЭМ nоле над компланарной линией можно nолучить, рас
сматривая две nараллельных противофазных нити бегущей волны маrнитноrо тока. 

Коэффициенты затухания и щелевой и комnланарной линий даже nри исnоль

зовании диэлектриков с малым значением tg� не являются малыми: в диаnазоне частот 

от 4 ГГu до 9 ГГц они nриблизительно такие же, как у микрололосковоrо волновода. 
Широкое применение nолосковые конструкции nолучили в устройствах СВЧ 

и как элементы сложных излучателей [32,33]. 

7.10. Возбуждение поверхностных волн над 
ребристой структурой. Периодические структуры 

1. В качестве замедляющих систем в электронных приборах 
диапазона СВЧ применяются [34, 35] ребристые (гофрированные) 
структуры, представляющие собой металлические поверхности, в кото
рых прорезана система параллелъных друг другу канавок, или пазов 
(рис. 7 . 16,а). Над поверхностью расположен сторонний источник 
нить тока 1 .  Над структурой может распространяться поверхностная 
волна. Коэффициент замедления волны зависит от параметров ребри
стой структуры и частоты. Чтобы найти коэффициент замедления, надо 
решить граничную задачу о возбуждении ЭМ поля над структурой. Реб
ристые структуры применяются и в качестве направляющих систем, 
в антенной технике. 

а 

1 у 

---.__Уо 

Рис. 7.16. Ребристая структура 
б 
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2. Рассмотрим постановку граничной задачи. Обычно применя
ются плоские nериодические структуры, период которых D много 
меньше длины волны nоля в канавке, толщина ребра d << D ,  а глубину 
канавки Ь надо определить (рис. 7.16,6). Канавки мoryr быть заnолне

ны магнитодиэлектриком, nараметры которого еа1 , llat . Введем ДСК 

так, как nоказано на рис. 7 . 16. В математической модели по координате 
х канавки бесконечны и однородны, проводимость металла считаем 
бесконечной. Дно каждой из канавок расnоложено при у = О , а вершина 

ребра - при у = Ь . В верхнем nолупространстве, при у � Ь , среда име

ет диэлектрическую и магнитную проницаемости Еа, lla . 
ЭМ поле возбуждается бесконечной прямолинейной сиифаз

ной нитью магнитного тока, параллельной канавкам и расnоложенной 

в верхнем nолупространстве, т.е. у0 � Ь . При этом jм,с = 1 х J;·c = 
= 1xi0o(y - y0)o(z - z0) . Обозначим векторы напряженностей nоля 

в канавках через Ё1, Н1 , а nоля над канавками - через Ё, Н .  Поле в 

канавках должно удовлетворять граничным условиям на поверхности 

канавок. Касательная составляющая вектора Ё на nоверхности ребер 
должна быть равна нулю. В пределах канавки, на поверхности у = Ь , 
касательные составляющие векторов Ё1, Е и Н1, Н должны совnадать. 

Уравнения Максвелла поля Ё, Н неодиородны, векторный по

тенциал А м 1 хА.; удовлетворяет неодиородному уравнению Гельм

гольца; уравнения Максвелла поля Ё1, Н1 однородны, уравнение 

Гельмгольца для Ar = 1хА.;;, однородно. 

Считаем, что Ё = Ё" + Е8 , Н = Н" + Н8 , где Ё", Н" оnисы-

вают первичное nоле источников в неограниченном пространстве с па-

вторичное поле, обусловленное наличи-

ем эквивалентных поверхностных токов. Значит, А.; = А.;·" + А.;· в , при

чем А.;·" и А.;·в удовлетворяют уравнениям: 

(7.53) 

Векторы Ё1, Н1 оnисывают вторичное поле, А.;;, удовлетворяет 

уравнению 

(7.54) 
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Вместо граничных условий (7.7), как показано в § 7.2, могут 
быть использованы импедансные граничные условия (7 .24 ), (7 .25): 

Ёz = -ZэsЙ х • Ёх = ZмsЙ z • у =  Ь, (7.55) 

где поверхностные сопротивления Zэs и Zмs должны быть выражены 

через параметры структуры. Тогда граничные условия для А.: и А.;: 
должны быть записаны на основе (7.55). 

Для определения Zэs и Zмs рассматриваем канавки как вол

новоды. ЭМ поле в них распространяется в отрицательном направлении 
оси у . В канавке относительно этого направления в общем случае мо-

гут возбуждаться Е-волны, Н-волны и Т-волны. Но поскольку расстоя
ние между пластинами канавки D - d << Л ,  то так же, как между пла
стинами полоскового волновода в ней может распространяться только 
поле Т-волны (приближенно). Тогда решение уравнения (7.54) можно 
представить в виде только двух бегущих волн - одна распространяется 
в положительном направлении оси у , а дРугая - в отрицательном: 

A.;: = A1 exp(-ik1y) + A2 exp(ik1y) , где A1(z2) ,  A2 (z2 ) - постоянные 

коэффициенты, z2 - координата середины исследуемой канавки. Из 

выражений ( 1 . 124), ( 1 . 125) при этом получаем 

Ё1z = ik1 (- �e-ik1y + A2e
ik1y ) Ё1х = Ё1у = О; 

н. - . - (.4 -ikly А ikly ) н· - н· - о 
Ix - -t(I)Eal ''!е + 2е Iy - Iz - • 

На дне канавки, при у = О , должно удовлетворяться граничное условие 

Поэтому Значит, 

Й1х = -iro"Ea1 2� cosk1y .  Вдоль оси у в канавке устанавливается стоячая 

волна поля, узел Ё1z и пучность Й Ix находятся на дне канавки. Ис

пользуя понятие характеристического сопротивления канавки, имеем 

Ё1z = -ZтЙiх • где Zт - характеристическое сопротивление для 
Т-волны: 

(7.56) 

Отношение Ё1z 1 Й1х необходимо определить при у = Ь в пределах пе

риода структуры. При этом на торце ребра Ё1z = О  . УчитъiВая, что тол

щина ребра мала ( d  << D )  усредняя отношение (7.56) по периоду 
структуры, находим при у = Ь 

_ _  · · ер _ ер _ . D - d  Zэs - ( Eiz /Hix)y=b - (Zт)у=Ь - t-vWi tg kib. (7.57) 
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Над структурой относительно продольного направления, определяемого 
координатой z , распространяется Е-волна. 

Таким образом, поверхностный нмпеданс Е-волны является 
чисто реактивным при отсутствии тепловых потерь в канавках; в зави
симости от значения Ь 1 Л , нмпеданс может быть индуктивным или ем
костным. 

Если над структурой распространяется поле Н-волны, то 

Ez = О , Е1_. ::1:- О . Но ЭМ поле, имеющее составляющую Е1_. вектора Е1 , 
не может распространяться в канавке при D - d << Л1 (см. § 6.2). По

этому Е1:х =О в пределах ширины канавки и на торце ребра. Значит, 

Zмs = О  при у = Ь ,  т.е. для Н-волн поверхность ребристой структуры 
представляет собой поверхность тела с идеальной проводимостью. 

Выражения (7 .57) для Zмs можно уточнить, если векторы 

Ё1 , li1 определять с учетом наличия высших типов волн. 

Найдем граничное условие для л: . Так как Ez = ал: 1 ду ' 

if х = -iroвaA.: , то из выражения (7 .55) получаем 

ал: 1 ду- ikZA: о при у =  ь '  (7.58) 

где Z Zэs IW - нормированное поверхностное сопротивление 

Е-волны. 

Уравнение (7.53) для А;"11 совместно с граничным условием 

(7.58) составляют граничную задачу третьего рода. 

3. Найдем решение граничной задачи. Функция А.:·" , удовле

творяющая (7.53), в общем виде представляется выраженнем (7. 14), в 

котором k1 надо заменить на k .  Если q = (х? k2)112 , то по (7. 14) 

. jм � 1 л:·" (р) = _Q_ J -exp[±q(y Уо) ix(z - zo )Jdx. 
41t -� q 

(7.59) 

Функция А.:·в , удовлетворяющая (7.53) н неоднородному гранич

ному условию (7.58), обусловлена наличием вторичных токов на поверхно
сти у =  Ь ,  поэтому должна иметь представление, аналогичное (7. 16): 

. "" 1 А:'11 (р) = J -<p(x)exp[-q(y -b) - ix(z - Zo)]dx. 
-= q 

(7.60) 

Спектральную плотность <р(х) найдем, подставляя последние 

два выражения в (7.58). Считая при этом Z незавнсящнм от координат 
и применяя обратное преобразование Фурье, имеем 
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( ) _ i; q(b-y0) q - ikZ 
<р х - �е --� . 41t q + ikZ 

Найдем продольную составляющую Е8 • Из выражений ( 1 . 124), 
(7 .60), получаем 

/·м оо .kZ Е;в = _ _Q__ 
J e

q(b-y0 ) �e-q(y-b)-i:x(z-z0 >dx. z 41t -оо q + ikZ (7.61) 

Чтобы выполнить интегрирование, учтем, что подынтегральное выра
жение здесь имеет особые точки типа полюсов и точек ветвления. По
люса определяются из условия обращения знаменателя в нуль, т.е. 

q+ ikZ = О  или х2 -k2 = -(kZ)2• (7.62) 
З�ачит, полюса расположены при х = x(I)(Z) = +k(1-Z)112 , точками 

ветвления являются х = ±k . 
Замкнем путь интегрирования по действительной оси х полу

окружностью бесконечно больПiого радиуса в верхней полуплоскости 
при z - Zo < О и - в нижней полуплоскости при z - z0 > О . С помощью 
разрезов выделяем однозначные ветви подынтегральных функций, для 
которых удовлетворяется условие излучения. По теореме КоПiи инте
грал равен сумме вычетов в полюсах подынтегральной функции, умно
женной на ±21ti (знак «плюс» - при z - z0 < О и знак «минус)) - при 
z - z0 > О ), и интегралу по берегам разреза. 

В верхней и нижней полуплоскостях имеется по одному полю
су. Вычеты в полюсах равны 

i� q- ikZ {при z - z0 < 0, x = x(l) , --exp[q(b- у0)] __.:.. __ 41t (q+ ikZ)� при z - z0 > 0, x = x<Z> • 
где (q + ikZ)� = д(q + ikZ) Iдx = х /  q .  

(7.63) 

4. Выполним анализ реiUения задачи. Из условия (7.62) можно 
установить необходимый для возбуждения поверхностных волн харак
тер реактивности поверхностного импеданса. В разложенних (7.59) и 
(7.61 )  Re[(x/ k)2 - 1i12 > О ,  что обеспечивает сходимость интегралов 
при у � оо и выполнение условий излучения. Значит, 

-1t/2 :::; arg[(x/ k)2 :::; 1t/2 .  Из уравнения (7.62) следует, что необходимо 
выполнение условия 

о ::; argZ :::; 1t. (7.64) 
Это значит, что мнимая часть Z должна быть положительной, 

т.е. поверхностное сопротивление должно иметь индуктивный харак-
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тер: Z = R + iX , Х > О . При имиеданее емкостного характера ( Х < О ) 
поверхностная волна не появляется. 

Итак, выражение (7.61 )  представляется в виде суммы двух ела� 
гаемых: первое слагаемое, обусловленное вычетами, обозначим через 

й;·пв , второе слагаемое обусловлено интегралами по берегам разреза, 

обозначим его через й;·пр . Учитывая значения вычетов (7.64), находим 

из (7:61 ): 
·jмkZ2 

t:(p) = l 0 ikZ(y-2Ь+yo)±ik(l-Z2 )112{Z-Zo) + tв,пр (7.65) (l-Z2)112 z • 

где верхний знак берется при z- Zo < О , а нижний - при z Zo > О . 

Слагаемое й;·пр определяет продольную составляющую вектора Е8 
пространствеиной волны. Появление последней объясняется непосред� 
ственным отражением поля источника от поверхности раздела у = Ь 
от импедансной поверхности. Часть энергии ЭМ поля, излучаемого не� 
точником, переходит в энергию поверхностной волны, а остальная часть 
энергии идет на формирование поля сложной пространствеиной волны, 
распространяющейся от плоскости раздела по всем направлениям. 

Для направляющих систем представляет интерес случай, когда 
поверхностный импеданс является чисто реактивным: Z = iX . Пусть 
среды в канавках и над канавками не имеют потерь на нагревание ( k = f3 ,  k1 = 1)1 ). При этом для первого слагаемого (7.65) имеем 

·Rjмx 2 tв,nв = ll-' о e-I:\X(y0 -2b)±if\(l+ X 2 )112(z-z0) - e-fiXY. 
z (l + X2)112 

Таким образом, ЭМ поле над поверхностью с чисто реактив� 
ным индуктивного характера поверхностным сопротивлением имеет 
поверхностный характер. Поверхностная волна может распространять-

ся, если f3X = f3W-1WJ. tgf31b > О ,  т.е. при условии, что tg21tЬIЛ1 > О .  
Значит, наименьшими глубинами канавок, при которых может распро

страняться поверхностная волна вдоль ребристой поверхности, являют

ся О < Ь < Л.1 !4 .  Локализация поверхностной волны у направляющей 
системы определяется величиной f3X . 

Фазовая скорость поверхностной волны vф,n = rol/3(1 +  Х 2 )112 

= v Ф 1 �� + Х 2 , т.е. меньше фазовой скорости v Ф в неограниченном 

пространстве. Коэффициент замедления равен (l+ X2 )-112 • Путем вы

бора размеров ребристой структуры его можно менять в широких пре-
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делах. Оrметим, что в области больших значений l tgj31bl формула: (7.56) 
несправедлива, поэтому для вычисления коэффициента замедления не
обходимо найти значение поверхностного импеданса строгими мето-да
ми или использовать строгое граничное условие (7.7). 

5. Ребристая структура при постоянной глубине канавок является частным слу
чаем периодических структур. Каждый период регулярной структуры равноправен. 
ЭМ поле, распространяясь от периода к периоду, приобретает сдвиг фаз на постоянную 
величнлу Ф . Поэтому фазы векторов поля соседних nериодов сдвинуты на Ф , т.е. 

Е(р .J. • Z  + D) = E(p.�. . z)exp(-iФ), H(p.�. . z + D) Н(р .�..z)exp(-IФ). 
Эти соотношения выражают частный случай теоремы Флоке и позв<»r.J�IОТ по

строить периодические по z функции. 
Векторы Е, Н в регулярной направляюшей системе, имеющей пространствен

ный период вдоль nродольной координаты, uодобно (5.1) можно представить в виде 
Е(р) = Ео(р l • z)e-ihz , Н(р) = J:iO(p .�..z)e -ihz • 

где :Е0, Н0 в отличие от Е(р .1. ), Н(р .L) в (5. 1 )  зависят от z . Они могут быть разложены 
в ряды Фурье 

n=- n=....«) 

rде h" = 2тr.n/D , En,Hn - коэффициенты Фурье функций Ё0, Н0 . 
Таким образом, периодичность структуры по z как бы модулирует функции 

Ё0, J:i0 , они nриобретают по z ту же периодичность, что н сама структура. Векторы поля 

Е, Н представляются наложениями ряда nространствеиных гармоник с коэффициеитями 
распространения Xn h + h" . 

Внутри канавок Ё1, Н1 тоже можно nредставить в виде наложения nространет

венных гармоник (по z ). На nоверхности ребер E,n О , а в пределах канавок Efll Etтn , 

Йfll = Й1fll . При этих граничных условиях надо решать краевую задачу. 

7.1 1 .  Спиральный волновод 

1. Круглый спиральный волновод получают намоткой металли
ческого провода с углом захода \f1 и шагом d иа круглый цилиндр ра
диуса а (рис. 7. 17,а,б). Спиральные волноводы применяются в качестве 
электродинамических замедляющих систем в электронных приборах 
типа лампы бегущей волны и ламnы с обратной волной. При использо
вании в качестве излучателя [34, 35] в антенной технике спираль явля
ется продолжением внутреннего проводника коаксиальной линии, 
а внешний проводник последней расширяется, образуя конус так же, как 
это делается в случае возбуждения однопроводной линии (рис. 7 .9,а). 
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а б 

Рис. 7. 17. Поперечное и продольное сечения спирального волновода 

Спиральная замедляющая система может представлять собой и 
коаксиальную линию передачи со спиральным внутренним проводни
ком. При возбуждении такой линии ток проводимости протекает вдоль 
направления винтовой линии {вдоль спирали) со скоростью, близкой к 

vФ = (ea ,f.la )-112 • Следовательно, вдоль одного витка волна распростра-

няется за время Ы = 2па 1 v Ф • За это время волна смещается по оси z на 

расстояние шага d . Если обозначить фазовую скорость вдоль оси спи

рали (волновода) через v ФС ,  то At = d 1 v фс . Значит, коэффициент за-

медления волны v ФС 1 v Ф = d 1 2па . Эти приближенные представления 

показывают, что коэффициент замедления волны не зависит от частоты 
и должен зависеть от отношения шага к радиусу (от 'Jf ). Строгий анализ 

показывает, что распространяюiЦИеся волны обладают дисперсионными 
свойствами, коэффициенты распространения волн зависят от угла 'J1 . 

Теория бесконечного спирального волновода может быть по
строена на основе представления о возбуждении ЭМ поля бесконечно 
длинным намотанным по винтовой линии проводом, по которому рас-

пространяется бегущая волна тока i i0 exp(-ihz} = i0 exp(-ihl;sinqJ} , 
где l; линейная координата, направленная вдоль оси провода. Для 

определения значения h из граничного условия на поверхности прово
да получается характеристическое уравнение. Последнее имеет слож
ный вид. Поэтому ниже рассматривается приближенный метод, осно
ванный на приближенных граничных условиях. 

2. Рассмотрим постановку задачи о возбуждении спирального 
волновода. Направим вдоль оси волновода ось z ЦСК. Пусть продоль
ный элементарный электрический вибратор, расположенный в точке 

q(r0,qJ0, z0) ,  возбуждает ЭМ поле (рис. 7 . l7,a). В математической моде

ли считаем, что спираль бесконечна по координате z , расположена в 
неограниченном пространстве. Провод спирали считаем идеально про-
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водящим. Поэтому касательная составляющая вектора напряженности 
электрического поля на поверхности провода должна быть равна нулю. 
Формулировка этого граничного условия на винтовой линии с учетом 
толщины провода математически сложна. Строго решить задачу возбу
ждения волновода из-за сложного вида граничных условий не удается. 
Поэтому используют приближенные граничные условия. 

Считаем, что толщина провода спирали и шаг намотки стремят
ся к нулю. Тогда все пространство делится поверхностью цилиндра 
r = а на внутреннюю область ( r ::; а ) и внешнюю область ( r 2 а ). Па
раметры сред во внутренней и внешней областях обозначим соответст
венно через Е01 ,  J.l.a! и Е0 , J.l.a • Векторы поля и векторные потенциалы во 
внутренней области обозначим через Е1,  Н1 и А1, Ar , а во внешней 

области - через Е, Н и А, А м • Во внешней области поле должно 

иметь характер поверхностной волны. 
На винтовой идеально проводящей линии при r = а должны 

удовлетворяться граничные условия: Ёw1 = О ,  Ё'V = О , где Ёw1 , Ё'V -
касательные составляющие векторов Е1 ,  Е к направлению вдоль про во

да. Проектируя векторы Е1 и Е на винтовую линию, получаем: 

Ё119 cos\jf + Ё1z sin \j1 = О ,  Ё19 COS\jf + Ёz sin \j1 = О .  
Считаем, что поверхностная проводимость между витками от

сутствует, поэтому нормальные к бесконечно тонкой винтовой линии 

составляющие векторов Е1 и Е при переходе через поверхность r = а 
должны быть непрерывными (нормаль лежит на поверхности r = а ). 
Проектируя векторы Е1 , Е на нормаль к винтовой линии, имеем: 

- Ё119 sin \j1 + Ёiz cos\jf = -Ё19 sin \j1 + Ёz cos \jf. 

Последнее условие совместно с двумя предыдущими приводит 
к следующим трем равенствам: 

Ё1z = Ёz, Ё119 = Ё19, Ё119 = -Ё1z tg \jf при r = а .  (7.66) 

Так как считается, что токи проводимости в направлении нор
мали к виткам спирали отсутствуют, то на поверхности r = а  должны 
быть непрерывны касательные к направлению вдоль витков составляю

щие векторов Н1 и Н , т.е. 

Й119 cos\jf + Й1z sin \j1 = Й19 cos\jf + Йz sin \j1 при r = а . (7.67) 

Граничные условия (7 .66), (7 ,67) не учитывают влияния на воз
буждаемое поле толщины провода и возможных токов проводимости 
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между витками, возникающих no закону Ома (за счет nроводимости 
среды). Они являются nримером nриближенных анизотропных гранич
ных условий, связанных с анизотроnным характером проводимости ци
линдрической поверхности r = а . Ими можно пользоваться при малом 
значеннн d 1 Л . 

Итак, необходимо найти векторы напряженностей полей 

Е1 , Н1 и Е, ii , удовлетворяющие уравнениям Максвелла, граничным 

условиям (7.66), (7.67), условию излучения nри \z\ � "" , а при r > а 
ЭМ поле должно иметь характер поверхностной волны. 

3. Сторонние магнитные токи отсутствуют, поэтому 

�м = Ам = О .  

ЭМ поля Е1, Н1 и Е, Н nредставим в виде наложения первич� 

ных полей Ef, нr и Е" , ii" и вторичных полей Ef, Hi и Ев. iiJil : 

Е1 = Ef + E�.  ii1 = Hf + H�, Е Е" + Е8,  H = ii" + H8• (7.68) 

Аналогично А, Ar + A� ,  А А" + Ав .  
Первичные nоля оnределим как поля, возбуждаемые стороиним 

источником в неограниченном nространстве. Если сторонний источник 
находится во внутренней области ( r0 < а ), а во внешней области сто� 

роиних источников нет, то Af удовлетворяет неоднородиому вектор

ному уравнению Гельмгольца 
2 . 2 . . 

V Af + kt Af = -ft, (7.69) 

а А" = О .  Если, наоборот, сторонний источник находится во внешней 

области ( r0 > а ), а во внутренней области сторонние источники отсут

ствуют, то Af = О ,  а А 11 удовлетворяет неоднородному векторному 

уравнению Гельмгольца: 

(7.70) 

Векторные nотенциалы вторичных токов А�, Ав удовлетворя

ют однородным уравнениям Гельмгольца 

V2A� + k{Ai = 0, v2A8 + k2Aв = О. 

Источниками их в математическом смысле можно считать не
однородности в граничных условиях. Пусть продольный элементарный 
электрический вибратор находится во внутренней области: 
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.Jf = 1zЙz = 1z i0L8(r- r0)б(q>-q>0)б(z - z0)/ r ,  
А" = Е" = Н" = О , а (7 .69) дает: 

где r0 < а .  

1 д дAiz 1 д Alz � k2A· п _ ··с ( " п ) 2 " п 2 " п 
-- r д + 2--2- + 2 + 1 lz - -]Jz • r дr r r дq> дz 

Тогда 

Решение этого уравнения определено формулой (П4.4). Подставляя в 

нее значения Йz и G из (П4.6), используя при интегрировании основ-

ное свойство б -функции, обозначая v1 = -i(h2 - kf)112 , получаем 

�� = �� = 0 ,  

А�(р) = 
io� fe-in(<P-<Po ) J e-ih(z-zo )dhJlп (v,ro)�;�> (v!r), r � ro (7.7 1 )  
8nz п=� -оо lln (v1r)Hn (v1r0 ), r $; r0 

Найдем продольные составляющие векторов tr и нr с помо

щью ( 1 . 124), ( 1 . 1 25): 

Ё" (р) = ioL_l_ � e-in(QJ-'I'o> oofk2 e-ih(z-zo >dhx lz 8 . . - kJ l.L 1tl lffiEal п=� -оо {Jn(v1r0)H�2>(v1r), r :2:  r0 х (2) • 

ln (v1r)Hn (v1r0), r $;  r0 
Й1� = О , где kfJ.. = kf -h2 • 

(7.72) 

Таким образом, продольная составляющая вектора напряжен
ности первичного магнитного поля отсутствует. Из выражения ( 1 . 125) 

находим, что й � * о . Но й rq> ВХОДИТ наряду с й �z в левую часть гра-

ничного условия (7.67). В правую часть (7.67) входит и функция й; . 

Значит, несмотря на то, что Й� отсутствует, вторичщ.Jе поля должны 

содержать продольные составляющие векторов напряженностей маг
нитных полей. В волноводе возбуждаются гибридные волны. Это явля
ется следствием анизотропного характера граничных условий. 

Векторы вторичных полей t;, н; и Е8, Н8 в соответствии 

с выражениями ( 1 . 129) удовлетворяют однородным уравнениям Гельм
гольца: 

V2E; + kf"E; = о, V2н; + k12H; = о, 
vztв + kztв = о, vzнв + k2нв = о. 

(7.73) 

(7.74) 
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Если найти nродольные составляющие векторов наnряженностей этих 
полей, то продольные составляющие векторов напряженностей полных 
полей определим по (7.68): 

E1z == Efz + E18z , й1, == Йfz · Бz == в; , й z == й; . (7.75) 

Поперечные составляющие выражаются через продольные со
ставля:ющие векторов полных полей с помощью (5.9), (5. 10). 

Таким образом, необходимо найти решения однородных урав
нений Гельмгольца (7.73), (7.74), удовлетворяющие граничным услови
ям (7.66), (7.67). 

4. Решения уравнений (7.73), (7.74) дпя продольных составляющих векторов 
ищем в виде, анавогичном виду выражения: (7.72). При этом учитыввем:, что вгорнчные 
источники, возбуждающие поле tr, Hf , расположены при r = а  ; дпя внуrренней облас

ти, где r S a , Ёf, , нr, выражаются через функцию J п (v1r) , имеющую конечное значе

цие при r О . Для вцешней области, rде r <:: а , Ё:, Й: должны удовлетворять условию 
существоввния поверхностцых волн (см. §§ 2.9; 7.2-7.4), точка r = О  из рассмотрения: 

исключается, поэтому Ё:, н; выражаются через функцию H�2J (vr) . Таким образом, 

(7.76) 

(7.77) 

где V = -i(h2 - k 2 )112 . Спектравьные nлотности fп (h) необходимо определить из гра
IIИчиых условий (7.66), (7.67). 

Входящие в граничные условия: Ё1<Р, Йщ и Ё<Р, Й<Р находим или с помощью 
выражений (5.9), (S.lO), рассматриввя их как формулы, определяющие пространствеиные 
rармоцики, или с помощью уравнений Максвелла дпя Ej, Hj и Е", ifь . Подставляя 
затем найденные выражения и (7.76), (7.77) в (7.66), (7.67) и применяя к nолученным ра
венствам обратное ·nреобразование Фурье, получаем систему четырех линейных алгеб-
раических уравнений, определяющих спектральные nлотности (четыре функлии 1; . j1� , 
!""' , J1: ). Решая эту систему в частном случае, когда Eat = Е а , IJ.al = IJ.a 

( kt.L = (k2 - h2 )112 ), подставляя значения спектральных nлотностей в выражения 
(7.76), (7.77) и выполняя интегрирование, найдем продольные составляющие векторов 
напряженности nолей. При интегрировании, например, выражения: (7.76) nолучаем, что 
особые точки типа полюса являются корнями характеристического уравнения 

(ak_f tg1jf - nh)2 J. (va)H�2>(va) 2 �.=.....:::...l.....:,...--.:....-�_..:...--.:;"+_;_ = -v (7.78) 
(ak)2 J�(va)H�2J' {va) 

Чтобы построить графики зависимости коэффициента замедления от значения 
а/Л (nроаиализировать дисперсионные характеристики замедляющей системы), необхо-
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димо численно решать трансцендентное уравнение (7.78) при разных значеннях n ,  а/Л. 
и tgljf . 

Заданному номеру n азимутальной гармоники соответствует некоторое коли

чество корней уравнення hn(m) . Значит, расnространяющиеся волны имеют дискретные 

значения коэффициентов распространения hп(m) • При этом фиксированному значению n 

соответствует свое расnределение амnлитуд составляющих векторов nоля в nоnеречном и 

продольном сечениях волновода. Если hп(m) действительны и hn(m) > �� , то все азиму

тальные гармоники nоля во внешней области имеют характер nоверхностных волн, так 

как v n(m) = -i(h;(m) - k2 112 
и при jv n(m) lr --t оо из (7.36) следует, что 

(2) -1/2 /, 2 2 'Y I 2 
Hn (Vn(m)r) - r  exp[-\fln(m) - k  J т] .  

Фазовые скорости волн nоля во внешней и внутренней областях одинаковы, 

оnределяются выражением vф,n(m) = ro/ hn(m) < (E0j.l.0 )-112 , т.е. волны являются 

медленными. 

5. Найдем коэффициенты замедления волн в частном случае, 
когда вибратор расположен на оси волновода, т.е. r0 = О . При этом 

J 0 (О) = 1 и J n (0) = О при lnl > О . Значит, отличны от нуля только спек-

тральные плотности f0(h) , соответствующие нулевой азимутальной 

гармонике ( n = О ). ЭМ поле в этом случае однородно по азимуrальному 
углу, что соответствует физическим представлениям о поле продольно
го вибратора, расположенного на оси волновода. 

Уравнение (7.78) при n = О  имеет вид 

J (va)H<2J (va) v2k2 о о - --.,.--,:--
J�(va)Hgz)' (va) - kltg21.Jf .  

(7.79) 

Если lvla << 1 ,  т.е. а/Л. << 1 (низкие частоты), то, подставляя в 

это уравнение асимптотические значения функций Бесселя и Ганкеля и 
их производных при малых аргументах и решая полученное уравнение, 
найдем, что ho(t) "" k + blz , где IЫzl << lkl . Величина blz слабо зависит от 

значений ka и 1.Jf • Коэффициент замедления 131 ho(l) близок к единице. 
Если lvla >> 1 ,  т.е. а/Л. >> 1 (высокие частоты), то, используя 

в (7.79) асимптотические значения цилиндрических функций при боль
ших аргументах и решая полученное уравнение, найдем, что 

ho(2) "" k(1 + ctg
2 \f/)112 • При малых углах захода (намотки) спирали 1.J1 

получаем ho(2) "" k ctg \fl, т.е. фазовая скорость волны на высоких часто

тах vф,O(Z) "' (E0f..1.0)-l /Z tg w определяется лишь углом намотки ее витков 

или отношением длины витка к шагу спирали. Значит, на высоких час-
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тотах волна как бы расnространяется вдоль винтовой лннии, т.е. как бы 
«прилиnает» к проводу спирали и распространяется вдоль него. Коэф
фициент замедления волны ; = f3/ 1zo<21 = tg'Jf может быть существен-
но меньше единицы. График �(d /Л) , рассчитанный по (7.79), подтвер

ждает эти рассуждения (рис. 7 . 18,а). 
В случае азимуrально-неоднородных волн ( n = 1 ) на низких 

частотах вдоль спирали моrут распространяться две волны, пomr кото
рых мало отличаются от полей неодиородных плоских волн с круговы
ми поляризациями правого и левого направлений вращения. Эти волны 
расnространяются вдоль спирали «не ощущая» ее влияния. С ростом 
частоты эти две волны по-разному замедляются спиралью. Коэффици
енты замедления на рис. 7. 18,6 рассчитаны по (7.78). Из графиков вид
но, что волна, у которой направление вращения вектора Е противопо-

ложно наnравлению намотки сnирали ( ё;,j"(d/Л) ), замедляется больше 

и при значении (d /Л) > 0,08 ее нет. Волна, у которой направление вра

щения вектора Е совпадает с наnравлением намотки спирали 

( E;.t (d 1 Л) ), замедляется меньше и может существовать на очень боль

ших частотах. 
6. В случае если сnираль nомещена внутри круглого металлического волновода 

(трубы), то рещение задачи возбужденИJI ЭМ волн в системе можно nолучить аналогич-

ным образом. Но поле в области г 2: а nри этом должно удовлетворять условИJiм i:.r = О  
на поверхности трубы. В выраженИJiх (7.77) надо иметь в качестве слагаемых дополни
тельные спектральные плотности, учитывающие наличие вторичных токов на стенках 
трубы. 

; ; 
n=O 

n=l 
0,75 

0,2 

"' tg "'  = 0, 1 0,5 
0, 1 tg "'  = 0,1 

0,25 

о 0,05 d!Л. о 0,05 0,1 d!Л. 
а б 

Рис. 7 . 1 8. Коэффициенты замедления азимутально-однородной и 
неоднородных волн 
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ЗАДАЧИ 

1 .  Рассчитать коэффициент затуханИJI поля в двухпроводной воздушной линии 
на частоте, равной 100 кГц, если радиус стальных проводов равен 2 мм, расстояние между 
проводами равно 0,4 м. 

2. Рассчитать доnустимую мощность Д1IJI двухпроводной линии на частоте, рав
ной 120 кГц. Параметры линии даны в предыдущей задаче, коэффициент запаса равен 0,5. 

3. Рассчитать поверхностное соnротивление полиэтиленового слоя на металли
ческой плоскости, при котором в цолнэтилене и окружающем воздухе pacnpoetpaИJieтcя 
волна основного типа с фазовой скоростью 0,7с на частоте, равной 9 ГГц. Рассчитать 

толшину слоя. 
4. Найти толшины слоя nолнетирода на металлической плоскости, при когорых 

в nолистироле и окружающем воздухе расnроеtраняется nервая волна высшего тиnа. 
5. Рассчитать рабочий диапазон частот одноволнового режима nолиизобутиле

нового цндиндрического волновода, радиус которого равен 0,1 мм. Рассчитать макси
мальный коэффициент затуханИJI. Волновод расnоложен в сухом воздухе. 

6. По цилиндрическому фторопластовому стержню радиуса, равного 1 О мм, 
расположенному в сухом воздухе, расnростраНJiется ЭМ поле в многоволновом режиме. 
Рассчитать максимальные коэффициенты затуханНJI первых трех однородио
азимутальных волн, их критические длины волн. 

7. Рассчитать критические частоты первых трех типов гибридной HE1n -волны, 

расnространяющейся по nолистироловому цилиндрическому волноводу радиуса 0,5 мм, 
расположенному в сухом воздухе. 

8. В одноnроводной линJJи, расnоложенной в сухом воздухе, на частоте, равной 
4 ГГц, pacnpoetpaНJieтcJI азимутально-однородная волна. Применен медный nровод ра
диуса 3 мм. Вычислить коэффициент затуханИJI и построить график зависимости активной 
СоставлJiющей вектора Пойнтннга от радиальной координаты. 

9. Рассчитать волновое сопротивление несимметричиого nолоскового волиово
да на кварцевой подложке ( е = 3, 78 ), у которого d "' Ь = 1 9,05 мм, h = 0,254 мм. 

10. Рассчитать волновое соnротивление и коэффициент затухания симметрич
ного полоскового волновода на полютиленовой подложке, если Ь = 20 мм, d 24 мм, 

полоска и пластина выполнены из меди, f = 9 ГГц. 

11. Рассчитать доnустимую рабочую мощность Д1IJI симметричной полосковой 
линии, параметры которой даны в nредыдущей задаче. 

307 



тотах волна как бы распространяется вдоль винтовой лнинн, т.е. как бы 
«прилиnает» к проводу сnирали и расnространяется вдоль него. Коэф
фициент замедления волны l; = t}l �(2) "" tg \jl  может быть существен-
но меньше единицы. График l;,(d /Л) , рассчитанный по (7.79), подтвер

ждает эти рассуждения (рис. 7 . 18,а). 
В случае азимутально-неоднородных волн ( n = 1 ) на низких 

частотах вдоль сnирали мoryr распространяться две волны, nоля кото
рых мало отличаются от nолей неоднородных nлоских волн с круговы
ми nоляризациями nравого и левого наnравлений вращения. Эrи волны 
распространяются вдоль сnирали «не ощущая» ее влияния. С ростом 
частоты эти две волны nо-разному замедляются сnиралью. Коэффици
енты замедления на рис. 7. 18,6 рассчитаны по (7.78). Из графиков вид
но, что волна, у которой наnравление вращения вектора Е противоnо-

ложно наnравлению намотки сnирали ( l;j (d 1 Л) ), замедляется больше 

и при значении (d 1 Л) > 0,08 ее нет. Волна, у которой направление вра

щения вектора Е совnадает с направлением намотюr сnирали 

( l;i (d 1 Л) ), замедляется меньше и может существовать на очень боль

ших частотах. 
6. В с.nучае ес.nи сnираль nомещена внутри круглого ме-rаллического волновода 

(трубы), то решение задачи возбужденИJt ЭМ волн в сиС'l'еме можно nолучить аналогич-

ным образом. Но nоле в обласru r ;?;  а nри этом должно удовлетворять ус.nовщм Е1; = О 
на поверхности трубы. В выражеищх (7.77) надо иметь в качестве с.nаrаемых дополии
тельные сnектральные плотностn, учитывающие наличие вторичных токов на стенках 
трубы. 

; ; 
n=O 

n=1 

0,2 
0,75 

� tg "Ч/ = 0, 1  0,5 
0,1 tg '1' = 0, 1  

0,25 

о 0,05 d/Л о 0,05 0,1 d/Л 
а б 

Рис. 7 . 1 8 . Коэффициенты замедления азимутально-однородной и 
неоднородных волн 
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ЗАДАЧИ 

1. Рассчитать коэффнциеJП затухании nоли в двухnроводной воздушной линии 
на частоте, равной l 00 кГц, если радиус стальных nроводов равен 2 мм, расстояние между 
проводами равно 0,4 м. 

2. Рассчитать допустимую мошиостъ для двухпроводной линии на частоте, рав
ной 1 20 кГц. Параметры линии даны в предыдущей задаче, коэффициеJП запаса равен 0,5. 

3. Рассчитать nоверхностиnе сопротивление полиэтиленового слоя на металли
ческой плоскости, nри котором в nолиэтилене и окружающем воздухе распространиется 
волна основного типа с фазовой скоростью 0,7с на частоте, равной 9 ГГц. Рассчитать 

толшину слоя. 
4. Найти толшины слоя полистирола на металлической плоскости, при которых 

в полистироле и окружающем воздухе распространиется первая волна высшего типа. 
S. Рассчитать рабочий диапазон частот одноволнового режима полиизобутиле

нового цилиндрического волновода, радиус которого равен 0,1 мм. Рассчитать макси
мальный коэффициеJП затухания. Волновод расположен в сухом воздухе. 

6. По цилиндрическому фторопластовому стержню радиуса, равного 1 О мм, 
расположенному в сухом воздухе, расnространяется ЭМ nоле в многоволновом режиме. 
Рассчитать максимальные коэффициенты затухания первых трех однородно
азимутальных волн, их критические длины воли. 

7. Рассчитать критические частоты первых трех тиnов гибридной HE1n -волны, 

расnроетраниющейси по полистироловому цилиндрическому волноводу радиуса 0,5 мм, 
расnоложенному в сухом воздухе. 

8. В однопроводной линии, расположенной в сухом воздухе, на частоте, равной 
4 ГГц, распространиется азимутальн()-()днородная волна. Применен медный nровод ра
диуса 3 мм. Вычислить коэффициеJП затухания и построить график зависимости активной 
составляющей вектора Пойитннга от радиальной координаты. 

9. Рассчитать волновое соnротивление несимметричного полоскового волново
да на кварцевой подложке ( Е =  3,78 ), у которого d = Ь = 1 9,05 мм, h = 0,254 мм. 

10. Рассчитать волновое сопротивление и коэффициент затухания симметрич
ного полоскового волновода ца полиэтиленовой подложке, если Ь = 20 мм, d 24 мм, 

полоска и пластина выполнены из меди, f = 9 ГГц. 

11.  Рассчитать допустимую рабочую мошиость для симметричной полосковой 
линии, параметры которой даны в nредыдущей задаче. 
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ГЛАВА 8. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 
В РЕЗОНАТОРАХ 

8.1 . Определения 

1 . Объемные резонаторы применяются в диапазонах ОВЧ-ГВЧ 
в качестве резонансных систем в усилителях. генераторах, измерителях 
частоты (волномерах), для построения частотных фильтров [34, 35]. 
В генераторах с их помощью осуществляется отбор энергии от потока 
электронов, согласование наrрузки генератора с электронным прибором 
и стабилизация частоты. В устройствах обработки сигнала с их помо
щью реализуется селекция сигналов по частоте, они являются осиовны
ми элементами конструкций переключателей типа «прием-передача». 
Объемные резонаторы являются основными элементами волномеров 
и анализаторов спектра. 

Как резонансная система объемный резонатор имеет основные 
параметры: резонансную (собственную) длину волны Av (резонансную 

(собственную} частоту юv или fv ) и собственную добротность Qv . 
Применеине объемных резонаторов в диапазонах ОВЧ-ГВЧ 

вместо обычных LС-контуров с сосредоточенными параметрами объяс
няется следующим. В LС-контуре энергия электрического поля сосре
доточена в конденсаторе, а энергия магнитного поля - в катушке ин
дуктивности. Конденсатор и катушка разнесены в пространстве, поэто
му переход энергии электрического поля в энергию магнитного поля и 
обратный переход сопровождаются распространением ЭМ поля. Линей
ные размеры элементов и соединительных проводов LС-контура в диа
пазонах НЧ, СЧ и ВЧ очень малы по сравнению с длиной волны. По
этому мощность излучения ЭМ поля ничтожно мала и добротность кон
тура определяется только потерями мощности на наrревание проводни
ков и потерями в диэлектрике конденсатора. 

По мере перехода в диапазон ОВЧ, а затем - УВЧ, для увели-

чения резонансной частоты контура ю0 = (LC)-112 и получения задан-

ной величины добротности Q = (LI C)112 / R ,  где R - сопротивление 

проводов, необходимо уменьшать индуктивность L , емкость С и R . 
С этой целью уменьшают площадь пластин конденсатора и количество 
витков катушки, увеличивают расстояние между пластинами. Уже в 
диапазоне ОВЧ размеры витка сравнимы с длиной волны. Поэтому 
LС-контур излучает ЭМ поле. Потери мощности на излучение снижают 
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его добротность так, что применение LС-контура в качестве резонаirс
ной системы невозможно. Параллельное включение в контур ряда вит
ков приводит к уменьшению излучаемой мощности в результате экра
нирования поля витками, позволяет уменьшить индуктивность и, следо
вательно, увеличить резонансную частоту. Увеличение количества вит
ков приводит к объемному (тороидшzьному) резонатору, ЭМ поле ко
торого экранировано от внешнего пространства. 

Прямоугольные пластины конденсатора можно соединить пря
молинейными проводами. В результате получим внутреннюю область 
параллелепипедной формы, ограниченную металлическими стенками 
и называемую прямоугольным объемным резонатором. Если к круглым 
пластинам конденсатора присоединять прямолинейные витки и увели
чивать их количество, то в пределе получим полость цилиндрической 
формы, ограниченную металлическими стенками и называемую цилинд
рическим объемным резонатором. 

В объемных резонаторах нельзя выделить области пространства 
со свойствами только емкости или только индуктивности. Лишь в неко
торых частных случаях резонатор специальной формы можно прибли
женно рассматривать как LС-контур и выделять область резонатора, где 
сосредоточена преимущественно энергия электрического поля и об
ласть, где преимущественно сосредоточена энергия магнитного поля. 
Например, в тороидальном резонаторе электрическое поле сосредоточе
но в основном между параллельными пластинами, а магнитное поле -
в желобе. Этого типа резонаторы называют квазистационарными. 

ЭМ колебания, как это следует из уравнения баланса мощно
стей (§ 1 .9), могут существовать в ограниченном объеме любой формы, 
если размеры объема достаточно велики по сравнению с длиной волны. 
По аналогии с линиями передачи закрытого типа объемные резонаторы, 
в которых ЭМ поле ограничено от внешнего пространства металличе
скими стенками, называют закрытыми. Их можно рассматривать как 
отрезки закрытых направляющих систем, в поперечных сечениях кото
рых расположены металлические пластины. 

Применеине закрытых объемных резонаторов в диапазонах 
КВЧ, ГВЧ и оптическом связано с теми же трудностями, что и примене
ние закрытых направляющих систем. Поэтому в этих диапазонах нашли 
применение открытые объемные резонаторы, в которых полностью 
или частично металлические стенки резонатора удалены. При опреде
ленных условиях излучение поля в окружающее пространство может 
быть малым, а добротность системы большой. Примерам открытого 
объемного резонатора является отрезок диэлектрического волновода. 

2. В объемных резонаторах различают режимы собственных и 
вынужденных колебаний. Собственные колебания - это ЭМ поля, ко-
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торые могуr существовать в объемном резонаторе в отсуrствие сторон
него источника. ЭМ поле резонатора состоит из наложения ЭМ полей 
бесконечного числа типов колебаний, каждый из которых имеет собст
венные длину волны Amnq (частоту romпq ), добротность Qтnq и картину 

силовых линий поля. Если от стороннего источника мощность в резона
тор не поступает, то ЭМ поле в резонаторе с течением времени затухает, 
происходит его релаксация тем быстрее, чем больше в резонаторе nоте
ри мощности. 

Незатухающие колебания в резонаторе существуют в режиме 
вынужденных колебаний. При этом в резонатор от стороннего источни
ка через возбуждающее устройство (элемент связи) должна поступать 
мощность. Если частота стороннего источника совпадает с одной из 
собственных частот резонатора, то амплитуды векторов поля в резона
торе возрастают, происходит резонанс. 

3. Возбуждение закрытых резонаторов осуществляется с помо
щью электрического вибратора (рис. 8.l,a), магнитного вибратора 
рамки, щели (отверстия) (рис. 8 . 1 ,б,в) н электронного потока. Ток в виб
раторе, рамке или щели для резонатора при этом является сторонним. 

Вибратор (1), изображенный на рис. 8. l ,a, является продолже
нием внуrреннего проводника (2) коаксиальной линии (3), он вводится 
в резонатор через малого диаметра отверстие (4) в стенке резонато
ра (5). При выводе энергии из резонатора с помощью электрического 
вибратора связь называют электрической, или емкостной. Силовые ли
нии электрического поля в резонаторе должны быть параллельны оси 
вибратора. В этом случае для поля в коаксиальной линии ток в вибрато
ре связи, возбуждаемый ЭМ полем резонатора, является сторонним. 

На рис. 8. 1 ,б изображена петля (1), образованная продолжением 
внутреннего проводника (2) коаксиальной линии (3), введенного в от
верстие (4) и изогнуrого в петлю; конец проводника припаяв к стенке (5) 

Рис. 8.1 .  Устройства, применяемые для возбуждения резонаторов 
310  



резонатора. При вьmоде энергии из резонатора с помощью витка связь на
зьmают .магнитной. Плоскость витка должна быть перпендикулярна сило
вым JШНИЯМ магнитного поля. Ток в петле связи, наводимый ЭМ полем 
резонатора, является сторонним для поля в коаксиальной линии. 

Щель ( 1 ), изображенная на рис. 8.1,в, прорезана в стенках вол
новода (2), по которому распространяется Н10 -волна, и резонатора (3). 

При возбуждении резонатора Н10 -волна наводит в щели (или отвер

стии) поле с напряженностями Е0, Н0 • Последнее является сторонним 

для поля в резонаторе. При выводе энергии из резонатора, поле резона
тора индуцирует ЭМ поле на щели, которое является сторонним для 
поля в волноводе, связь при этом часто называют дифракционной. 

Электронная связь образуется при пролете электронов через 
область резонатора с максимальной напряженностью электрического 
поля. Обычно используют область между параллелъными дисками то
роидального резонатора. Диски изготовляются из металлических сеток, 
через которые может пролетать пучок электронов. 

4. Требования к резонаторам зависят от их назначения и условий 
эксплуатации. Так, например, резонаторы, применяемые в качестве резо
нансных систем генераторов, должны обеспечивать высокое значение 
коэффициента полезного действия, значение собственной добротности 
в пределах 200 + 1000 , заданный диапазон перестройки резонансных час
тот, достаточную электрическую прочностъ и др. Резонаторы, применяе
мые, например, в измерительных устройствах и для стабилизации часто
ты, должны обеспечить высокие значения добротности, для достижения 
чего используют материалы в режиме сверхпроводимости [36]. 

8.2. Добротность 

1. Рассмотрим собственные колебания в резонаторе и его доб
ротность. Для сокращения записи считаем, что (т, п, р) = v . Пусть 

Ev, Hv - комплексные амплитуды напряженностей поля на частоте 

ffiv в резонаторе. Стенки последнего имеют проводимость cr1 , запол

няющий диэлектрик не имеет потерь. Тогда, подставляя в первое урав

нение Максвелла значение Hv из второго уравнения, умножая резуль-

тат на Е� и интегрируя его по объему резонатора V0 , ограниченному 

поверхностью S , находим 

ro� = f:E� rot rotEvdV l(ca�a f\:Ev\2 dV). 
Vo Vo 
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Поскольку t: rot rot Ev = rot Ev rot t: -div[E:, rot Ev ] то, применяя тео

рему Остроградского-Гаусса, получаем 

ffi� = [ JirotiЧ2dV -fr.E: . rotEv ]ds])(E0J..I.a JI.Ev!2 dV) (8. 1 )  
� s � 

Выражая rot Ev из второго уравнения Максвелла и учитывая 

определение ilv , имеем 

fr:E: ,rotEv]dS = -iffivJ..Lafr:E:.ilv]dS = -i2WvJ..I.afiivdS. 
s s s 

(8.2) 

Если cr1 � оо ,  то этот интеграл стремится к нулю, так как 

E'tV � О на стенках резонатора. Обозначая собственную частоту резо-

натора без потерь через ffiv , получаем 

О>� = JlrotEv j2 dV I(E0J..I.0 JI:Evj2 dV). 
Vo Vo 

Определим собственную частоту резонатора при cr1 конечном. 

Тогда интеграл (8.2) не будет равен нулю. Заменяя в нем величину ffiv 
на малоотличающуюся известную величину ffiv , получаем 

W� = 0>�[1 + i2fiivdSI(ffivEa JI:Evl2 dV)]. 
S V0 

Пренебрегая во втором слагаемом малой действительной ча

стью по сравнению с единицей и учитывая, что (1 + i 1 Qv)112 == 1 + i / 2Qv , 
получаем для собственной частоты резонатора с потерями 

ffiv "' ffiv (1 + i/2Qv ), 
где 

Qv = ffivEa JI:Evj2 dV !2RefiivdS. 
V0 S 

(8.3) 

(8.4) 

Если cr1 � оо ,  то на стенках E'tV � О , ilvn � О  . Поэтому 

Qv � оо , а ffiv � ffiv . Таким образом, при большой проводимости сте

нок резонатора собственные частоты колебаний в резонаторе близки 
собственным частотам резонатора без потерь (собственным частотам 
математической модели резонатора). 

Мгновенные значения векторов напряженностей поля опреде
ляем по ( 1 .60) с учетом (8.3): 

Ev (р, t) = Re(Eveirovt е -тvt ) Hv (р, t) = Re(ilveirovr е -тvt ) 
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где 'tv = ffiv /2Qv . Они затухают во времени по экспоненциальному 
закону. Скорость затухания зависит от значений Qv и rov .  По аналогии 
с обычным LС-контуром величину Qv называют собственной доброт
ностью объемного резонатора. Поскольку 

!Е а JI:Ev l2 dV = 2w; Wv, 2 v. 
о 

энергия ЭМ поля в резонаторе (§ 1 .9), а 
RefiivdS Р:ь' , 

s 
где Р:"' - мощность потерь, то из (8.4) нмеем 

Qv = rov Wv 1 Р:"'. (8.5) 
Если при вычислении интеrралов в числителе и знаменателе (8.4) 

применитъ теорему о среднем значении, то найдем, что Qv пропорцио-
нально отношению V0 1 S , откуда следует, что 66льmую собственную 
добротность должны нметь резонаторы с 66лъmнм значением V0 1 S . 
Кроме того, Р:"' в закрытом резонаторе пропорционально глубине про
никновения о1 • Поэтому Qv обратно пропорционально объему о1 S . 

2. Мощность джоулевых потерь в закрытом резонаторе (на на
rревание стенок резонатора) обозначили через Р:111 • Она определяется 
так же, как и в случае направляющей системы (§ 5.4): 

р:м !fR1 jН:wl2dS. (8.6) 2 s . 
Мощность потерь в диэлектрике, заполняющем резонатор, оn

ределяется по ( 1 .70): 

п (j fl ' 
12 Рvд = Ev! dV. 2 v:  

о 

(8.7) 

В (8.5) мощность потерь равна сумме мощностей nотерь в стенках резо
натора и в заnолняющем диэлектрике. В случае открытых резонаторов 
к этой сумме добавляется мощность nотерь на излучение Р:и . 

Резонаторы nрименяются в сочетании с наrрузками. В наrрузке 
имеются nотери энергии. Поэтому к мощности nотерь в резонаторе до-
бавляется мощность потерь в наrрузке Р:н . Добротность резонатора 
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с учетом собственных потерь и потерь в нагрузке называется нагружен
ной добротностью Qнv : 

QHV = wVWV ;(рvпм + Р:Л, + рvпи + рvпн ) 
или 

1 1 Qнv = (рvпм + Pv� + рvпн )1 (J)v Wv + рvпн 1 (J)v Wv. 
Первое слагаемое здесь соответствует обратной величине доб

ротности изолированного резонатора -- собственной добротности или 
ненагруженной добротности Qv (8.5). Второе слагаемое называют 

внешней или вносимой добротностью Qвнv = WvWv 1 Рvпн , т.е. внешняя, 

или вносимая добротность, определяется отношением энергии, накоп
ленной в резонаторе, к мощности потерь в нагрузке. 

8.3. Возбуждение прямоугольного резонатора 

1. В режиме вынужденных колебаний в резонаторе должен 
быть сторонний источник. Рассмотрим постановку граничной задачи о 
возбуждении ЭМ поля в прямоугольном резонаторе (рис. 8.2). Резона
тор заполнен однородным диэлектриком с параметрами Е0, f..La ,  

ЭМ поле с векторами Е, Н возбуждается сторонними токами jc, jмс , 
заданными в объеме Vи . В математической модели проводимость cr1 

металлических стенок резонатора бесконечна. Введем ДСК так же, как в 
случае прямоугольного волновода (§ 6.1). Плоскость ху совместим с 

плоскостью переднего торца резонатора. Тогда задний торец находится 
при z = l . Поле в резонаторе должно удовлетворять граничному усло-

вию Ет = О  на стенках. Поэтому к условиям (6.3), (6.4) необходимо до

бавить граничные условия на торцевых стенках, т.е. при z = О и z = l . 

х 

Рис. 8.2. Прямоугольный 

3 14 резонатор 

Таким образом получаем граничные 
условия на стенках резонатора: 

Ё = о Ё = о· Ё = о. (8 8) xiy•O;b ' Ylx=O;a ' Zlx=O;a • 

z.=O;l z.=O;l у=О;Ь 

Векторные потенциалы А, А м 
удовлетворяют уравнениям (6. 1). 

Ь Векторы Е, Н вычисляются по 

( 1 . 124), ( 1 . 125). Поэтому составляющие 

вектора А на боковых, нижней и 
верхней стенках удовлетворяют тем же 



граничным условиям (6.6), (6. 15), (6. 1 8), которые имеют место в прямо
угольном волноводе. На торцах резонатора из ( 1 . 1 24), (6.5) имеем до-
полнительно: Ах = О , Ау = О  и дАz 1 дz = О  при z О; l . Таким образом, 
составляющие векторного потенциала должны удовлетворять гранич-
ным условиям: 

Л - о У/х=О;а - ' 
Л = О  z/x=O;a ' 

алх l 
дх х 

дАу l ду у 

:::: 0, О; а 

О;Ь 
= О, 

Л о л· ::::: о дА, = о  z = о, z ::::: z. 
- х 

= 
' 

У ' дz 
при 

(8.9) 

(8. 10) 

Уравнение (6. 1) и граничные условия (8.9), (8. 10) составляют 
граничную задачу о возбуждении резонатора сторонним электриче
ским током. 

2. Из выражений ( 1 . 1 24) и (8.8} находим, что составляющие 
вектора А м должны удовлетворять граничным условиям ( 6.21 )  и 
ал; 1 дz ал; 1 дz = А� = о  при z = О; l . Таким образом, составляющие 

векторного потенциала А м должны удовлетворять граничным уело-
виям: 

дА;' 1 = О  
ду ! у = О;Ь ' aA� I 

А;lу=О;Ь 
= 0, дх х = О;а = 0, 

дА� '1 = 0 ду 1у = О;Ь ' 

(8. 1 1) 

дАм дАм _х� = О  _У_ = О Ам О при z = O,· z = l .  (8. 1 2) 
дz ' дz ' z 

Уравнение (6. 1 ) и граничные условия (8.9), (8. 10) составляют 
граничную задачу о возбуждении резонатора сторонним магнитным 
током. 

3. Пусть резонатор возбуждается электрическим сторонним то
ком таким, что jc = ly }� . Найдем решение граничной задачи для Ау . 
Граничная задача возбуждения ЭМ поля в резонаторе отличаете" от 

315 



.;оответствующей задачи возбуждения прямоугольного волновода 
(§ 6.1) только тем, что резонатор по z имеет ограниченную длину. По
этому ЭМ поле существует на интервале О 5 z 5 l . Составляющие век
торных потенциалов при фиксированных х и у необходимо представ-
пять в виде разложений в ряды Фурье по z .  Значит, вместо (6.9) имеем 

А. _ � . mтt � n1t � , -if{ltZ 11 
У - Lisш-x Licos-y Liqymnqe , 

m=l а n=O Ь q=� 
(8. 13) 

т.е. АУ представлено в виде разложения по системе волн, бегущих 
вдоль увеличивающихся значений z при q < О . Коэффициенты распро
странения этих волн равны lqlтt/ l .  Амплитуды волн определяются ко
эффициентами разложения q�mnq . 

Подставляя (8. 13) в (8. 10), получаем q�mno = О , q�mn(-q) = -q�nq , 
q > О . Поэтому из (8. 13) получаем 

· � � �  mтt n1t q1t Ау = L L Lqymnq sin-xcos-ysin-z, 
m=ln=Oq=l а ь l 

(8. 14) 

где q ymnq = -i2q�mnq . Здесь Ау представлено в виде разложения по сис
теме стоячих вдоль оси z волн, т.е. наложение бегущих навстречу друг 
другу волн, отраженных от торцевых стенок резонатора, приводит к 
системе стоячих волн. 

Подставим (8. 14) в (6.2). Дифференцируя Ау по х ,  у и z , ум-

ножая результат на sin(m'тr.x/ a)cos(n'тty 1 b) sin(q'тtzll) , где т', п', q' -

фиксированные значения, интегрируя по объему резонатора и используя 
условия ортогональности тригонометрических функций, получаем 

4En J 
··с (  ' ' ') . m1t ' n1t ' . q1t 'dV' (8 15) qymnq = 2 2 Jy x , y , z sш-х cos-y sш-z , . 

V.0(k - k ) ., а Ь l mnq vи 

где k?,."q = k'imn + (qтtl l)2 , k'imn = (mтtl а)2 + (nтt/ Ь)2 , V0 = аЫ - объем 
резО+Iатора. 

4. Найдем решение граничной задачи возбуждения ЭМ поля в резонаторе элек
трическими вибраторами, параллельными осям х и z .  Используя (6.1 6), (6. 19), (8. 10) и 

(6. 1 3), (6. 1 7), получаем: 

3 1 6  

· � � � m1t . n1t . qrt  Ах = L L LЧxmnq cos-xsш- ysш-z, 
m=On=Jq=l а Ь l 

· � � � m1t n1t qrt 
Az = L L L qzmnq sin-xsin-ycos-z, 

m=l n=Jq=O а Ь l 

(8.16) 



rде 
48m J ··с , , 1) пт 1 . mt 1 . t[1t 1dV1 

Qxmnq "' 2 2 ;_.(х ,у ,z cos-x sш-у stn-z , 
V0(kmnq -k ) v. а Ь l 

48q J ··с ( 1 1 ') • пт , . пп: ' tpt 'dV' Qzлmq "'  2 2 )z x , y , z sш-x sш-y cos-z . 
V0(kтnq -k ) v. а Ь l 

S. Найдем решение граничной задачи для А 14 •  Исnользуем разложения (6.22). 
Разложим их в рядЫ Фурье no координате z nри фиксированных значелиях х, у . Для 
оnределения коэффициентов разложеннй примелим сначала граничные усдовия (8.12), а 
затем -уравнения Гельмгольца (6. 1 ). В результате получим: 

rде 

· = = - пт mt qтr. 
л; = �  � � q� sin-xcos-ycos-z, 

m=ln=Oq=O а Ь l 
• - - - m1t mt tpt 

А� = � �  L q� cos-xsin-ycos-z, 
m=On=lq=O а Ь l 

· - - = пт mt qтr. 
А� = L L Lq� cos-xcos- ysin-z, 

m=On=Oq=l а Ь l 

м 2E.nE:q J ·.м,с , ' ' . nrn; • mt ' tpt 'dV' qxmnq = 2 2 Jx (x , y , z )sm-x cos- y cos-z , 
V0(kmnq - k  ) v. а Ь l 

" 2E.meq J ··м,с ( 1 • 1 пт • . mt , tpt 'dV' qymnq = 2 2 Jy х , у . z )cos-x sш-у cos-z , 
V0(kmnq - k  ) v. а Ь l 

q" = 28mE:n Jj14••(x, y', z')cos�x'cos�ysin tpt z'dV'. zлmq " (k
2 

-k
2

) 
z 

а Ь l •о mnq v. 

{8.17) 

6. Проанализируем частный случай. Пусть резонатор возбужда
ется элементарным электрическим вибратором, расположенным в точке 
Хо ,  у0 , z0 , ориентированным вдоль оси у . Тогда 

f == 1у ]� 1yi0LAS(x-x0)o(y- y0)o(z z0) , jм,с = 0 . Из выражений 

(8. 16), (8. 17) имеем Ax = Az = O ,  Ам О . Из (8 . 15) 
4E-nioL · m:rr, mt · qл; (8 1 8) qymnq = 2 2 SШ-x0 cos-y0 sш-z0. . V0(kmnq - k ) а Ь l 

Считаем «продольной» координату z . «Продольные» состав
ляющие векторов Е и Н находим по ( 1 . 124), ( 1 . 125): 

где 

00 00 .. 

Ez = L L LEzmnq •  Йz m"'ln=Oq=l 
"" "" 00 

L L Lйzтnq• m=ln=Oq=l 

· 1 n1t qтt . m1t • n1t qл; Е = ----q sш-xsш-ycos-z zтnq iro'E Ь l ymnq а Ь l ' а 
(8. 1 9) 
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· тn тn n1t . q1t 
Н = -q mn cos-xcos-ysш-z. (8.20) unnq а У q а Ь 1 

Числа т и n имеют здесь тот же смысл, что и в случае прямоугольного 
волновода. Величина q равна числу полуволн, укладывающихся вдоль 
длины резонатора l . Поле в резонаторе является наложением бесконеч
ного числа стоячих волн, возникающих в направлении осей х , у и z . 
Понятие волн теряет в резонаторе смысл. Возникающую структуру 
поля удобно называть колебаниями (модами) электрического ши маг
нитного типов и обозначить как Emnq -колебание и Н mnq -колебание. 
Отметим, что направление, относительно которого определяется нали
чие «продольной» составляющей векторов Е или ii ,  т.е. «продольное» 
направление, можно выбрать совпадающим с осью или z , или х , 
или у , так как в резонаторе нет выделенного ( отличающегося от дру
гих) направления. 

Из формул (8. 19), (8.20) видно, что «поперечный» элементар
ный электрический вибратор возбуждает в резонаторе поле, являющееся 
наложением полей Emnq -колебаний и Н mnq -колебаний. 

Предположим, что диэлектрик, заполняющий резонатор, не 
имеет потерь ( Еа = е  а ). Тогда при заданных размерах резонатора и фик
сированных значениях т, п, q можно подобрать частоту ro стороннего 
источника так, что k� -k2 = О в знаменателе выражения (8. 1 8). При 

этом Ez, Йz возрастает до бесконечности, т.е. наступает резонанс. Час-
тота колебаний ro совпадает с собственной резонансной частотой 
romnq = ffiv резонатора для заданного типа колебаний: 2 k2 (l)mnq€a�a = mnq • 

3 ( )-1/2  начит, nри v Ф = Е а� а 
romnq= v Ф1t[(т/ а)2 + (nl Ь)2 + (q /l)2i1 2 • 

Собственная длина волны резонатора 
Л.mnq = 2/�(т/ а)2 + (n/b)2 + (q/1)2 . 

(8.21 )  

В оригинале резонатора k есть комплексная величина, поэтому 
k;".q -е ::�- О и oomnq ::�- romnq . Векторы ��· \ii\ при резонансе имеют 

большое, но конечное значение, зависящее от с; ,  cr1 , электрического 
момента 1 0L 1 iro и положения источника. Меняя последнее, можно ре
гулировать эффективность возбуждения данного типа колебаний. 
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Пусть частота ro стороннего источника близка к собственной 
резонансной частоте резонатора lfxvx данного типа или Exvx - или 

Н xvx -колебаний ( х , v , Х - фиксированы). Тогда \:Exvx! >> \:Emnq\ , 
jн"vx] >> ]нтпq] •  где или х -:�= т , или v -:�= n , илн х -:�=  q . В этом случае 

можно считать, что ЭМ поле в резонаторе определяется только векто
рами Exvx • Hxvx. ,  т.е. Е(р) "' E"vx(P) , Н(р) "' Hxv;.:(P) . Например, если 
частота ro близка .(( собственной частоте резонатора ro101 , то, пренебре
гая всеми другими типами колебаний, имеем: 

Е(р) ""' ElOl• Н(р) = HlOl· (8.22) 
Эти выражения аналогичны выражениям (6.32) для прямоугольного 
волновода. 

Различные типы колебаний могут иметь одинаковые собствен
ные частоты. При одних и тех же значениях чисел т, n, q возможен, 
например, резонанс для Emnq -колебаний и Н mnq -колебаний. Такое яв
ление называется вырождением колебаний. Если одно из чисел т, n, q 
равно нулю, то вырождения не возникает. 

7. Рассмотрим резонатор без nотерь мощности. Основным (низ
шим) колебанием резонатора при заданных размерах называют колеба
ние, имеющее наименьшую собственную резонансную частоту. В слу
чае Hmrщ -колебаний или колебание Н101 или H0ll имеет самую низ-
кую собственную частоту: 

ro101 vФn(l la2 + l l l2)'2 , или ro01 1 = vФn(l l b2 + l l l2 ]12
. 

Если ro = ro101 и в резонаторе возбуждается Н101 -колебание, то 
все другие колебания с малыми амплитудами векторов поля являются 
высшими типами колебаний. Для Н101 -колебания, обозначая ЧyiOl q ,  

имеем из (8. 1 9), (8.20), (6.28), (8.22): 

н; о, 
1t 1tX . rt:z - q cos - sш - ;  а а l 

Е· м Е
·
м . . 1tX . 1tZ 

у = y!Ol = -ZOOJ.!aq stn -Slll -, 

н· м _ н· м х - x!Ol 

а l 
1t . 1tX 1tZ 

- - qsш -cos- .  

l а l 

(8.23) 
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Силовые линии электрического и магнитного полей в резонато
ре можно построить так же, как в случае прямоугольного волновода. 
Для этого необходимо найти мгновенные значения составляющих век
торов поля и изучить их зависимость от координат в фиксированный 
момент времени. Для Н101 -колебания, обозначая q = \q\ exp(iЧf) , из 
(8.23) получаем: 

Н z (x, z,t) = �jqj cos 1tX sin 1tZ cos(rot + Чf), а а l 
в; (х, z,t) = WJ.L0\q\ sin 1tX sin nz cos(rot + Чf + Зп/ 2), а l 

H';(x, z, t) = �\q\ sin nx cos 1tZ cos(rot+Чf+1t). 
l а l 

Таким образом, ЭМ поле имеет колебательный характер. Со-
ставляющие векторов Е и Н сдвинуты между собой по фазе на Зп/2  
или на п/ 2 . Поэтому все составляющие вектора Пойнтинга имеют 
чисто реактивный характер. Зависимости составляющих векторов по
ля от координат х, у (рис. 8.3,а,б) не отличаются от соответствующих 
зависимостей для Н10 -волны в прямоугольном волноводе (рис. 6.3,а,б). 
Но зависимости от координаты z векторов поля Н10 -волны в волново
де (рис. 6.3,в) и векторов поля Н101 -колебания в резонаторе существен
но отличаются, так как в резонаторе распределение поля по z имеет 
характер стоячей волны. Силовые линии полей Н101 -колебания 
(рис. 8.3,в) отличаются от силовых линий полей Н10 -волны 

(рис. 6.3,г-е) только тем, что экстремумы составляющих IH';1011, \Н zJOJ\ 
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Рис. 8.3. Эпюры составляющих векторов поля Н101 -колебаний и 
силовые линии полей 



и IE�IOI I по оси z сдвинуты. 
На внутренних стенках резонатора протекает поверхностный 

ток j = [ii,n]. На верхней, нижней и боковых стенках токи не отлича
ются от токов на стенках прямоугольного волновода (рис. 6.4). На тор
цевых стенках ток связан с составляющей Н xiOI .  

8. Пусть резонатор возбуждается элементарным электрическим 
вибратором, параллельным оси z . Тогда .Jc = lz )� = 
= 1)0Lx8(x-.xo)8(y- y0)8(z- z0) ,  .Jм,с = О . Из (8.14), (8. 16) и (8. 17) 

имеем Ах = АУ = 0 ,  А м = 0 .  Из (8. 1�) 

4E/0L . m1t . n1t qrc 
qzmnq = 2 2 SШ - X0 sш - y0 cos - z0. 

V0(kmnq -k  ) а Ь l 

Из ( 1 . 124), ( 1 . 125) получаем 

где 

00 00 00 

Бz = L L  LБzmnq· н, = о. 
m=ln=lq=O 

Е ki".,. . m1t . n1t qrc 
zmnq = iro € qzmnqsш--;-xsшbycos-1-z. 

mnq а 
Значит, прямолинейный электрический вибратор, параллельный оси z ,  
относительно этой оси возбуждает только поле электрических колеба
ний ( Emnq -колебаний). 

«Поперечные» составляющие векторов поля определяем по 
(6.29). Для Е1 10 -колебаний имеем: 

. . . k J..l l . т . 1ty Exl\0 = Еу1 10 = О, Е,1 10 = . _ q,1 10 sш-sю- , 
zro1 10Ea а Ь 

· э  1t · т 1ty · э 1t т .  1ty Н xl \0 = -Ь qzi iO SШ -COS-b 
; Н yl \0 = --qzl iO COS-SШ-. 

а а а Ь 
Поле Е1 10 -колебания можно получить из поля Н101 -колебания, 

если резонатор повернуть так, чтобы вектор Е стал параллелен оси z . 
9. Собственная добротность резонатора определяется по (8.5). 

Для Н 101 -колебания энергия ЭМ поля в резонаторе определяется по 
значению й;101 • Мощность потерь в металле резонатора складывается 
из потерь в боковых стенках, верхней и нижней стенках и потерь в тор
цевых стенках. Мощность Р�м определяется по (8.6). Вычисляя W mnq и 
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P,:q в общем: случае и подСТЭВЛ11Я результат в (8.5), обозначаs. 

rov = 00111119 , kJ = �Еа11а , klnm = n:[(ml а)2 + (n/b)2]
1
12 , О =  211а 1(11ад> ; 

Sт = аЬ , S8 = al , S6 = Ьl - площади торца, верхней (нижней) и боко
вой стенок резонатора, получим: [37] 

Q 
_ 0,250Vok lmnkJ 

H mnq - ' l \2 '  ' 
Sвrm,. + Sбrmп + Sт \1ЩГтп l l  1 

где rmn (qn2тts) + k1..,., r:n" (qna2 1Sбr + k1..,. . 

Формула существенно уnрощается при n = О или т = О :  

Q _ 
0,50V0kJ 

H,mOq -
S6k; + 2S0klm0 + 2Sт(1Щilf ' 

o,sevokJ 

В случае Emnq -колебаний при q :#: О 

o,sev0klmn QE,mnq = 
S6(nitl Ь)2 + S6(mnl а)2 + SтГ;" 

при q О надо Sт в зна:меиателе формулы заменить на Sт / 2 . 

(8.24) 

Для: :меди при 11а = 11at = 11о ' Е а = Ео ,  а =  Ь = l ,  Л. =  Л н JOI полу

чаем: Qн ,101 = 104 .  Реальное значение собственной дo6pomocm :меньше 
этой величины и зависиr от чистоrы обработки стеио:к, качества кошакrов, 
степени о:mсления: поверхносmоrо слоя :металла в резонаторе и .цр. причшL 

10. Сопротивление излучения вибратора в резонаторе :может 
быть рассч:итаио, как и в случае волиовода (§ 6.5), с помощью уравне
ния (1 .71), ( 1.72) баланса :мощностей ЭМ поля: в резонаторе. 

8.4. Собственные колебании цилиндрического 
резонатора 

1. Цилиндрический резонатор представля:еr собой отрезок круг
лого волновода, закрьпоrо в поперечных сечеииях (на концах) :меrалли
чески:ми пластииам:и, образующи:ми торцы резонатора (рис. 8.4,а). Это 
позволя:еr утверждать, что если в волиоводе возбуждена Еm,. -волиа, то 
в резонаторе (относительно оси z )  возбуждаются: Emnq -колебания:. Ес
ли же в волиоводе возбу)IЩеиа Н 11111 -волна, то в резонаторе возбужда-
322 



а в 

z 

Рис. 8.4. Цилшщрический резонатор и силовые линии полей 

колебаний Е010 и Н 011 
ются Н mnq -колебания:. Числа т и n должны иметь для резонатора тот 

же смысл, что и для волновода. Число q должно определять число 

стоячих полуволн поля, укладывающихся вдоль длины l резонатора. 
2. Рассмотрим задачу о возможности существования 

Emnq -колебаний. Цилиндрический резонатор заполнен однородным ди-

элеюрнком с параметрами ёа, J.l.a . Стенки резонатора считаем идеально 
проводю:цими ( <11 � оо ) .  Введем ЦСК, ось z наnравим ВдОль оси резо
натора. Плоскости z = О  и z = l совпадают с плоскостями торцов 
(рис. 8.4,а). 

Примем ось z за <<nродольную». Тогда поле Emnq -колебавий 

можно возбудить с помощью прямолинейного элеюрическоrо вибрато
ра. Продольная составляющая вектора Е вне стороинего источника 
удовлетворяет однородному уравнению (1. 129), т.е. 

· д2Е 2 • AEz(p) + t2Ez(P) :;:::; О ИЛИ A.1Ez + -=--=r-+ k  Ez = 0, (8.25) 
дz 

и rраничиому условию Ez = О  при r = а  . Решение rраничиой задачи о 

возможности существования: Emn -волн в волноводе определено выра-

жением (6.53). В последнем Ez (pl. , z) при lzl �oo  удовлетворяет усло

вию излучения:. Но в резонаторе решение уравнения (8.25) должно 
удовлетворять граничным условиям на торцах (при z = О; l ), которые 

получаем из (5. 10). Поскольку Е� и Е� касателъны торцам, то необхо-

323 



д:имо, чтобы Е� = О и Е� = О nри z О; l . Эrи условия: удовлетворяют

ся, если 'дЕz 1 дz = О  nри z = О; l . Таким образом, задача сводится. :к ре· 
шению уравнения Гелъмrолъца (8.25) nри граничных условWJХ 

Ez = 0  nри r = a  и дEz lдz = O  nри z O; l .  (8.26) 
Решением уравнения Гельмгольца (6.46), удовлетворяющим 

граничному условию nри r = а , является 

Ezmn(P .i )  = e'm"J 111" (k.Lmnr)cos(mq> + '11m ). 
Решение уравнения (8.25) представим в виде ряда Фурье по z 

на инrервале от О до l : 
� � � 

Ez(P _i,Z) = L L lm (k.imnr)cos(mq> + 'Vт) }:e'm"qe-iqщ;l!. (8.27) 
m=&i=l q=--

Подставим (8.27) в (8.26) nри z О .  Та:к же, :ка:к в § 8 .3, получа· 
' ' с б 

' 
ем emn(-q) = emnq .  учетом этого, о означая emnq = Eqemnq • имеем реше· 

ние граничной задачи (8.25), (8.26): 

где 

.. - .. 

Ez (p) L L LEvпnq (p), 
l/I'=On•lq=O 

(8.28) 

(8.29) 
Этот результат можно получиrь методом разделения перемен· 

ных, nредставляя Ez <p) вместо (6.50) выражением 

Ez (p) = R(r)Ф(c:p)Z(z) . Для фун:кцин Z(z) нз (8.25) получается обы:к· 

иовеиное дифференциальное уравнение второто поряд:ка z" + k;z = О ,  
решение :которого, удовлетворяющее граничным условия:м 
Z'(O) = Z'(l) = О ,  возможно только при дискретных значениях 

kq qrtll ' q = 0,1,2, ... . 
Выражение (8.28) показывает, что меJIЩу торцами резонатора 

устанавливаются стоячие волны поля, q - :количество полуволи, у:кла-
дьmающихся на длине резонатора. 

• 
2 

. 
Подставим (8.28) в (8.25) и учтем, что !1J.Eznmq -k.imnEzmnq • 

д2 Ezтnq tдz2 = -(qrr/l)2 Ezтnq . Получим 
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Возможность существования Emnq -колебаний (при Еvтщ :# О ) 
обеспечивается nри условии, что выражение в квадратных скобках рав

но нулю. Так как k2 = ro2Eal!a , то значение собственной частоты roE,mnq 
при а = О определяется выражением 

roi,mпqёal!a klmn (q1t/l)2 = 0, Т.е. (J)E,mnq = V ф kv тп 1 а)2 + (q1t/l)2 j 1 1 2• 
Наименьшую собственную частоту имеет Е010 -колебание; 

rов,о10 = 2,405v Ф 1 а .  Она не зависит от длины резонатора, поскольку 

по z ЭМ поле при q = О однородно. 

Поперечные составляющие El.mnq ' н� определяются по 

(5. 10} или {6.29) и (8.29}. Для Е010 -колебания й; = Е� =  й; = О ,  
(8.30) 

Силовые линии полей Е010 -колебания изображены на рис. 8.4,6. 
Для вычисления собственной добротности QE,mnq резонато

ра (8.5) энергия ЭМ поля W mnq определяется: по (8.29), мощность тепло-

вых потерь в металлических стенках по (8.6) и (8.30). При а = О 
eal eal 

QE,mnq = 2(/ + 2а) , QE,mnO = 2(/ + а) (8.31 )  
3. Рассмотрим задачу о возможности существования. ЭМ поля 

Н mnq -колебаний. В этом случае продольная составляющая должна 

удовлетворять уравнению 
• 

2 . 2 2 . !!.1. н z (р) + д н z 1 дz + k н z = о (8.32) 
и граничным условиям дЙ z 1 дr О nри r = а и Й z = О  при z = O;l . 

Для решения поставленной граничной задачи используем ре
зультаты, полученные в § 6.6 nри решении аналогичной задачи о воз
можности существования Н mn -волн в круглом волноводе. 

С учетом (6.54) разложим Йz(P.L• z) в ряд Фурье по z на ин

тервале от О до l . Используя граничное условие Й z (р .1. ,0) О ,  разло

жение Й z по системе бегущих волн приводим к разложению по систе
ме стоячих волн: 

где 

.. ..  "" 

Hz (P) = LLLЙvnttq' m=lm=lq=l 
(8.33) 
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(8.34) 
Чтобы устано:виrъ сВJI.Зь коэффициенrо:в распространешщ под

ставим (8.33) :в (8.32). Воз:можносrь сущест:во:вани.а: Hmnq -колебаний 

( Й vnnq =�о О )  подучается :в том сдучае, коrда k = kmnq , т.е. часrота ro 
равна частоте собст:венных кодебаний ro8 ,mnq . При cr = О : 

m1-.mnq€aJ..I.a - (v:,.,. / а)2 - (qтt/ l)2 = О, 

т. е. mн.mnq = v Ф �v:,.,. / а)2 + (qтt/l)2 ]"2• 
(8.35) 

Поперечные составJI1110щие ЕЬпп11 • H1.n,.9 опредеJIЯЮТСЯ по 

(5.9) юш (6.28) и (8.33). На рис. 8.4,в изображены силовые JIИИИИ 
Н011 -колебаиия. ОrJ1ИЧИТеJ1Ьиым в силовых JIИИИЯХ полей в резонато

рах явля:ется: то, что в пространсrве пуч:носпw напряженности электри
ческоrо поля: соответствуют узлы напряженности маrнитиоrо поля:. По
этому все составля:ющие вехсrора Пойшин:rа явJIЯ.IОТСЯ мнимыми (при 
отсуrсrвии тепловых потерь). 

Д;Iя вычиедеНЮI собст:веииой добротности Q8 ,mnq резонатора 

по (8.5) эиерrия ЭМ поля: определя:ется по значеиию t:,.q , а мощиость 

тепловых потерь - по зиачеиию касательной сосrавля:ющей вехсrора 

il:,.9 на стенках резонатора. При cr О ,  А = qrta , М v;;.. - m2 

0,58laМ[(lv� )2 + А2] Qн,mnq = 
l
[(lv;;,.)z 

+ 
(Am)z]

+ А2а
М 

J1;Iя Н Опq -колебаний 

0,58la[{lv�,. )2  + А2 ] Qн ,Onq 
1зv�,. + ZaA 2 

Наибольшая добротность подучается: при азимуrал:ъно

однородных Honq -колебаниях. Токи во В:н:у:IреИИНХ стенках резонатора 

при этом протекают по зaмl<lf.YIЪIМ коiЩешрическим окружностям, 
<<nродольной» составля:ющей тока нет (см. § 6.6). Эrо позволя:ет приме
юrrь дm1 подавлеНЮI паразmных видов колебаний (вырождеииых коле
баний) радиопоrлощающие материалы (с высоким значением tg il ), 
расподагая их в зазорах между торцами и цилиндрической частью резо
натора. На рис. 8.5 приведеиы rрафики зависимости nараметра 

u == Qн,omq · 61 /Л0.,q от а
/1 ,  дm1 некоторых типов Н0,.q -колебаний. 
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Рис. 8.5. Графики зависимосm 
параметра u от отношеШIЯ 

размеров резонатора 

Резонаторы с Н Olq -колебаниями 

nрименяют в волномерах высокой 
точности и как резонансные систе
мы высокостабильных генераторов. 

4. Пример. Рассчитать размеры ре
зонатора, обеспечивающего добрОПiость, 

равную 5 ·104 на длине воJШЫ Л "'  3 см при 
минимальных габаритах. 

Рассмоорим медный резонатор 

( а 1 "' 5,8 · 1  О 7 См/м), заполненНЬlй воздухом. 
На частоте f "' 10 ГГц глубина проникнове-

ния 81 = (2/ roJJocr1)112 "' 6,61 · 10-7 м. Пара

Ме-Iр t> = 5 · 104 · 81 / Л "' 1,1 . Из графиков 
рис. 8.5 следуег, что этот параме-�р можег 
бЫ'IЪ реализован Н 014 -колебанием при 

a/l = 0,33 , т.е. а = 0,331 . Подставляем это значение а в (8.35). Так как v(11 :о 3,832 , то 

имеем rон,о14 = 21Гfн,о14 = 17JvФ /l , опсуда l = 17,1vФ /27t · 1010 
= 8,17 см. Поэтому 

а = 0,331 = 2,7 см. 
Для защиты от коррозии рассмоорим вариант серебрения вну�ренней поверхно-

сm резонатора. Для серебра а1 = 6,139·107 См/м. Поэтому 81 = 6,43· 10-7 м. Параме-�р 

u = 5 · 104 х 6,43 · 10-7 /3 · 10-2 = 1,072 . Из графиков (рис. 8.5) находим, что этот параме-Iр 

реализуегся для Н 014 -колебания при а Jl = 0,29 . Следовательно, а = 0,291 . Из (8.35) 

получаем l = 18,23vф /rон,014 = 8,71 см. Поэтому а =  2,53 см. 

8.5. Собственные колебания в коаксиальном 
резонаторе. Резонаторы на основе отрезков 
направляющих систем с Т -волной 

1. Коаксиальный резонатор рассматриваем как отрезок коакси
альной линии, закрытый на коiЩЗХ (в поперечных сечениях) металличе
скими пластинами, образующими торцы резонатора (рис. 8.6,а). Задача 
о возможности существования собственных Етпq - и Н тпq -колебаний в 

коаксиальном резонаторе формулируется так же, как для круглого резо

натора: составляющие Ez, ii z должны удовлетворяrь однородным 
уравнениям Гельмгольца (8.24), (8.3 1) и граничным условиям (6.58), а 

на торцах, nри z = О, l , необходимо, чтобы дЕz 1 дz = О , ii z = О .  Значиr, 
вместо (6.63) имеем 
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а б в г 
Рис. 8.6. Коаксиальный резоюпор и сшшвые линии полей 

.. ... .. Ez (p) = LLLEzmnq(PJ.)cosqnzll, 
где Ezmnq определено в (6.61). Аналогично 

.. - .. 
Йz(Р) = LLLЙzmnq(PJ. )sinqnzll, 

m-ln==l q=l 
где ii zmnq определено в (6.64 ). 

(8.36) 

(8.37) 

Векторы Еэ(м) нэ(м) ЭЛеi<Тnических (маrнитных) колебаний .l.mnq ' .l.mnq �-� .1' 

можно определить по (8.36), (8.37) и (6.28), (6.29). 
Собственные частоты Wв,mnq и Wн.mnq элеюрических: и МШ'· 

mrrвыx колебаний определяем, подставляя (8.36), (8.37) в (8.25), (8.32). 
Получаем условие существования колебаний: 

е -kiв(H)mn - (qтt/1)2 0, 

[k2 ( / 1)2]1/2 откуда (J)E(H),mnq = V ф J.E(H)mn + qтt · 

2. В случае вырождения Emn -воли :в коаксиальной линии в 

Т-волну Enmq -колебания в резонаторе выроJ�ЩаЮТС.а: в Tq -колебания. 

Так как k J.Eoo О , то собственные частоты их 00т ,q = v Фqтt/ l  . Если час

тота rеиератора ro = roт,q , то резонансной длиной резонатора .а:вляется 

lq = v Фqтt/ ro = qЛ./ 2  . При изменении частоты rенератора возможность 
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npocroro изменеНШI длины резонатора позвотrет легко насrраивать ero 
на резонанс. 

в случае Tq -колебаний Е J.OOq = lгЁr,OOq = lrЁrq ' H.Looq = t'l'il 'l'q 
можно пол:учшь из (8.36) и (6.29) путем предельного перехода так же, 

как д:w1 Т-волны в §  6.9. Но проще учесть, что в коаксиальной mпmи Ё, 

н ii 'Р в (6.65) предета:влены двумя волнами, беrущнми по z в противо

положных направлеНШIХ. Записываи E,q в резонаторе в виде суммы 

этих волн E,q [u1q exp(ikz) - �q exp(-ikz)] · r-1 , где u1q , u2q - ампли

JУды, и удовлетворяя граничному условию E,q =О при z = О  , находим 

u1q = и29 u�q . При этом имеем E,q = u0qr -J sin kz ,  где u0q 2u�q . 
Значение ii rpq проще всего определить из 2-ro уравнеНШI Мак

свелла: Й'М -iWu0qr-1 cos kz . 
Чтобы удовлетворялось граничное условие E7q =О при z = l , 

необходимо sinkl = О ,  т.е. kl = qrt ,  q = 1,2,3,... . Тогда k = qrtll . 

Т-колебаНШI мoryr существовать только при этих дискретных значени
ях k . 

Силовые линии полей 1J. -колебаНШI изображены на рис. 8.6,6 

(в плоскости .ху - в сечении А-А). 

Добротность резонатора при 1J. -колебаНШIХ определяется 

по (8.5): 

Qп = 2ahl ln(a l b) l{o1[l(a + h) + 4ah ln a /  ЬJ} 
3. При использовании E01q -колебаний в резонаторе 

klEot = 1tl(a - b) . Поэтому roE,Oiq = vФ'Л{(a - b)2 + (q/ l)2 ]112 . При 

Е010 -колебаНШIХ mн.ою = v Ф1t/(а -Ь) . Счиrается, что при l > а - Ь ос

новным является 1J. -колебание, при l < а - Ь Оfновны.м является 
Е010 -колебание. 

При Н11q ·колебаНШIХ klНllq = 21tl(a + b) , поэтому 

тн.нq = vФ1t[(2/(a + b))2 + (q / l)2 ]1 /2 . 
Силовые линии полей Е0н - н Н111 -колебаний изображены на 

рис. 8.6,в,г (в плоскостях .ху - в сечениях А-А). 
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4. Если отрезок длины l любой направляющей системы, в ко
торой может расnрострашm.ся Т-волна (наnример, двухпроводной ли
нии, nолоскавой JIШШИ и др.), на концах закрыт (в nоnеречных сечени-

ях) металлическими nластинами (короткоза:мыкатеJDIМи), то Е 1.q в силу 

rраиичных условий до.JDКНЬI на nластииах обращаться в нуль, т.е. 

Е .Lq = О nри z = O;l • Поэтому Е J.q nроnорциоиально sin kz и 

Tq -колебания в таких системах моrут существовать только nри 

sin kl = О , т.е. nри kт.i = qst ,  q = 1,2,3, ... .  Значит, собственные часто
ты резонаторов с Tq -колебаниями mт,q = v Фqrr,/l • 

Составляющие вектора iiJ.q оnределяются 2-м: уравнением: 

Максвелла и nропорциоиальны cos kz .  

8.6. Эквивалентные параметры объемных 
резонаторов. Резонаторы с укорачивающей 
емкостью 

1. В теории цеnей с сосредоточеиным:и пара:метрам:и ниоrда 
объемный резонатор может быть заменен эквиваленrным колебатель-
иъш контуром. Это можно сделать, если резонансная частота �х кон-

1УР3 н его добротность Qэк совпадают с одной из собственных частот 

Фv и собственной добротностью Qv объемного резонатора, a:мruпrryдa 
тока в коюурс iэж равна полному току i" резонатора. Энергия, запасен

ная в коюуре, Wэж , равна энерrни Wv , запасенной в объемном резона

торе ( v зам:енн:ет индексы т, п, q ). Обозначим через С эк , L.ж. н �х -

емкость, индуктивность и соnротивление эквивалентного коmура. 
Тоrда nеречисленные условия формулируются так: ( \-l/2 ( 'V./2 : : 
(!)эх :::: O>v = L.ж • Сэ:в: 1 ' Qэк = Qv = Lэж. 1 Сэж } 1 �к ' Zэж. = Zv • Wэк = Wv • 

При вычислении nараметров эквивалентного кошура nредnола
гается, чrо элекrродинамический расчет объемного резонатора выпол-

нен - известны <0у, Qv , можно вычислить Wv ,  i" . Поэтому из выраже-
ния (l)v = (L.к · Cэt<J112 СЛедует, 'ПО необХОДИМО иметь СПособ оnреде

ЛеНИЯ или С эк или L.:в: . 
Рассмотрим оnределение емкости. Энергия элекrрическоrо nо

ля Wэк в конденсаторе оnределяется по (1. 50), откуда nолучаем: 
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1 .  12 1п 12 . С3., = Q.., 1 2W3., = 1�.., 1 2Wv , rде Q.., - заряд пластины конденсатора. 

Энерrия: в объемном резонаторе оnределена в § 8.2. Таким образом, д;ля 
вычисления: С3., необходимо найти Q.., . По значеmпо Сэх вычисляется 

4.., = 11 w;сэ.., .  При известных С3., , 4.., получаем R,.., = 11 O\.Cэ..,Qv . Ре-
зонанекое сопротивление 

Zэк = Qv 1 ffivCэx · 

контура определяется выраженнем 

2. Пример. Найm парамеtры колебательного кокrура, эквиваленmог<r прямо
угОЛLному объемному резонатору с Н101 -колебанием. В соответс111ин с (8.23) ЭМ поле с 

• :м " N  · м . 
вектором Dю1 = е,.Е101 = lyEaEy101 индуцирует зарJЩЫ Q., противоположных знаков на 

нижней и верхней стенках (при у =  О;Ь ). По теореме Гаусса (1 .8) весь зарJЩ в резонаторе 

f Dfo1 odS = f i>�101 dxdz- f DftOl dxdz 
S S8 Sн 

равен нулю, так как складывается из зарJЩа на верхней стенке, имеющей площадь 
Sв = al , n = ly , и на нижней стенке ( Sн = al , n = -ly ). ЗарJЩ на верхней стенке 

Q. . aJbJ . 1 . 11-'--'- . 4al к = -lWyE0J10qv SШ 1tX а· SШ 7tZ ц.о.щ; = -IWvEa/-!a ---zqv· 00 1t 
Энергия, запасенная 11 резонаторе, 

Е,. , . ы \2 Е а аЬ /  2 . 2 1tX • 2 1tZ W101 =- J Еу101 dV =-fJ J\rovJ.I.aqvl sm -sm -dxdydz = 
2 v0 2 ооо а l 

=wr01Ea!!;lq101 /2 аЫ/8. 
Емкость экви11аленmоrо конденсатора 

1;, 12 64 al С"" = f"'к /2Wю1 = п4 е" ь· 
Подставляя значение Wv = ro101 , имеем 

1 2 \-1 п2 аЫ L,Jt. = \WvСэк / =-!-!а -2--2 · 64 а + l  
Сопротимение и резонансное сопротимение вычисляются по извеС'ПIЫМ ro101 , 

С эк и Qн ,101 . 
3. В качеС111е элеменгоп схем генераторов применяют <Уiрезки линий (двухпро

водной О'IКрЫТОЙ, полосковой, коаксиальной и дР·) с Т-волной, имеющие только один 
закорачивающий металлический торец, например, при z = О  (рис. 8.7,а). Для таких линий 
возможно применение понятия напряжения и тока. Например, для коаксиальной линии 
напряжение МС)!Щ)' ВJIУIРенним и внешним проводниками и ток (см. § 6.9) 

u(z) = f Ё,(r, z)dr = u0чln(alb)sinkz. 
ь 

2!t 
t(z) = f:ildl = -iW-11loч coskz Jr-1rdqJ = -i2пilaчW-1 coskz. 

L О 
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Рис. 8. 7. Короткозамкнутый отрезок коаксиальной линии и 
укорачивающая резонатор емкость 

При этом можно опредеJIИIЪ поНJПИе входного сопрО'IИвления закороченного 

отрезка линии длиной z = 11 (рис. 8.7,а). Если Zл - воJШовое сопр01Ивление линии, то 

Zвx(Z), ,;�1 = й(ll) /i(lt )  = iZл tg kl1 , 

которое при О < 11 < Л /4 имеет индуюивный характер, при Л /4 < 11 < Л /2 - емкоС'IНоЙ. 

При 11 --+ (2n + l)Л /4 ( n = 0,1,2, ... ) Zвх --+ ±ioo , поэтому такие отрезки линий применяют 

в качес111е резонансных сисrем. 
4. Дш1: уменьшения геоме1рической длины резонатора., выпОJШенного на основе 

одновОJШовой линии передачи, в которой может распростраwrгъся только Т -воJШа., в нем 
создают область, играющую роль емкоС'IИ или подюnочают конденсатор. 

В коаксиальном резонаторе емкость образуется между цеН'lралъным проводин
ком резонатора и торцом резонатора (рис. 8.7,6). Струюура силовых линий полей, соот-

ветствуiощих основному типу колебаний в основной части резонатора длины 11 сущест

венно не отличается от ClJIYJCIYPЫ силовых линий полей обычного коаксиального резона

тора., только в области емкостиого зазора малой длины d ( d <<Л )  имеются существен

ные отличия. Можно считать, что к отрезку коаксиальной короткозамкнуrой линии в 
сечении ВВ присоединена емкоС'IНая нагрузка. Входное сопр01Ивление короткозамкнуrой 

линии в сечении ВВ Z,.x = iZп tgkl1 . Емкость конденсатора С =Ea7th2 1 d .  СопрО'IИвление 

нагрузки на линию 1 / iwC (рис. 8.7,в). При резонансе Zвx +l/iwC = O ,  т.е. 

kЬ2 tg/d1 = 2d/ln(a/b) . Из этого 1рансцендеитиого уравнения можно определить собст

венную частоту wT,I укороченного резонатора. При заданном l = 11 + d она меньше 

v Фтс/1 . При Нас'IрОйке резонатора емкость С может измеиятъся за счет изменения ши

рины зазора d . Варнаты расчета таких резонаторов приведены в [38]. 

В полосковых резонаторах в качес111е укорачивающей может быть прнменена 
сосредоточенная емкость. 

8.7. Торомдальный и магнетронный резонаторы 

1. Квазнстацнонарные резонаторы являются частью злеюронных прнборов. Как 
уже отмечалось, в ннх имеется область, выnоJПlЯЮщая роль конденсатора с емкостью С , 

и область, выполняющая роль индуюивноС'IИ L , т.е. облаС'IИ выnолняют функции квазн
сосредоточенных параме1р0в. Если вычислить значения С, L , то собственная частота 

резонатора w0 = (LC)-112 . Дш1: основного типа колебания линейные размеры резонатора., 
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имеющего квазисосредоточенные параме-IрЫ, должны бъrп. значительно меньше ДJШНЫ 
BOJUIЫ. Последнее определяет условия справедливосrн квазисrационарного подхода. 

2. Примелим квазисrационарный подход к рщ:чеtу собспlенной часrоrы осиоо
ного mпа колебаний торондального резонаrора (рис. 8.8,а). Энергия элеiСiрического поля 
сосредоточена преимущесгвенно в просtрансгве между ПЛIW1Инами резонатора в пределах 
зазора ширины d , а энергия магннmого пo.JVI - в обл�Wtи rоронда (рис. 8.8,6). Через 
область резонатора, где сосредоточено элеiСiрическое поле, в клисtроне проходит элек-
1ронный поток, возбуждающий колебания в резонаторе, которые в свою очередь модули
руют по плоmосrн поrок элеiСiронов, создавая элеiСiронные сгуС'JКИ. Эги сгустки 01р8.Жа
ются 01ражателем и вновь пролетают через сетки резонатора, отдавая ему свою энергию. 
Для эффекmвного взанмодейсгвия ЭМ пo.JVI с элеК1ронным пучком надо, чтобы d << Л . 

При эrом условии С =  Ea1rh2 1 d .  

Учтем, что магнН1ИЫй поток Ф в rорондалъной ЧIW1И связан с индукmвностью 
L и током fч, выражением: Ф = Liтp . С другой сrороны, 

Ф = fвdS = �-ta fiitJS. 
Sт Sт 

где Sт - площадь поперечного сечения торонда. 

(8.38) 

Учитывая, что для основного mпа колебаний HdS = HdS и применяя закон 

полиого тока Н = iтр 12w ,  получаем 

. . 1 . 
f Ф = Liтp = -J.taiтp dS 1 r. 

21t Sт 
Опреде.JVIЯ из эrого равенсгва значение L и подстав.JVIЯ его и значение С в 

формулу ro0 = (LC) -IIZ , получаем 

то ,. .!.(_1L_)112( f dS 1 
r)-l/Z 

Ь EaJ.ta l Sт 
3. Магне1рОННЫЙ резонаrор является одним из основных элеменrов магнеч>она. 

Он сосrоит из сисТемы объемных резонаторов, которые формируют замкну1ый кольцевой 
ЭЛеК1рОННЫЙ поток и отбирают от него энергию. Внешний вид его изображен на 
рис. 8.9,а, а поперечное сечение - на рис. 8.9,6. В сплошном медном блоке высверлено 

а 

х х х х  
х х х х. 
х х х �\--r-т��r-�� 
х х х 

!---а ---+1 dS 
б 

Рис. 8.8. Тороидалъный резонатор 

• • • 
• • • 
• • • 
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Рис. 8.9. Резонаторный блок маrнетрона; петля связи с резонатором 

8 цилиндрических О'IВерС'IИЙ, сообщающихся между собой через nазы ширины d , длины 

h и высоты l (рис. 8.9,в,г). В цеmралъиой Час'IИ резоиаrорного блока nомещен каrод, 

создающий элеrсrронный noroк. Связь nоследнего с резонаrорами осущес'111ЛJ1ется через 
nазы. В nазах сосредоrочена в основном энергия элеrсrрического nоля. Резонаrоры связа
НЪI между собой магнИ'IНЪiм nолем во внешнем зазоре, а вывод ЭМ энергии в линию nере
дачи осущес-mЛJiется с nомощью окна (О'IВерС'IИЯ) или nетли (рис. 8.9,в). 

Магнетронный блок работает как одно целое иа чacrore, близкой к собС"Пiенной 
чacrore одного резонаrора (ячейки резонаrора). В ячейке элеrсrрическое nоле основного 
nша колебаний сосредоrочено в узком nазу шириной d , магнИ'Пiое nоле - nреимущест

венно - в цилиндрической nолоС'IИ радиуса а . Емкосn. nаза С = Ealh 1 d . Предnолагает

ся, чrо l так велико, чrо можно считаn. магнИ'Пiое nоле в цилиндрической nолоС'IИ nри

ближенно 'IаКИМ же, как в бесконечно длинной nолоС'IИ, вдоль коrорой наnравлен век

rор Н . При эrом rок nроводимоС'IИ i,.. , nротекающий по стенкам ячейки (по окружно

стям) и nереходящий в пазах в rок смещенi\Я, по закону полиого rока i,.. .. Йl . Магнит

ный noroк Ф оnределяется по (8.38), где Sт = па2 . Предполагая Н однородным в nоnе

речном сечении nолОС'IИ, nолучаем из (8.38) Ф = J.l.aHSт . 

В СОО'IВетствии с (1.51) индукmвносn. ячейки L=Фti,.. . Поэrому со6С"Пiенная 

частота ячейки ro0 "' vф(dtпa2h)112 • 
Строгие электродинамические меrоды расчета резонаrоров и замедляющих 

систем сложной формы рассмО'IреНЫ в [39, 40]. 

8.8. Диэлектрические резонаторы 

1. Применеине диэлектрических резонаторов в диапазонах 
УВЧ, СВЧ, КВЧ позволяет улучшить массогабариrные харакrеристики 
радиотехнической аппаратуры, решигъ ряд задач измереНЮI параметров 
материалов. Диэлектрические резонаторы, как и резонаторы на основе 
микрополосковых волноводов, просто сочетаются с пас�ивными и ак

тивными элементами гибридных интегральных схем. В ряде случаев 
диэлектрические резонаторы имеют большие значеНWI собственных 

добротностей, чем даже полые металлические резонаторы. 
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Основными параметрами материалов для диэлекrрических ре
зонаторов являются относиrельная диэлекrричес:кая nроницаемость Е1 , 
танrеис угла элекrрических потерь tgд1 и темпера'I}'Рные коэффициен

ты (ТК) Е1 , tg д1 и линейного расширения. Используются материалы с 

Е1 от нескольких единиц до нескольких сотен, с tgд1 от 10-3 до 10-6 . 
У термостабнльных диэлекrриков значение ТК Е1 меньше (10-6)0С-1 • 
В интервале темпера'I}'Р от -60 до + 60° С значения ТК лииейноrо 
расширения у лучших образцов материалов для диэлекrрических резо-

наторов находится в пределах ((2+ 10) х10-6)0С-1 . 
2. Диэлекrрические резонаторы делят на откръrгые и металлоди

элекrрические. В открытых диэлекrрических резонаторах rраницей раз
дела является диэлекrрик-воздух. Поэтому ЭМ поле существует в объеме 
диэлекrрика и окружающем ero пространстве. Примером является отре
зок длины l цилиндрическоrо диэлекrрическоrо волновода (рис. 7 .5): 
амiiЛIП)'ды полей поверхностных волн в радиальном направлении убы
вают по экспоненциальным законам; между торцами (границами раздела 
диэлекrрик-воздух) происходит переотражение поверхностных волн 
и при Е1 � оо поля между торцами должны почти полностью переотра
жатъся, т.е. в отрезке волновода возникает объемНЪlЙ резонанс. 

Различают две разновидности диэлекrрических резонаторов: 
диэлекrрические резонаторы, использующие низшие типы колебаний 
и резонаторы с азимутальными колебаниями высокоrо порядка. 

В состав металлодиэлекrрических резонаторов входят два или 
более металлических и диэлекrрических элемента. Примером является 
отрезок длины l цилиндрическоrо волновода, на концах котороrо 
(в поперечных сечениях) расположены металлические пластины. Так 
же, как в рассмотренных выше резонаторах, ЭМ поле переотражается 
между пластинами, создается резонанс. В пределе диэлекrрическое тело 
может быть полностью экранировано. Тоrда образуется полый металли-
ческий резонатор, заполнеННЪlЙ диэлекrриком, ero объем в EI12 раз 
меньше объема резонатора, заполнеиноrо воздухом. 

0ткрЫТЪlе диэлекrрические и металлодиэлекrрические резона
торы отличаются разнообразием конструкций. 

Оrдельную rpynny составляют волноводно-диэлекrрические ре
зонаторы, в которых резонансные явления обусловлены волновыми 
процессами в волноводе и помещенном в нем диэлекrрическом теле. 

3. В теории дизлещических резонаторов различают «заnер1Ые» и «Heзanep
Thle» в объеме резонатора колебания. Колебания являются заnер1ЫМИ, если при фиксиро
ванных размере резонатора и длине волны амiiЛИ'I)'ды векторов поля вне резонатора Cipe-

335 



мятся к нулю при е1 -t оо • Колебания являются незапертыми, если при Е1 -t со амплиту
ды векторов поля вне резонатора не стремятся к нулю. Запертые колебания обладают 
большей добротностью. Эти приближенные представления используются при построении 
асиliiПТОТических решений. 

4. Формулировка граничной задачи о возможности существования гибридных, 
Ev - и Н v -колебаний в металлодиэлектрическом резонаторе, выполненном на основе 

отрезка длины l диэлектрического волновода, на концах которого расположены металли
ческие пластины, отличается от формулировки соответствующей задачи для диэлектриче
сiюго волновода тем, что на торцах ЭМ поле должно удовлетворять граничным условиям 
дЕ z 1 дz =О , Й z = О . Решения задачи для резонатора цилиндрической формы отличаются 
от решений (7.34), (7.35) тем, что продольные составляюшие векторов поля зависят от z 
по законам Е z = cos qrr.z /l , Й z = sin qrr.z /l . Поэтому в характеристических уравнениях 

(7.38), (7.39) продольный коэффициент распространения х2 надо заменить на (qtt/l)2 • 
Для практических целей изучение этой задачи имеет малое значение, так как размеры 
торцов велики, это не удовлетворяет условию уменьшения объема резонатора. При малом 
(радиальном) размере торца граничную задачу надо решать методом частичных областей, 
т.е. применять численные методы исследования. 

Если резонатор является открытым, то на торцах должны выполняться гранич-
ные условия Еа1Е1, =E0E2z , lla!H!z =�-t0Й2z . Решение граничной задачи прк этих усло
виях.и прИ условиях (7.33), (7.36) может быть представлено в виде разложений по беско
нечному спектру пространствеиных волн с неизвестными спектральными плотностями 
(см., например, (7. 15)). Для спектральных плотностей из граничных условий пQJiучаются 
интегральные уравнения. Из последних с помощью приближенных представлений можно 
получить характеристическое уравнение. Последнее решается приближенными методами, 
при этом можно найти собственные частоты. 

· 

Мощность тепловых потерь в открытых резонаторах определяется IIO (5.25), 
(7 .4 7). � определения мощности потерь на излучение необходимо в каждом конкретном 

случае найти амплитуды пространствеиных волн (см. (7.21)). При tg6.1 < 10-4 мощность 
потерь на излучение по (8.5) в основном определяет собственную добротность резонатора. 

Теория и применения диэлектрических резонаторов изложены в [41]. 

8.9. Понятие об открытых (квазиоптических) 
резонаторах 

1 .  Открытые резонаторы применяются в диапазонах КВЧ, ГВЧ 
и оптическом. Они являются колебательными системами оптических 
квантовых генераторов, их используют в качестве антенн, в измери
тельной технике для измерения частоты, диэлектрической и магнитной 
проницаемостей, для диагностики плазмы. 

2. Закрытые объемные резонаторы широко применяются в диа
пазоне СВЧ, при этом в резонаторе возбуждается только один тип коле
баний чаше всего основной. При переходе в диапазон КВЧ рабочая дли
на волны уменьшается до l мм, линейные размеры таких резонаторов 
уменьшаются. Необходимая точность изготовления резонатора с малы
ми линейными размерами увеличивается и при переходе в диапазон 
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ГВЧ, а затем - в опrический диапазон, не может быть достиrиута. 
Уменьшение размеров резонатора приводит к уменьшению запасаемой 
в резонаторе энергии н к уменьшению отношения: объема резонатора 
к площади поверхности его стенок Последнее сказывается: на уменьше
нии собственной добротносrн резонатора. Чтобы избежать указанн:ых 

недостатков, можно было бы поп:ъrrаться прнменнтъ объемные резона
торы болыпнх линейных размеров (например, а/Л , Ь !Л , l !Л - вели
ко), в которых возбуждается высший тип колебаний. Однако, спекrр 
резонансных частот объеМНЪIХ резонаторов «густой»: собственные час
тоты колебаний (8.21), (8.35) с близкими значениями чисел т и n 
и мощносrн потерь на этих частотах мало отличаются друr от друrа. 
Число собственных типов колебаний, приходящихся на полосу частот 

Aro , равно Ш V0ro2 Aro/2n2v� . Резонансные кривые типов колебаний 

перекрывают друr друrа. Поэтому резонатор теряет избирательные 
свойства. 

Большое число собственных типов колебаний при размерах 
объемного резонатора, значительно больших длины волны, уСiраннтъ 
нельзя. Но возможно создать резонаторы, в которых только неболъшое 
число собственных типов колебаний имеет малые мощносrн nотерь, 
а остальные имеют большие мощносrн потерь на излучение, поэтому их 
добротносrн очень малы. За счет этого cneкrp резонансных частот 
<<прорежнвается». Такие колебательные снетемы созданы на основе ква
зиопrических устройств - откръпых резонаторов. Откр:ьпыми их на
зывают потому, что <<прОрежнванне» спекrра собственных частот ц, 
значит, избирательные свойства в них достиrаются за счет излучения: 
nоля в окружающее резонатор проСiранство, а квазиопrическнми 
потому, что в них прнмеияются оптические элементы: зеркала, линзы, 
nолУDрОзрачные пластины и др. Для расчета открытых резонаторов 
примеЮIЮТ как элекrродннамические методы, так и методы rеометрнче
ской и волновой опrики. 

Если в объемном резонаторе удалить боковые стенки, то стоя
чие волны в снетеме образуются только за счет отражения: от торцов. 
Другие типы колебаний, обусловленные отраженнем от боковых стенок, 
за счет излучения: поля исчезнут. В результате cneкrp собственных час
тот открытой колебательной системы станет более «реДI(НМ}>, чем 
cneкrp собственных частот закрытого объемного резонатора. 

Откр:ьпым резонатором называют систему двух параллелъных, 
расnоложенных друr против друrа плоских зеркал (1) или двух зеркал, 
изоrнутых в противоположных направления:х (например, сфериче
ских (2)) (рис. 8. 10,а,б). ПроСiранство между ними может быть заnол
нено диэлекrриком с малыми потерями. 
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а 
Рис. 8. 10. Оrкры::rы:е резонаторы 

3. ЭМ поле в O'I'lq)bl'IOM резонаторе о JIJЮОКИМИ зеркалами (рис. 8.lO,a) много
храmо п� между торцами. После q ооражений в IШоскости z = О образуется 

поле, любую дек.артову oocraвJJJIIOщyю вехторов Е и Н которого обозначим через 
'ljf q (х, у,О) . Поле распросrранается в вiiДе бегущей во.JJНЫ в направлении правоrо зеркала. 

Попадая на него при z = l , поле ооразИТСJI в ( q + 1) -й раз. После многохратных оораже

ний распределение noJIJI в плоскооm z = l будеr повторяп. распределение ПOJIJI в плоско

сти z = О  с rочностъю до пооrояиноrо мно:ж:tmШJ[ g , т. е. 'ljf q+I (х. y,l) = g'ljf q (х, у,О) , где 

g = �/ехр(iФ) . jgl= �q+t/фitq l - оола.блеине 'ljf за счеr шлеръ на излучение (дифрак
цию), а Ф onpeдeJIJier фазовый набеr: Ф = -kz + .:1 , где А - дифракционная поправка 
к опmч:ескому набеrу фаз на пути длиной l . 

Чrобы прибтlженно рассчюэ.тъ функцию распределения составЛJIЮщей вспо
ров ПOJIJI по зеркалу Vq(x,y) , учтем, чrо 1 намного больше линейных размеров :зep:I(IIJia. 
Тогда при z = l и для rочки р , иаходящейся на правом зеркале ( е "'  О , ер .. 1t/2 ) имеем 

Rqp = Z + '/l  (ом. § 2.10, п.2), где Т) = [(х - х')2 + (у - y')2)12z . При этом нз (2.67) получа

ем, полагая Ey(x,y,l) = vqн(x,y,l) :  

имеем: 

W q+l (х. y,l} = g'ljf q (х, у ,О) �е -lkl j'ljf(.t', y',O)e'Ьias'. 
So 

n«--наnив зд� • ( О) 
' ( ) К 

. {-ild+ik[{x-x')Z+ {y-y')ZJ} vuu;s � �D 'lfq х.у, = v  х,у , = zexp , 
2z 

f K'\jf(x', y')dS' = gчr(x, у) (8.39) 
So 

однородное икrегралъное уравнение второго рода ДЛJ1 функции '\jf(x, y) .  Ядро уравнения 

К непрерывно и симмеrрично: К(х. у; х', у') = К(х', у'; х, у) . 

Значения g v ,  при которых (8.39) имееr неrривиалъные решения 'Ф v (х, у) , на

зываются собственными значениями, а функции Vv(x, y) - собственными функциями 

( O'I'lq)bl'IOГO резонаrора). Онц описывают распределение ПOJIJI по поверхнооm зеркала. 
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При резонансе поле, распроС'Iраняющееся от левого торца к правому и обраmо, 

должно на пуm 2l измеНJПЪ фазу на целое число 27t так же, как в обычных резонаторах, 

т.е. 2Фv должно бьпъ равно -27tq , q = 1,2,3,... . Поэтому при резонансе 

2Фv = -ky2l + Mv = -27tq . Оrсюда получаем резонансную часто'1)' Юv = vф(дv + q7t)/l . 

Если торцы (зеркала) являются моекостями (бесконечными), то liv = О и mv = v Фq7tll . 

В резонаторе с конечными размерами зеркал устанавливаются почm поперечные колеба
ния (квазипоперечные). 

ЭМ колебания в оnерытом резонаторе обозначаются (оmосительно оси z )  как 

Т mnq -колебания; оmосительно оси х поле может быть элеюрического или магнишого 

mпа. Поля, соотвСТС'Пiующие разным mпам колебаний, обозначаются через Е!:� или 

нf:� (оmосительно оси х ). Индекс q равен количеству полуволи, укладывающихся 

между зеркалами. Он равен большому числу, значение которого обычно не указываеrся (а 
индекс q опускается). 
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СобС111енные значения g v = g тп и собсmенные функции V v = V тп нахоДЯIСя 

из решения интегрального уравнения для конкретного резонатора. Каждым числам т 

и n СОО'Пiетствует свое распределение поля по поверхноС1И зеркала (или поверхноС1Иого 

тока J (х, у) ). РезультаТhl решения интегрального уравнения численным методом при 

т = n = О для зеркала IDiocкoй формы в виде диска и при параметре а
2 1 Лl = 1 О приведен 

на рис. S.I l ,a,б, где l;=/v00(r�I/Vaoмa.:cl ·  Q =argw00(r) . Из графика рис. 8.l 1,a видно, 

что ам11JIИ1)'да поверхноС1Иого тока на зеркале спадает к краям, а фазовый сдвиг на краю 
зеркала резко увеличивается. Значит, фронт поля неiDiоскнй. Следовательно, поле не яв
ляется CIJ>OГO поперечным. При увеличении т и n продольные составляющие векrоров 

поля возрастают. 

В отличие от закръnых объемных резонаторов Т00 -колебания в <mq>ъnыx резо

наторах харакrеризуюrся неравномерным распределением поля вдоль соответствующих 
осей. Позтому числа т и n обозначают большее количеС'Пiо полуволн поля, чем в за

крЫТhlх резонаторах. 
На рис. 8.1 1 ,в,г приведены силовые линии поверхноС1ИЫх токов на зеркале для 

ряда колебаний, длина вектора и густота пропорциональны ам11JIИ1)'де тока. 

4. Колебания типа Т00 называют колебаниями основного типа. Они имеют 

нанменьшие потери. ДоброmОСIЪ резонатора зависит от l l  Л , коэффициента отражения 

от зеркала и /gmnl · Она может иметь значительную величину. Например, при Л =  10-6 м, 

l = 10-1 
м, коэффициенте отражения от зеркала (ri:o мощнОС1И), равном 0,98, получается 

доброmостъ Q = 3 · 107
• 

Теория <mq>ЫThiX резонаторов подробно изложена в [42, 43). 

ЗАДАЧИ 

1. ПоСiроитъ силовые линии элеюрического и маrнИ1Ного полей 

Н 011 -колебания в прямоугольном резонаторе. 

2. Прямоугольный резонатор имеет размеры а =  23 мм, Ь = 10  мм, l = 23 мм и 

заполнен воздухом. Рассчитап. и сравнить собсmенные ЧастоТhl Н 101 -колебания 

и Н011 -колебания. Вычислитъ собС'Пiенную доброmостъ медного резонатора для колеба

ния основного mna. 

3. Найm составляющие векторов напряженносгей поля Н 012 -колебания в ци

ЛИндРическом резонаторе, заполненном воздухом. ПоСiрОИТЪ силовые линии элеюриче
ского и магнИ1Ного полей. ВычиСЛИТЪ собсmенные частелу и доброmостъ, если радиус 
равен 20 мм, длина равна 40 мм. 

4. Вычислип. собС'Пiенную частелу и доброmостъ коаксиального резонатора 
для основного mпа колебаний. Резонатор заполнен фтороiDiасТОм-4 и изготовлен из меди. 
Размеры резонатора: радиус внешнего проводника а = 20 мм, радиус внутреннего про

водника Ь = O,Ia , длина l = 4а . 

S. Вычислитъ параме-Iры коmура, эквивалентого медному прямоугольному ре
зонатору, работающему на частоте, равной 3 ГГц, при колебании основного mпа. 
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6. ОпредеJППЬ п��ра.ыехры коmура., эк.вивалентиого коаксиальному резонатору, 
работающему на Т -колеба.иtш. 

7. Pa.ccчlt'Ian. длину коаксиального резонатора., заnолненкого воздух:ом 
и имеющего зазор между цеmрал:ышм проводником и торцом, равный 2 мм, если 
а = 2Ь = 20 ММ, j l5 ГГц. 

8. Pa.ccчlt'Ian. собсmеииую длину волны маrиетроиноrо резонатора., заnолиеи
а:ого воздухом, если а = 4,5 мм, h = 5 мм, d = 2 мм. 

9. Рассчиrа.Тh радиус цнлиа:дрической поЛОС'IИ ячейки машетрониого резонато
ра., если rоирина и длина паза ячейки равны 1,5 мм и 4 мм, а собсrsенивя ЧIWТO':I:l далжиа. 

бьnъ равной !о = 1 О ГГц. 
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9. ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

9.1 . Характеристика задач дифракции 

Рассмотрим :внешние rраничн:ые задачи электродинамики. Счи
таем, чrо :в области Vи заданы стороивне токи и заряды (рис. 9.1). Име

ется объеп V , ограниченный поверХIЮСТЫО S . ЭМ поле на S удо:вле
т:воря:ет заданным: rраничн:ы:м усло:в:юr:м. Среда, запоJIНЯЮ:ш,ая: объем V0 , 
:в котором расположена точка набmодени.я р ,  является линейной-Одно

родной и изотропной. ее параметры �а• !А-а . Область Vи :в общем случае 

может быть расположена на mобом: расстоянии от объекта V . Случай, 
когда область Vи расположена :в непосредст:вешюй близости от nоверх

ности S или на самой nоверхности, характерен для антенной техники. 
Пракmческий mперес nри этом nредставляет знание nолноrо nоля, .я:в
ляющеrос.я наложением пер:вичиоrо (падающеrо) nоля и :вторичиоrо 
(отражениоrо, или рассе.яниоrо объепо:м V ) nоля. Полное nоле иорож
дает :вс.я система, состоящая из стороннеrо источника и объекта. Целыо 
решения граничной задачи в этом случае :может быть, наnример, вычис
ление а:мплmудной и фазовой дnагра:м:м наnравленности излучающей 
системы nри зацаниых форме nоверхности S объекта, граннчио:м.усло
вии на S и nоложении стороннеrо источника. 

Область Vи :может быть расnоложена на большом расстоJIНИИ 

от объепа V . Этот случай хараперен для радиолокации. ЛИИейные 
размеры объепа V при этом иа:мноrо :меньше рассто.яни.я :между антен
ной и объепо:м; :можно считать, чrо это расстояние стремится к беско
нечности. При этом на объеп nадает ло:калъно nлоское поле. Целью 
решения граничной задачи :в этом случае :может быть, наnример, вычис
ление а:мплmудЫ поля, рассе.яниоrо объепом:, в той точке набmодени.я, 
где расположена nрнемна.я антенна (зонд), вычисление зависимости 

Рис. 9 . 1 .  К харшсrеристике 

задач дифракции 
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рассеянного nоля от ази:муталъноrо и уг
ло:местиоrо углов (хараперистики рассея
ни.я - а:мплmудной и фазовой) при задан
ных форме объепа, nоложении стороние
rо источинка (nередающей антенны), гра
ничных условиях. Вепор Пойнтинга рас
се.яниоrо nоля в дальней зоне оnределяет 
зффепнвную nлощадь рассе.яни.я объекта, 



которая входпr в основное уравнение радиолокации. 
Сч:и.таем, ч:rо :векторы наnряжениостей первнчноrо (или па� 

да:ющеrо) поля tп, нп , возбуждаемоrо сторонним источником в неоr

раничениом просrраистве в отсутствие объе:к:rа V , н соответствующие 

векторные потенциалы А п, А мп известны. Be:rcropы наnряжениостей 

вторичиоrо поля и ero ве:rсrорные потенциалы обозначим через Е11, Н11 
и А в , А ш . Полное поле определяется: векторными суммами: 

Е = Еп +Е11, н = нп+Н11; А = Ап+А11, А и = А- +Аш. (9. 1) 

Для: обозваче1001 объекта V употребляются: следующие терми
ны: преwm:твне, переизлуч:атель, отражатель, рассеиватель, экран, пас
сивная: аиrениа, поrлотиrель, радиолокационная: цель. 

Возбуждаемое сторонним ИСТОЧНИI<ом ЭМ поле, распросrраия:
я:съ в просrраистве, как бы «огибает>) встречающееся: на пути преmпст
вие. Эrо я:влеиие на раннем этаnе развИТЮI волновой теории получило 
название дифракции. В настоя:щее время: под явлением дифракции в ши
роком смысле поиим:ается: поведение волн в пекоторой области, имею
щей IрЗИИЦу раздела сред с теми или иными свойствами. Полем ди-

фракции (дифрmщионным полем) ниже счиrаем полное поле Е, Н .  
К дифракционным задачам ОТНОСJJ:ТСЯ: задачи о распросrраиении волн 
в неоднородных направляющих системах, проиикиовение воли через 
отверстие в экранах, «огибание» волнами различиоrо рода преwm:твЦ 
проиикиовение волн через различиоrо рода решетки. я:влеиия: отраже
иия: и поrлощеиия: волн преwm:твЮIМИ, возбуждение поверхиосrных 
воли, распросrраиение волн в неоднородиой атмосфере земли и другие 
задачи. 

Первичиое поле известно. Поэтому при изучении дифракции 
определяют а:мплшуды, фазы и поля:ризацнн векторов рассея:вноrо или 
nолиоrо nоля :как функции формы и параметров �al •  J.1,01 преwm:твия:. 

Формы и параметры �at• J.l.at интересных дrni пpa.rcrmrn: преwm:твий мо

rут быть разнообразными, накопление знаний об их рассеивающих 
свойствах возможно следующими путями: а) получение строгих реше
ний в замкнутой форме или численных решений для математических 
моделей, достаточно строго соответствующих орнrиналам:, б) nолучение 
аналитических или численных решений для математических моделей, 
приближенно учитывающих свойства ориrинала, в) экспериментальны
ми исследованиями. Результаты решений должны сопоставляться: с ре
зультатами измерений. Строrие решеиия: в замкнутой форме моrут иг
рать роль эталонных решений. с их nомощью можно проверять точ
ность приближенных решений. 
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9.2. Эффективная nлощадь рассеяния объекта 

1. При расчете радиолиний применяют nонятие эффективной 
площади рассеяния (ЭПР) объекта [47]. Пустъ имеем излучатель, расnо
ложенный в точке q неОI'Раниченного пространства (рис. 9.2). Он воз-

буждает nервичное ЭМ nоле, вектор Пойнтинга которого un направ
лен, в частности, на объект О, расnоложенный в начале ССК (R,8,q>) . 
Мощностъ излучения обозначим через Pr . Если расстояние Ro между 

излучателем и объектом так велико, что объект находится в дальней 

зоне излучателя, то на объект nадает Т-волна, у которой iin = 10Пп , где 

пп = I.Enl2 1 2W ,  Еп - вектор линейно поляризованного падающего 

nоля. Если предполоЖИТЪ, что излучатель возбуждает одинаковое по 

всем направленifЯм (изотропное) поле, то пп = Pr 1 41IRJ , где 47IRJ -

площадь сферы. Но излучатель обладает направленными свойствами. За 

счет этого он имеет коэффициент усиления Er . Поэтому пп у объекта 

увеличивается в Er раз: пп = ErPr 1 41IRJ . 
Под воздействием первичного поля на объекте возникают вто

ричные токи, возбуждающие вторичное nоле, вектор Пойнтинга которо
го направлен, в частности, на точку р ,  в которой находится приемпая 

антенна. Обозначим через crn - эффективную площадь объекта. Она 

определяет перехватываемую отражателем мощцость Р0 = сrпПп . Объ-

ект частъ Р8 перехватываемой мощности излучает, а другую частъ Ра 
поглощает или преобразует в другие виды энергии. За счет мощности 

z Р8 на расстоянии R от объ

х 

Рис. 9.2. К определению ЭПР объекта 
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у 

екта возбуждается вторичное 
поле. В дальней зоне 
( R � оо )  вторичное поле ,в 
точке р является попереч-

ным: П8 = IE812 /2W ,  Е8 -
вектор линейно поляризован
ного вторичного nоля. Кроме 

ТОГО, П8 = Р8 1 41tR2 • 



Эффективной площадью рассеяния объекта <13 называют пло

щадь поперечного сечения такого воображаемого объекта, который из
лучает вторичное поле равномерно по всем направлениям и при этом 
создает в точке р такое же поле, как и сам объект. Переизлучаемая 

мощность Р8 = С13П" . Поэтому при R � оо 

а3 = tim Р8 1п" = Iim41tR2П8 1п" = tim41tR21Ё812 1!Ё"I2 • (9.2) 

Так как Ё8 пропорционально Ё" и R-
1
, то <13 не зависит от 

Ё" и R . Естественно, что Е8 зависит от направления прихода падаю
щей волны (направления на источник), определяемого углами 00, <Ро ,  
и зависит от углов е, q> ,  определяющих направление на точку р (на 

приемную антенну). Поэтому <13 = C13(0,q>; 00,q>0) . Если в частном слу
чае точки р и q в пространстве совмещены (используется одна прие

мо-передающая антенна - однопозиционная система), то е =  00 , 
q> = q>0 и значение C13(00 ,q>0) определяет эффективную площадь об
ратного рассеяния. в общем случае е =1- во ' q> =1- <Ро и (1э определяет 
двухпозиционную ЭПР объекта. 

Объект и среда, в которой распространяется поле, могут выполнять иреобразо-

вание поляризации на частоте падающего поля. Пусть Ё0, Ё: и Ё0, Ё: - ортогональ-

ные составляющие векторов Е" и Е" . При этом п:> = IЁ;<•JI2 /2W , 

п��) = IЁ:<•JI2 12W . Тогда для ЭПР получаем матрицу 

а, 
= llaoo 

ае.р�. alfJO a"""ll 
(9.3) 

где элементы amn = lim47tR2Пiln !П�m • R -+ oo , m=6  или q> ,  п=6  или q> .  
ЭПР объекта рассчитывается теоретически, а при сложных геометрической 

форме и граничных условиях измеряется в условиях nолигона. Часто предъявляются тре
бования к объекту, связанные с резким уменьшением его ЭПР. Это достигается за C"'e''' 
увеличения части мощности Р8 , поглощаемой объектом или иреобразуемой в другие 

виды энергии, или перераспределением излучаемой мощности Р" так, чтобы вторичное 
поле в направлении приемной антенны не излучалось. 

Наоборот, если требуется увеличить ЭПР объекта, то на нем располагаются от
ражатели, имеющие большое значение а, . 

2. Рассмотрим мощность, поступающую на вход приемной антенны. Обозначим 
через Snp площадь поверхности приемной антенны. Последняя «nерехватывЗСD> из рас-
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nростраляющеrося вторичноrо nоля мощносn. 

Л • = р• 142tR2 == а,лп /47tR2 , то, эaмeНJIJI Л" ero значением ":Е 1): t47tRJ , находим 

Pnp = /):E;EGэSnp(l/41tRoR)2. (9.4) 

Таким образом, мощность на выходе радиоnриемной антенны nроnорционалъна 
ЭЛР объекта. Отметим, что в случае одноnозиционной системы ( R = Ro ) Р пр oбparno 

проnорционцьна четвертой стеnени расстоянля между объе1сr0м и и:шучателем. 

9.3. Рассеяние эnектромаrнитного поnя циnиндром 

1. Сначала рассмотрим постановку граничной задачи в общем 
виде. Имеется бесконечный круговой цилиндр радиуса а (рис. 9.3). Па
раллельно оси цилиндра на расстоянии r0 ;:.:: а расположена нить сто
роннего синфазного тока. На поверхности цилиндра удовлетворяются 
импедансные граничные условия (4.29), поверхностное сопротивление 
однородно, среда вне цилиндра линейна, однородна и изотропна, ее па
раметры E0 ,J.L0 • Нить тока возбуждает ЭМ поле, удовлетворяющее 
уравнениям Максвелла, граничным условиям на поверхности цилиндра 
и условиям излучения. 

Необходимо найти векторы напряженностей рассеянного 
Е8, Н8 и полного полей. 

Введем ЦСК (r,<p, z) , ось z направим вдоль оси цилиндра. 
Если нить тока расположена на большом расстоянии от цилин

дра ( r0 >> а , lklro >> 1 ), то на цилиндр падает локально плоская волна. 
Но при высотах нити над цилиндром h = r0 а , не превышающих не
скольких длин волн, система нить тока-цилиндр составляет единый 
излучатель (антенну), характеристика направленности которого опреде-

х 

а б 

Рис. 9.3. Нить тока над цилиндром 
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ляется значениями ka , kh и поверхностного сопротивления. 
2. Конкретизируем постановку задачи, когда по нити протекает 

синфазный электрический ток jc = 1 z i 0б( r - r0 )б( <р-<р0) 1 r . Векторный 

потенциал первичного поля А п определен по (2.53). Из ( 1 . 1 24) получа

ем В� = В� = О ,  в: = -iro�aЛ: . Из второго уравнения Максвелла 

н� = iW-1дв: l(krд<p) , н� = -iw-1дв: 1 д(kr) ,  н: = о .  Значит, 

Е8 = lz в; ,  Н8 = lrH� + lq�н; , в; удовлетворяет однородному урав

нению Гельмгольца ( 1 . 1 29) 

м: + k2 в: = о. (9.5) 

В соответствии с (9. 1)  E = lzBz ,  H = lrHr + l<pH<p , где 

Bz = в: + в: '  н r = н� + н� ' н<р = н� + н: . с учетом последнего из 

(4.29), имея в виду, что il = -lr , получаем граничное условие 

Bz = Z3H <р , r = а . Для рассеянного поля имеем отсюда 

в; - zэн: = -(в: -Z3H� ) при r = а  . 
Так как из второго уравнения Максвелла н�<в> = -iW-1дв:<в> /д(kr) , то 

получаем граничное условие для в; : 

Е· в  ·z дв; {в· п ·z дв: ) z + z  о д(kr) = z + z  0 д(kr) при r = a ,  (9.6) 

где Z0 = Z3 IW - нормированное поверхностное сопротивление 

цилиндра. 
Таким образом, необходимо найти решение краевой задачи, 

включающей уравнение (9.5), граничное условие (9.6) и условия излу-

чения. В граничное условие входят сама искомая функция в; и ее нор

мальная производная. Эта краевая задача со смешанными граничными 
условиями (задача третьего рода). Дифференциальное уравнение одно
родно, но граничное условие неоднородно - его правая часть задана, 

так как в: - известная функция. Значит, с математической точки зре

ния источником вторичного поля является первичное поле. 
3. Рассмотрим решение граничной задачи (9.5), (9.6). Используя 

(2.53), имеем при r � r0 

в: = -iro�aЛ: = - k:io 'f.e-in(<p-<po) Jn (kr)H�2> (kr0). (9.7) 
n=-oo 
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Вторичное nоле определяется в области r ;::: О . Точка r = О исключается 

из рассмотрения, Б; дол�но удовлетворять условию излучения. По
этому решение (9.5) должно быть подобно верхней строке (2.53): 

00 

Б; = 'Laпe-in(ЧI-Чio) ·H�2) (kr), r ;::: а. (9.8) 
n=-oo 

Искомая функция Б; здесь представлена в виде наложения 
бесконечного количества парциальных цилиндрических волн (азиму
тальных гармоник). Амплитуду каждой волны определяем из (9.6). Под
ставляя в (9.6) выражения (9.7), (9.8), умножая равенство на exp(in'q>) 
и интегрируя результат по q> от О до 21t , находим 

а = kWi0 н<2> (kr. )с . с = Jп (ka)+ iZ0J�(ka) 
n 4 n О п • n H�2)(ka) + iZoH�2)'(ka) . 

(9.9) 

Выражения для Н� и н; получаются из второго уравнения 

Максвелла. 
При \k\r0 � оо ,  исnользуя асимптотяку (П3.4), nолучаем 

an = i" Б0 , где Б0 = 0,25kWi0(2!1tkr0)112 exp(-ikr0 + in/4) . 
С помощью (9.8), (9.9), полагая lklr � оо ,  можно рассчитать 

ЭПР 0'3 (погонную) импедансного цилиндра при разных Z0 и а/Л ,  
расnределение вторичных поверхностных токов j = [H,n] = l)z , 
jz = НЧI '  jм = [n,E] = lq); , j; = Бz при r = a .  Поверхностные токи 

на цилиндре связаны граничным условием ( 4.29), поэтому j; = zэj z . 
Вычисляя н: из второго уравнения Максвелла с помощью 

(9.8), (9.9), затем суммируя н: и н; , полагая r = а ,  и используя вы
ражение вронскиана цилиндрических функций [20], получим 

j _
_ 

2Б0 l i" exp[-in(q>-q>0)] (9. 10) z - Wnka п=� H�2>(ka) + iZ0H�2>'(ka)
. 

Пусть среда не имеет джоулевых потерь ( k = 13 ). Поверхност
ный ток на цилиндре зависит тогда от значения электрического радиуса 
ka , поверхностного сопротивления цилиндра и направления <Ро паде
ния волны. При расчетах ряд в (9. 10) можно преобраЗовать и выполнять 
суммирование по n только от О до оо • 
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На рис. 9.4,а изображены графики нормированных значений 

модулей тока \jz0(q>)l = \jz(q>� · ljz(O)Гr на металлическом цилиндре 

( Z3 = О ) длЯ разных значений ka при q>0 = О , графики симметричны 

относительно угла q> = q>0 =О  . При обсуждении результатов применяют 

термины из оптики. Освещетюй областью называют часть поверхности 

цилиндра, расположенную при угл;рt q> от 2q>0 - (/)т  до (/)т ,  теневой 
областью - часть поверхности, расположенную при углах от (/)т до 

2(1t+q>0)-(j)т (рис. 9.3,6). Область, примыкающую к углам (/)т и 

2(1t+q>0)-q>т ,  называют областью полутени. Если сторонний источник 

расположен на бесконечности, r0 � оо ,  то (/)т = 90° + q>0 и область тени 

находится при углах от 90° + q>0 до 270° +q>0 .  Точка р на рис. 9.3,6 
находится в области тени. 

Из графиков, изображенных на рис. 9.4,а, видно, что распреде· 
ление модуля поверхностного тока по азимутальному углу зависит от 
ill Л ; с увеличением ka увеличивается неравномерность тока: при 

больших значениях ka в области тени ток мал по модулю, при а < 0,5Л 
ток, затекающий в область теин, сравним по амплитуде с током на ос
вещенной части ЦИЛИНдРа. В области полутени значение тока определя
ется значением а/Л . 

Таким образом, если металлический цилиндрический провод 
находится в ЭМ поле и ориентирован так, что ось провода параллельна 

tn , то на проводе наводится продольный поверхностный ток. На тон
ком проводе ( ka << 1 )  этот ток почти азимутальна однороден. 

Прорезав азимутальную щель в цилиндре, найдем, что между 
кромками щели возникает э.д.с. (так же, как в случае щели в стенке вол-

а б 

Рис. 9.4. Графики распределения тока и диаграмМЬI рассеяния 
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повода). Величина э.д.с. должна зависеть от значения ka ,  от величины 

Е� ; последнкя, в свою очередь, зависит от угла между осью провода и 

вектором Е" . Если с помощью э.д.с. извлекается информация о падаю
щем ЭМ поле, то провод можно считать простейшей приемной 
антенной. 

4. В радиолокации информация о свойствах и положении объ
екта в пространстве извлекается из рассеянного поля в основном, когда 
объект расположен на больших расстояниях от излучателя. При r >> а 
(строго при lklr � оо )  из (9.8) получаем, используя асимптотику (ПЗ.4): 

Б; "" ЁоJ 2 e-ikr+i1tl4 f(-l)ncne-in(!p-<po). 
1tkr n=-

(9. 1 1) 
Из второго уравнения Максвелла находим н; "" -w-tв; , Н� н: = О .  
Поле рассеяния на больших расстояниях вырождается в цилиндриче
скую Т-волну. 

При вычислениях ряд в выражении (9. 1 1) можно преобразоватъ, 
учитывая (П3.6). Выполняя преобразования, находим 

· 

где функция 

Ёв ",. Е.  J 2 e-ikr+m/4 . F. (tn) z О 1tkr в '!' •  

.. 

F8((/)) = L(-l)nEncn cosn(c:p-c:p0) 
п=О 

(9. 12) 
характеризует зависимость в дальней зоне рассеянного поля от азиму
тального угла. Ее называют характеристикой рассеяния. 

Графики нормированных функций IFoвl = IF8(<p)I · /F08 (0>Г1 , т.е. 

диаграммы рассеяния, для металлического цилиндра при разных значе
ниях ka в полярной системе координат изображены на рис. 9.4,6. Сто

ронний источник расположен при с:р0 = О , kr0 � оо .  Из графиков следу-

ет, что с увеличением а/Л растет поле в направлении с:р = 1 80° . Лепе

сток диаграммы рассеяния, максимум которого ориентирован в направ

лении с:р = 1 80° , с ростом ka становится все уже. Если считать, что при 

ka � 00 = в: + в; при (/) ::;:: 180° должно быть равно нулю, так как 

цилиндр в этом случае затеняет ЭМ поле, то 'Е; � -i;� при с:р = 1 80° . 
5. Замена нити электрического тока нитью магнитного тока 

в условиях задачи приводит к тому, что искомой функцией является 
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й:(r,q>) . Решение граничной задачи со смешанными граничными усло
виями для Й: не отличается от выполненного выше. 

9.4. Дифракция электромагнитного поля на цилиндре 
и wape 

1. Если высота h нити тока над цилиндром не превышает не
скольких длин волн и не выполняется условие r0 >> а , то систему ци
линдр-нить тока, как уже отмечалось, считают единым излучателем 
(антенной). Характеристика направленности определяется по полю ди
фракции (полному). При этом r > r0 • 

Рассмотрим нить электрического тока над цилиндром (рис. 9.3). 
При вычислении Е:: в (2.53) необходимо использовать строку, соответ
ствующую области r � r0 • Тогда вместо (9.7) получаем 

E" = - kWio � e-iп(!fНPo)J (kr. )H(2) (kr) (9. 1 3) z 4 "'-'  п О п · 
n=........f;IO 

Суммируя (9. 13) и (9.8), имеем 

Е = Eп + Eв = kWio � � e-iп(!JНI!o>н<2>(kr) z z z 4 "'-'Jn n • 
n=-оо-

где fп = cпH�2) (kr0 )-Jп (kr0) . 

(9.14) 

Определим поле в дальней зоне. Считаем, что r >> а , /k/r >> 1 .  
Используя асимnтотику (П3.4), получаем 

где 

Е. kWio Г2 -ikr+irtt4 F( ) z "' -4-v;ь:е . <Р • 

� 

F(q>) = Linfпe-iп(fP-Ч'o ) 
n=-oo 

- характеристика направленности. 

(9. 15) 

(9. 1 6) 

Из второго уравнения Максвелла имеем ЙЧ' "' -W-1Ez , Йr "' О ,  

Таким образом, дифракционное поле имеет характер цилиндри
ческой Т -волны. ·Характеристика направленности определяется коэф
фициентами fп , зависящими от значений а 1 Л , h 1 Л . Диаграммы на
правленности, рассчитанные по (9. 16) и нормированные по максималь
ному значению, для металлического цилиндра при h = Л/ 4 ,  <Ро = О 

35 1 



Рис. 9.5. Диаграммы 
направленности 

приведсны на рис. 9.5. Они не имеют рез
ких осцилляций. Так как продольные токи 
слабо затекают в теневую область, то зна-

чение IЁzl в области тени быстро умень

шается с ростом q> • 

2. Задача определения ЭМ поля 
нити магнитного тока решается аналогич
ным образом. 

3. Граничная задача дифракции 
ЭМ волн на шаре формулируется так же, 
как и в случае цилиндра. Решение задачи 
можно получить методом, аналогичным 

применеиному выше. Отличие состоит в том, что необходимо использо
вать не ЦСК, а ССК и, значит, решения задачи представляютел в виде 
разложений не по цилиндрическим, а по сферическим функциям. Сече
ние шара по большому кругу и поперечное сечение цилиндра имеют 
одинаковую геометрию, поэтому естественно ожидать, что распределе
ния поверхностных токов по большому кругу шара и по окружности на 
цилиндре должны мало отличаться при соответствующих поляризациях 
падающего поля как в освещенной области, так и в области полутени. 
Сопоставление количественных результатов подтверждает этот вывод. 

Если на конечном расстоянии от шара находится сторонний ис
точник, то излучателем является система, состоящая из шара и сторон
него источника. Поскольку сторонний источник конечных размеров 
возбуждает в однородном неограниченном пространстве сферическую 
волну, то на большом расстоянии от излучателя и шара полное ЭМ поле 
имеет характер сферической волны. Характеристика направленности 
зависит не только ОТ азимутального угла q> '  но и от угла е .  Естествен-

но, что характеристика направленности зависит от электрического ра
диуса шара, положения источника относительно шара, электрической 
высоты источника над шаром и поверхностного сопротивления шара. 

9.5. Дифракция электромагнитного поля на клине и 
полуплоскости 

1 .  При расчете ЭМ поля в природных условиях Земли часто не
обходимо учитывать влияние на поле препятствий в виде холмов, гор, 
различного рода сооружений. В математических моделях препятствия 
этого типа обычно заменяют клиновидными препятствиями 
(рис. 9.6,а,б). Подбором угла раскрыва у клина можно аппроксимиро-

вать многие типы препятствий. Например, при у = 21t клин вырождает-
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ся в полуплоскость (рис. 9.6,в}, с помощью которой можно аппроксими
ровать стену здания, при у = 1t/2 - в уголок, при у = 31t/ 2  - в прямо

угольный объект и т.д. 
В граничных условиях особо выделяются (§ 1 . 1 1 ,  п.4} случаи, 

когда поверхность, ограничивающая объект, имеет ребра, кромки (из
ломы}. Поведение ЭМ поля на этого типа неоднородностях изучается на 
примере граничной задачи для клина. 

2. Рассмотрим математическую модель. Имеем бесконечный 
идеально проводящий клин с внешним углом раствора у . Клин возбуж-

дается сторонним синфазным электрическим током, вектор jc которого 

параллелен ребру клина (рис. 9.6,а). Пространство, в котором располо
жены клин и источник, является однородным и изотропным с парамет
рами €0, l!a . На nоверхности граней клина должны удовлетворяться 

граничные условия и условия на ребре (§ 1 . 1 1 ). Искомое поле должно 
удовлетворять уравнениям Максвелла и условиям излучения. Необхо
димо найти поле дифракции. 

Граничные условия на гранях клина наиболее просто записы
ваются в ЦСК, которую расположим так, чтобы ось z была совмещена 
с ребром клина, а плоскость xz совпала с поверхностью одной из гра
ней. Считаем, что сторонний ток однороден по координате z и 

jc = lz j� , jм,с О . Следовательно, А lz Az , А"' = О ; функция А. 
удовлетворяет неоднородному уравнению Гельмгольца. Поскольку сто
ронний ток н граничные условия однородны по координате z , то Az и 

б 

Рис. 9.6. Клин и полуплоскость 
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векторы напряженностей поля не зависят от z ( дАz 1 дz = О ). Поэтому 
уравнение Гельмгольца имеет вид 

1 д ( дА2 ) 1 д2 Az k2A· _ ··с -- r- +- + z - -]z · 
r дr дr r2 дс:р2 

(9. 1 7) 

Из ( 1 .124) получаем Ёr = ЁЧ' == О ,  Ёz == -iffiJ..t0Az . Граничные условия для 

Ёz : Ez О при (j) = О и <:р = У  • Поэтому для Az имеем rраничные условия: 

Az = O  при (j) О , <:р = у . (9. 1 8) 
Уравнение Гельмгольца (9. 1 7), rраничные условия (9. 1 8), условия излу
чения и условия на ребре составляют внешнюю rраничную задачу пер
вого рода. 

3. Функцию Az необходимо найти в интервале О :f <:р s у . На 
концах интервала искомая функция должна быть равна нулю. Анало
гичные условия налагаются, например, на функцию Az в интервале 
О s х ::;; а при решении задачи возбуждения прямоугольного волновода. 

Поэтому, используя результаты § 6. 1 ,  разложим Az в ряд Фурье по сие� 
теме функций sin n'tq> , где "t' = nl у . Обозначим v = n't . Получаем .. 

Az :Lcv(r)sin Vq>. (9. 19) 
n=l 

Это выражение удовлетворяет rраничным условиям (9 . 1 8). 
Коэффициенты Cv найдем, подставив (9. 1 9) в (9. 17); умножим 

результат, на sin v'q> , где v' = n''t , и nроинтеrрируем его по <:р от О 
до у . Исnользуя свойство ортогональиости тригонометрических функ
ций (§ 6. 1 ), nолучаем, заменив n' на n ,  а (j) - на � :  

-- r- + k -- v = -- ]z (r,<p ) stnV(j)uq> .  
1 д ( дсv ) ( 2 V2 } 2 

J
Y ·.с , · '.J ' 

r дr дr r2 У 0 
Представим cv (r) в виде интеrрала Фурье-Бееселя [ 1 8, 20]: 

"" 

cv (r) = J a." (x)lv(xr)dx 
о 

и подставим cv в nредыдущее выражение. Учитывая, что в соответст
вии с уравнением Бесселя (§ 6.6, п.2) 
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имеем 

f av(k2 
о 

'i-r?)lv(xr)xdx = _3. f )� (r,q{)sin vq>'dq{. 
У о 

Умножим это равенство на rlv(x'r) и проинтегрируем по r от О до оо • 

Учтем при этом, что 

oof ' 5(х - х') lv(xr)lv(x r)rdr = г-; 
о vxx 

и применим основное свойство о -функции. Получаем 
2 f ··с ' , J v ( xr') . ' , , , av(x) = -- Jz (r , (() )  2 2 sшv<p rd(()dr . 
У s k -х 

и 

Подставим это выражение в разложение cv(r} ,  а затем - в (9.19). Имеем 

А. _ 2 � . f ··с ( ) . 'ds'""f lv(xr)lv(xr') -�.. . z - - L..Jsш V(() }z q sш V(() 2 2 хи�, 
У n;J s. 0 Х -k  

где dS' = r'd(()'dr' . Интегрируя по переменной х так же, как в § П4.2, 
получаем 

А. _ _ . � J ··с( ) . . 'ds'{Jv(kr')H$2) (kr), r ?. r'; (9 20) z - l't L.J ]z q Sin V(()Sin V<p (2) , , • 

п;Js lv(kr)Hv (kr }, r '5. r .  
н 

Если сторонний источник представляет собой нить тока 
(рис. 9.6,6), т.е. )� = i08(r- r0)o((()-(()0)/r , то 

А. . 1. � . . {lv(kr0)H$2) (kr), z = -l't о L..JSШV(/)o SШ V(() (2) 
n=l lv (kr)Hv (kr0), 

Из ( 1 . 1 24), (1 . 1 25) имеем: 

Й = - дАz rp дr . 

(9.21 )  

(9.22) 

4. Рассмотрим поведение ЭМ поля вблизи ребра. Пусть сторонние источники на

ходятся на конечном расстоянии от ребра. Тогда А2 определяется строкой при r < r0 . 
Если \k\r -t O , то по (П3.5) lv (kr) � (kr)v /(v!2v) . Основной вклад 11 сумму (9.20} вносит 

nервый член ряда (при n "'  1 ). Пренебрегая вторым и последующимц членами ряда, нахо

дим А2 = Ao · (kr)' , где Ао не завнеит от r . Из (9.22) получаем при JkJr -t O  

. k2 ал. 
Е = -:--=- Ao(kr)', H, = k--i!!!: (kr)'-1, HФ "" -Aokr(kr)'-1 , z lffiE0 V'f' 
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откуда видно, что при у >  1t ,  т.е. для острого клина IБ, I -+ О ,  lй ,, -+ оо и Jн 'PJ -+ оо .  

Поскольку !й ,, -+ оо , то плотность продольного поверхносПIОГО электрического тока 

р ,, на гранях стремится к бесконечности на ребре. 
Средние значения плотностей энергий электрического и магнитного полей вы

числяем по (1 .68). 

1 . . • 1 . 2 1 . . • 1 [1 �2 2} w' = 4ЕаЕЕ = 4Ea iE, , ; WM = 4�tаШ1 =411а kдfil н2lkAol kr)2(t-l) . 

При lklr-+ О имеем w' -+ О , а wм -+ оо , если у >  7t . 

(9.23) 

Найдем средние значения энергии электрического поля и энергии магнитного 
поля в объеме �V конечной величины, включающем ребро. Из (1 .70) получаем, что W' 
есть конечная величина, так как w' -+ О , при r -+ О ; 

wм = J wмdV = -4а J [lk дАо 12 н21kAol2}(pdz J<kr)2(t-I) rdr = 
ш 4 м д<р о 

= 
11a(�r)2t J [lk дАо 12 н2lkAol2}(pdz. 8тk м д<р 

Интеграл в правой части равенства здесь не зависит от r и является конечной величиной. Значит, 
W"' имеет в объеме �V конечное значение. Таким образом, ЭМ энергия. запасенная в объеме 
� V , Я8!/JiemCЯ конечной. Значит, решение задачи (9.20)-{9.22) удовлетворяет условиям 1Ш ребре. 

Используя асимптотическое поведение функций Ганкеля при lklr-+ оо , можно 
убедиться, что выражения (9.22) удовлетворяют условиям излучения. Таким образом, 
решение задачи удовлетворяет условиям теоремы единственности. 

5. С помощью выражений (9.20}-(9.22) можно исследовать ряд важных для иракгики 
случаев. Рассмотрим дифракцию волны на полуплоскости (рис. 9.6,в). Пусть нить электриче-
ского тока так удалена от полуплоскости, что можно считать lklro -+ оо • На полуплоскость под 
утлом ср0 падает Т-волна. Поле дифракции определяется по (9.21), (9.22), при этом надо ис
пользовать асимптотическое представление (П3.4) функции Ганкеля при lklro -+ оо • 

Из (9.2 1), (9.22) находим 
· · � .п/2 • nq>o . nq> 

Е, = 2Eo L... ' sш--sш-Jn12(kr), (9.24) 
n=I 2 2 

где Ео "" _  iokW (-
2

-)1 12 exp(-ikr0 +i7t/4) . Значение Е0 определяет на ребре напряжен-4 7tkr0 
ность первичного электрического поля нити тока. 

При вычислении Е, необходимо в (9.24) суммировать количество членов ряда, 
большее значения lklr . Поэтому при малых lklr (9.24) легко использовать для вычисле

ния дифракционного поля. При больших значениях lklr (и особенно при lklr -+ оо ) полъ-
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:sоваться выражением (9.24) нз-за медленной сходимости ряда нельзя (так как количество 
членов ряда, которые надо суммировать, стремится к бесконечности). Поэтому применя
ются [ 10] методы асимптотических оценок. 

Для асимптотической оценки (9.24) при больших значениях \kjr учтем, что 

sin(n<p0 /2) · sin(nqJ/2) "" O,S�os(n(<p-qJ0)12]-cos(n(ql+ q�0)t2ll и при n = О  слагаеiКОе в 

(9.24) равно нулю. Тогда 
· · 

� 
.n/2[ qJ-q!o qJ+q!o J Е, = Е0 �> cosn----cosn--- Jn12 (kr). •=0 2 2 

Если En = l при n = О и En = 2 при n > О , то 

· l · [ � .n/2 qJ-qJo � .n/2 ql+<po } Е, =-Ео ..с.,Епl cosn--Jпl2(kr)- ..с.,Епl cosn---Jnl2(kr) 2 n=O 2 n=O 2 
Используем табличный интеграл [20, с. 987] 

l � пФ л· . ..{ii;cos(Ф/2) . 2 
- LEпi"12 cos-J.12 (kr) = -eikrcosФ J · e-ro tЮ = и(Ф). 2 .� 2 п -

При этом имеем 

(�.25) 

(9.26) 

Ё, = E0(и(qJ-qJ0)-u(<p+<p0)]. 
Рассмотрим первый случай, когда соs(Ф/2) > 0 .  

(9.27) 
Обозначим 

..fik; соs(Ф/2) =а > О и иреобразуем интеграл в (9.26): 
а 2 оо 2 оо 2 а 2 Je-iб d-6= Je-iб d-6- Je-iб d-6= (-iп)l/2 + Je-iб d-6, 

а 

так как интеграл от exp(-i-62 ) с бесконечными пределами равен (-iп)11 2 [20]. 

(9.28) 

В последнем интеграле в (9.28) выполним замену переменной по правилу 

'62 = '61 , tiO = d'61 !(2.jii;) , а затем проинтегрируем результат по частям. Получаем 

fa -iб2 d"' _ l aJ
2 -iб1 d-61 _ i [ l -ia2 l 0J

2 
-iб1 tffl1 } е и - - е -- - - -е +- е ---

� 2 � .{ii; 2 а 2 � f}1.{ii; (9.Z9) 

Если \kjr � = ( а�= ), то, интегрируя по частям во втором слагаемом сnрава, 

убеждаемся, что интегралом справа можно пренебречь. Подставим значения (9.29), (9.28) 
в (9.26) н учтем, что в экспоненте соs2(Ф/2) = O,S(l+cosФ) . При этом 

u(Ф) =eikrcosФ + е�+ iЗп/4) , \k\r �oo, соs(Ф/2) >0. (9.30) 
2 2пkr cos(Ф/2) 

Рассмотрим второй случай. Пусть соs(Ф/2) <0 . Обозначим 

[-..fik;\cos(Ф/2)\J = -Ь и иреобразуем интеграл в (9.26), выполнив замену переменной: 

-Ь · 2 - 2 l - df} f е -iб df} = f е -iб df} = - f е -iб, --' . 
-� ь 2 ь2 ..j;;; 

Интегрируя здесь по частям при \k\ r � оо, учитывая, что cos( Ф /2) = -\cos( Ф /2)\ и пре

небрегая слагаемыми, пропорциоиальными (kr)-312 , (kr)-512 , ... получаем 
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i ехр( -i2krcos2 (Ф /2)) 
2..fik; соs(Ф/2) 

Подставляя это выражение в (9.26), находим 

и(Ф) - exp(-ikr+ iЗ:n/4)
, 2.J21tkr соs(Ф /2) 

lklr �=. соs(Ф/2) < 0. 

Это выражение и (9.30) можно объединить следующим образом: 

(ф) ikrcosФ (Ф) 
exp(-ikr+ iЗ:n/4) и ".е Т] + , 2.J21tkr соs(Ф/2) 

где Т](Ф) = l  при соs(Ф/2) > 0  и Т](Ф) =О  при соs(Ф/2) < 0 .  
Использовав последнее выражение в (9.27), находим асимптотическое значение 

составляющей Ez при lklr�oo : 

Ez ",. Eo�ikrcos('l'-q>o)Т](q>-q>o)-eikrcos(q>+q>o)Т](q!+q>o) + 

-�kr+iЗn/4 1 ( 1 1 )} + е 
2.J21tkr cos[(q>-q>o)/2) cos[cq>+q>o)/2) 

(9.3 1 ) 

В этом выражении первое слагаемое, умноженное на Е0 ,  равно Е� , т.е. опре
деляет вектор напряженности электрического поля падающей волны, приходящей с на
правления, заданного углом q>0 (угол падения в §  4.1 равен п/2-q>0 ); фронт этой волны 
является плоскостью, так как сторонний источник находится на бесконечности. Так как 
Т](q>+q>0) = 0  nри [(q>+q>0)/2) < 0 , т.е. при 2:n>q>>q>1 = :n-q>0 , то зеркально отраженное 

поле (в направлении q> = q>1 ) в области углов 27t;:: q> > q>1 отсутствует. 
Отсутствие падающего поля в области тени и зеркально отраженного поля в об

ласти, где 27t;:: q> > q>1 , соответствует физическим представлеииям об отражении поля от 
поверхности раздела сред, изложенным в § 4.1 .  

Последнее елатаемое в (9.31) описывает цилиндрическую волну, рассеянную 
ребром и расходящуюся от ребра; при этом ребро полуплоскости можно считать вторич
ным источником - нитью вторичного электрического тока. Это слагаемое существенно 
зависит от утла q>0 и угла наблюдения q> . 

Если q> =7t+q>0 = q>т .  т.е. точка наблюдения поля находится на границе осве

щенной и теневой областей, то cos[(q>-q>0)/2] =0 и верхний предел интеграла в (9.26) 
или в (9.28) равен нулю. То же происходит при q> = q>1 • В этих случаях формула (9.3 1) 
несправедлива, так как она получена при условии соs(Ф / 2) � О  . Но при условии 
cos( Ф /2) = О  интеграл в (9 .26) вычисляется точно. 

В области тени q> > 7t+q>0 . Значит, q> > q>т >q>1 . Поэтому соs(Ф/2) < 0 и, сле

довательно, Т](Ф) = О .  При этом из (9.3 1 )  получаем в области тени: 

Е _ Е -ikr+iЗn/4 1 ( 1 1 } (9 32) z - ое 
2.J21tkr cos[<q> - q>0)/2) cos[cq>+q>o)/2) . 

Нормированные диаграммы рассеяния IFтi = IEz (q>)I /IEz (q>0 + 10°)1 в области 

тени при q>0 = 30° ( (/)т = 210° ), q>0 = 60° ( (/)т = 240° ) и q>0 = 90° ( (/)т = 270° ) изображе-
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ны на рис. 9.7,а (сплошные кривые). При <f!o = О  и <f!o = 2п из (9.32) следует, что Ez = О  
для всех углов q> • В этом случае нить электрического тока расположена на полуплоскости 

и ее поле компенсируется во всем пространстве полем зеркального источника, амплитуду 

электрического тока в котором можно считать (при jkjr0 -+ со  ) равной амплитуде тока 

истинного источника, а фазу - сдвинутой на 7t • 

В области тени с увеличением угла q>, как следует из графиков, IEzl резко 

уменьшается, при углах q> , близких к <f!т , IEz l имеет значительную величину, при 

q> = 2п выполняется граничное условие IE,j =О . При углах q> ,  близких к 2п , для всех 

значений 0° < q>0 :590° IEz j мало. 

6. Рассмотрим ЭМ поле при другой поляризации. Заменим в условиях задачи 
п.2 вектор стороннего электрического тока вектором стороннего магнитного тока 

jм,с = 1 z J;·c , однородного по координате z . При этом j< = О и, значит, А =О  , 

А м = 1,.4.; .  Функция А.; должна удовлетворять уравнению (9. 1 7). На гранях клина 

должно выполняться условие Е, = О  при q> =О ,  q> = у  . Поскольку Е, =-дА.; 1 rд<р ,  то 

граничными условиями для А.; являются 

о 

дА.; tдq>=О  при q>=O ,  q>= y . (9.33) 

Искомое поле должно удовлетворять условиям излучения и условиям на ребре 

240° 
9if *+-rn������� 

210 240 270 300 330 <р 
о 

а 

Рис. 9.7. Диаграммы направленности поля дифракции на полуплоскости 
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клина. Уравнение Гельмгольца для Л; , граничные условия (9.33), условия излучения и 

условия на ребре составляют внешнюю граничную задачу второго рода. 

7. На интервале О :5 (/) S у функцию Ji; разлагаем в ряд Фурье по системе 

функций cos V<p ,  удовлетворяющих граничному условию (9.33): 

л; = Ldv(r)COSV(/). 
n=O 

Коэффициенты разложения dv определяем тем же путем, который использован выше. 

Подставляя их в последнее выражение и выполняя интегрирование по х , находим 

А" - ..!. � J ·.м,с( )  ' �ri'S'{lv (kr')H�2)(kr), r ';?. r'; z - L.J En }z q COSV(j) cosv"'", (2) i2 n=O s. J v (kr)H v (kr'), r S r'. 
В случае нити синфазного магнитного тока �;·с = i 0 O(r- r0 )О((/)-(/)о)/ r} получаем 

· 1:i" � {J (kr. )H(2) (kr) > 
А" =-о- �  Е cosv<n cosvm v о v , r - ro; 

Z •2 L.J n '1'0 У (2) 1 n=O lv (kr)Hv (kr0), r S r0• 
СостаВЛJIЮшие векторов Е и Н определяем по ( 1 . 124), ( 1 . 125): 

Ё/9 = аА.: /дr, 

(9.34) 

(9.35) 

С помощью асимптотики функции J v (kr) устанавливаем, что при \k\r -+ О 
особенности в выражениях (9.36) могут появиться из-за члена ряда, соответствующего 

n = 1 .  При этом Л; ,. А0 · (kr)t ,где А0 не зависит от r ,  

Ё, ,. -k(дАО lд(/)) · (kr)'-1 ,  ЁФ ,. Щ (kr)н, Н z ,. -iro'EaAO(kr)'. 
Значит, /Ё,j и /ЁФ/ -+ оо , /й ,j -+ О при \k\r-+ О ,  у >  1t .  Поэтому /j ,/ -+ О ,  w' -+ оо ,  

w" -+ О  при \k\r-+ О . Однако, энергия ЭМ поля, запасенная в объеме l!.V конечной 

величины, включающем ребро, конечна. 
Таким образом, решение задачи удовлетворяет всем условиям теоремы единст

венности. 
8. Пусть нить магнитного тока удалена на такое большое расстояние от полу-

плоскости (рис. 9.6,в), что можно считать \k\r0 -+ оо . При этом из (9.35), (9.36) получаем 

· · � .n/ 2 n(/)o n(/) 
Н, = Но L 1 E. cos--cos-Jпl2 (kr), 

n=O 2 2 
(9.37) 

где Й0 ""-i0k(2/1tkr0)112(4W)-1exp(-ikr0 +in/4) - значение составляющей вектора 

напряженности магнитного поля, возбуждаемого в начале координат нитью синфазного 
магнитного тока. 

Асимптотическая оценка суммы в (9.37) при больших значениях jkjr выполня

ется так же, как в п.5. В результате имеем 

Н z = Н  0[u{!p-!p0)+u{(j)+(j)0)]. 

При Jklr -+ оо получаем 
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Н z "' Ho�ilrcos(<p-<po)fl(fl)-lfJo)+ewcos(<p+'!'o)ТJ(IfJ+<f>o) +  
ex:p(-ikr +iЗп./4)( 1 1 }� + 2J2тrkr cos[(IP-<Po)/2] + cos[(lfJ+fPo)/2] IJ 

(9.38) 

Таким образом, поле дифракции представляет собой сумму поля падающей под 

углом <Ро плоской волны, приходящей от излучатеЛJ!, поля зеркально отраженной от ос

вещенной грани полуплоскости волны и цилиндрической волны, расходящейся от кромки 
(ребра} полуплоскостн. 

В области тени t)(Ф) "' О , значит, падающее .и зеркально отраженяое ПOJIJI от

сутствуют. При этом из (9.38) получаем 

Hz •Hoe-ikr+•'З"/4 1 1 + 1 )} (9.39) 
, 2 cos[(IP-Фo)/2] cos[(q>+ <Po)/2] 

Нормированные 

IFтl = \Н z (fP)I'\H z (<J>т + l0°� 
диаграммы направленности дифрагнровавшеrо ПOJIJI 

в области тени при 'Ро 30° , 60° и . 90° изображены на 

рис. 9.7,а (штриховые кривые). Из графиков следует, что \Ii zl убывает с увеличением lj) 
в области тени медленнее, чем \Е' z\ · Значение \й z\ при q> = у  зависит от q>0 . Это значит, 

что в случае поляризации падающего поля с вектором Е , парШIЛельным ребру, интенсив
ность рассеянного поля в тени меньше, чем в случае поляризации падающего поля с век-
тором Е , перпендикулярным ребру. 

Если fPo = О или q>0 = 21t , то нить стороннего магнитного тока расположена на 

металлической полуплоскости; при !klro -+оо можно считать, что ток в зерканьиом изо

бражении совпадает no амплитуде н по фазе с магнитным током в истинном источнике н 

поэтому Н t должно удваиваться. Выражения (9.38), (9.39) соответствуют этим физиче

ским представлениям: при lf!o = О , например, 

Hz == ZHo[eikrcos<pТJ(<P)+e-ikr+i31tl4 1 } 
' zJzтrkrcos(q>/2) 

т.е. можно считать, что амплитуда тока стороннего источника увеличилась в два раза. 

9. Если объем Vи расположен на конечном расстоянии от ребра 
клина, то снетема сторонний источник-клин является излучателем (ан
тенной). Для nримера изучим поле нити магнитного тока, расположен-
ной у полуплоскости. Рассмотрим поле в дальней зоне < lklr -7 ""  ). Нитъ 
расположена на грани nри <Ро О , nри конечных r0 1 Л . 

Полагая в (9.35) lklr -7 со ,  у == 21t , <Ро = О из выражения (9.36) 
находим 

н. н· ' i- ·n12 n<pJ (k ) z = o "-'l €n cos- n/2 ro ' n=O 2 
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н. '  i(;k в; -ikr+ht/4 
где 0 ::.: --- - -е . 

4W тrkr 
Нормированные по максимальному значению \й z \ диаграммы направ-

ленности \F(q>)\ = \йz(q>)\ t\йzlмaкc при значениях \k\r0 = 1,57 ; 6,28 и 1 5,7 
изображены на рис. 9.7,6. Из графиков видно, что чем дальше от ребра 
находится нить тока (или щель), тем меньшее по амплитуде поле она 

возбуждает в области тени (при 1t ::::; q> < 21t ): при \k\r0 = 15,7 (r0 = 2,5Л) 

\й z \ в области тени очень мало. Диаграммы направленности зависят от 

расстояния от нити тока (щели) до ребра. В направлении «от ребра» 

(при q> = 1 80° ) \йz\ увеличивается с ростом r0 !Л. .  Наличие экстрему-

мов в диаграмме направленности при r0 = 2,5Л объясняется влиянием 

на поле двух волн вторичного поверхностного тока j на полуплоско
сти. Прямая волна тока распространяется от щели к кромке, обратная 
волна (отраженная от кромки) распространяется в обратном направле
нии; при r0 = 2,5Л между щелью и кромкой имеется нечетное число 

участков тока, фазы в которых сдвинуты на n ;  отраженная от кромки 

волна вторичного тока при этом значении r0 еще велика по интенсив-

ности. При \k\ro -7 оо диаграмма направленности стремится к полуок

ружности. 

9.6. Дифракция Френеля. Область пространства, 
существенная при распространении радиоволн 

1. В реальных условиях между излучателем в точке Q и точ

кой р могут располагаться паразитные объекты (отражатели), влияю

щие на ЭМ поле в точке р (рис. 9.8,а). Если объект можно заменить 

(аппроксимировать) клином (полуплоскостью), то расчеты можно вы
полнить, основываясь на результатах изучения строгой математической 
модели, приведеиных в §  9.5. Однако, на ЭМ поле в точке р влияет не 

только величина зазора Ь 1 Л , но и расстояния Zo 1 Л , RQp 1 Л . Поэтому 

рассмотрим следующую математическую модель: между излучателем 
в точке Q и точкой р расположена идеальной проводимости плоскость 

(экран), имеющая окно (отверстие, диафрагму). Надо установить влия
ние размеров окна и его положения между точками Q и р на поле 
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в точке р . Это дает возможность выявить те условия, при которых при 
расчетах можно пренебрегать присутствием паразитных объектов. 

2. Считаем, что параметры сред справа и слева от окна одина
ковы и однородны, характеристические сопротивления сред равны W , 
тепловые потери в средах отсутствуют. Введем ДСК (рис. 9.8,6). Элек
трический момент элементарного электрического вибратора в точке 
Q(O, О, Zo) ориентирован вдоль оси у .  Расстояние z0 >> а, b + d . По-
этому расстояние от точки Q до точки q(x', у', О) на окне 

RQq = [(XQ -х')2 + (Уо - у')2 + (zo - z')2i12 = 
= (х'2 + у'2 + zб)l/2 ::: lzol + р'2 12lzol· 

где р' 
= (х'2 + у'2)!12 .  

Вибратор в точке q на окне S0 возбуждает первичное Т -поле с 
напряженностями Е", Н" . Если пренебречь изменением амплитуды Е" 
по у за счет направленных свойств вибратора, то 

. • -ikRQq 
Е. п "" _  zWI0L ,_е __ 

у . 
2Л RQq 

Подставим сюда значение R
Qq 

. Расстояние z0 считаем таким, 

что значением фазы kp'2 1 2Zo в показателе экспоненты пренебрегать 
нельзя, но 1 /  RQq 

"" 1/ z0 . При этом 

1+------ �р---+1 Q 
Q 1 

1 

а 

1 
• 
р 

Рис. 9.8. К постановке задачи 

z 
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(9.40) 

Для вычисления поля в пекоторой точке наблюдения р можно 

использовать (2.67), (2.68), где Е� = н; . Предположим дЛЯ упрощения 

анализа, что точка р расположена на оси z , т.е. е = q> = О .  При этом 

Rqp ::: R-ТJ(x', y') ,  где ТJ = -p'2 / 2R = -(x'2 + y'2) /2R (см. § 2. 10). Из 

(2.67), подставляя в него (9.40) и значение ТJ ,  получаем Ев = О ,  
. .kR d .� 1 1 ) ·2 -� 1 1 ) •2 
l LW -1 Qp а -1 -+- х -1 -+- у 

Е. О е f f 2 zo R  2 z0 R dx'd ' 
ер 

::: --2- ·--R- е у '  2Л Zo х'=-а f=-b 
где RQp = Zo + R - расстояние между точками Q и р . Это выражение 

определяет полное (дифрагированное) поле в точке р по эквивалент
ным поверхностным токам. При этом считается, что расстояния R и z0 
таковы, что фазовыми набегами kp'2 / 2R и kp'2 / 2z0 пренебрегать 
нельзя, но 1 1  Rqp ::: 1/ R и 1/ RQq ::: 1 /  Zo . ЭМ явления на этих расстояни

ях характеризуют дифракцию Френеля. ЭМ явления в дальней зоне, 
рассмотренные в §  2. 10, характеризуют дифракцию Фраунгофера. 

3. Выполним в последнем выражении замену перемениых, по-
л ожив 

При этом 

(9.41) 

где u1 = -ag , u2 = ag , v1 = -bg , v2 = dg ,  g = (2RQp /ЛRZo)112 ; 
Е0 = (-ii0LW 12Л.RQp) ·exp(-ikRQp) определяет поле вибратора в неогра

ниченном пространстве. Таким образом, 
. и2 .1t 2 v . 1t  2 

Еq> � ЕоФ(а,Ь,d,Л.), Ф = .:_ Jе-'2" du Je-'2v dv. 2 
"t vt 

(9.42) 

Функция Ф характеризует влияние экрана с окном на дифрагированное 
поле. Если Ф = 1 ,  то экран с отверстием не влияет на это поле. Интегралы 
в выражениях (9.42) в замкнутой форме не берутся. Обычно обозначают 
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't 2 't 1t 't 1t F(t) = J [im: 12dt = J cos-'t2dt- iJ sin-'t2dt = C(t) - iS(t). 
о о 2 о 2 

't 1t 't 1t Функции C(t) = J cos-t2dt , S(t) = J sin-t2dt называют интеrралами 
о 2 о 2 

Френеля. Для них составлены таблицы [18]. Очевидно, что 
C(-t) = -C(t} , S(-t} = -S(t} , С(О) = S(O) = О ;  limC(t} = limS(t) = 0,5 

при t � oo .  
Если по оси абсцисс откладывать значения C(t) , а по оси ор

динат - значения S(t) при разных действительных параметрах 1: ,  то 
кривая С = C(t) , S = S(t) представляет собой спираль Корню, изобра
женную на рис. 9.9, где длина дуги от точки (0,0) , соответствующей 
1: = О , до точки, соответствующей данному значению параметра 1: ,  рав
на 1: .  

Обозначим f(t} = F(t)(i l2i12 • Тогда 
Ф = [f(u2) - f(u1)]x[f(v2) - f(v1)] .  (9.43) 

S(t) 1 ,5 ...... _...... 
7" ' 0,6 / -

( ) 1 t=1 • t=oo / 
0,4 

'Yz J 0,2 t=0,5 у 
, 

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 _.... C(t) 

� 
............ о 0,2 0,4 0,6 0,8 

.t! =-0,5 -0,2 

( � ' -0,4 
� 

t ( t=-00 ) • t=-1 -0,6 
'-

..... " .6!f' - г-- - 1 ,5 

Рис. 9.9. Спираль Корню 
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Функцию Ф можно вычислить при заданных ka , kb , kd и ус
тановить влияние электрических размеров отверстия и положения экра
на относительно точек Q и р на поле в точке р . Рассмотрим крайние 
случаи. Пусть а � оо • При этом в экране прорезана бесконечная вдоль 
оси х щель. Тогда и1 � -оо , и2 � оо .  Используя спираль Корню, полу-
чаем /(щ) = (-1 /2+ i /2)(i /2)112 = -112 , /(и2) = (1- i)(i/ 2)112 / 2  = 1 /2 . 
Значит, /(и2)-f(и1 ) = 1 . Поэтому, из (9.42), (9.43) находим 

Ё<Р  = E0 [ f ( v 2 ) - f ( v 1 )] 
Если Ь � оо ,  d � оо , то v1 � -оо , v2 � оо и аналогичным об

разом, используя спираль Корню, получаем f(v2) -f(v1 )  = 1 .  Таким 
образом, Ё<Р = Ё0 , т.е. поле в точке наблюдения равно полю в неограни
ченном пространстве. 

Предположим, что а � О  . Тогда \и1 \ � О ,  \и2\ � О .  С помощью 
спирали Корню устанавливаем, что /(и1) и /(и2) � О , поэтому 
Ф � О .  Значит, Ё<Р � О  . Это соответствует физическим представлени
ям: если окна в экране нет, то последний полностью экранирует 
ЭМ поле. Аналогичные явления происходят, когда Ь и d � О .  

Пусть f(v2) -f(v1 )  == 1 . При малых значениях а с помощью 
спирали Корню устанавливаем, что разность \f(и2) - f(и1 )\ является 

малой величиной. Поэтому дифрагированное поле /Б<Р/ незначительно. 

С увеличением а , как ветрудно установить, используя спираль Корню, 
значение \f(и2) - f(и1 )\ колеблется около значения, равного единице, 
т.е. мало отличается от f(oo) -f(-oo) = 1 . Это происходит при 

и2, \и1\ ;::: ..fi ,  т.е. при а ;::: (Л.RZol RQp}12 • 
Если а оставить постоянным, а увеличить размеры Ь и d от 

значений, равных нулю, то происходят аналогичные явления. При 
v2,\v1\ ;::: ..fi ,  т.е. при Ь == d ;:::. (Л.RZol RQp}12 значение \f(v2)- f(v1)\ 
близко к единице. 

Таким образом, начиная с некоторых значений, дальнейшее 
увеличение размеров отверстия почти не сказывается на значении 
Ё<Р(р) , последнее остается равным Ё0 , т.е. экран с окном фактически 
не влияет на распространяющееся поле. Если экран с окном располагать 
на разных расстояниях z0 от вибратора вдоль линии, соединяющей 
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точки Q и р ,  то, вычисляя размеры а ,  Ь ,  d ,  при которых ЁЧJ(р) поч

ти равно Ё0 , можно определить таким путем область пространства, 
существенную для распространения ЭМ волн между точками Q и р . 
При разных расстояниях z0 и R наименьшие значения 

а = Ь = d = (ЛRZo 1 RQp J12 • Эта область охватывает пространство 

вблизи отрезка, соединяющего точки Q и р .  Поле в этой области пе
реносит основную часть ЭМ энергии. 

4. Интерпретация полученных выше результатов дается с по
мощью принципа Гюйгенса-Френеля (см. § 3.4). Каждый элемент фрон
та (поверхности) распространяющейся волны (элемент Гюйгенса, см. 
§ 2. 1 1) является источником вторичной волны. Максимум диаграммы 
направленности элемента Гюйгенса ориентирован в направлении рас
пространения волны. Полное поле в точке наблюдения определяется 
суммированием (интерференцией) полей этих элементов. Построение 
Френеля позволяет наглядно истолковать этот принцип. 

Применим построение Френеля к задаче о дифракции поля на 
окне в экране. На поверхности S0 имеем фронт распространяющейся 
волны, возбуждаемой вибратором. Значит, можно считать, что на S0 
распределены вторичные элементарные поверхностные источники. 

Рис. 9. 1 0. К построению 
зон Френеля 

Пусть S0 имеет форму круга. Разде-
лим площадь S0 на зоны так, что гра
ницы зон представляют собой концен
трические окружности (рис. 9.10). Ра
диусы окружностей определим из ус
ловия, чтобы электрическая длина пу
ти от точки Q до границы зоны номе-
ра п + 1 и от последней до точки р 
была больше на 1t электрической дли
ны пути от точки Q до границы зоны 
номера п и от последней до точки р . 

При этом поля, приходящие в точку р 
от элементов Гюйгенса, расположен
ных на границах соседних зон, нахо
дятся в противофазе. А поля от эле
ментов Гюйгенса, находящихся в цен
тральной зоне, ограниченной радиу
сом r1 , и в зоне, ограниченной радиу-
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сами rn и rn
+I 

, отличаются по фазе на пn . Таким образом, 
(3(R1n + Rn ) -(3(z0 + R) = пn, п = 1,2,3, . . . , N. 

Поскольку радиус отверстия много меньше z0 и R , то 
(9.44) 

R1n = (zб + rn2 ) 1 12"' z0 + r; 1 2z0, Rn = (R2 + r; } l l 2", R + r; 1 2R. 
Используя эти приближенные выражения в предыдущем условии, полу-
чаем 

(9.45) 

Радиус первой ( п = 1 ) зоны Френеля r1 :::: (ЛRz0 1 RQp }12 совпа
дает с размером отверстия, существенным для процесса распростране
ния волны меду точками Q и р . Площади всех зон одинаковы и равны 

n�;+I - r; )= 1tARZo 1 RQp . 
Элементы Гюйгенса двух соседних зон с большими значениями 

п и п + 1 в точке р создают одинаковые по амплитуде, но противофаз-
ные поля. Поэтому поля этих зон взаимно компенсируются. 

Если радиус окна намного больше радиуса первой зоны Френе
ля, то в окне укладывается много зон Френеля. Поля зон высших номе
ров при этом в точке р за счет интерференции волн взаимно компенси-
руются. Дальнейшее увеличение радиуса окна не изменяет поля ди
фракции в точке р . Поэтому влияния экрана при этом нет. На поле в 
точке р , таkим образом, влияют только элементы Гюйгенса, располо
женные в зонах Френеля с малыми значениями п . 

При ра�положении окна на разных расстояниях z0 справедливо 
равенство (9.44), являющееся уравнением эллипса с полюсами в точках 
Q и р . Следовательно, в пространстве первая зона Френеля пред-
спiавляет собой эллипсоид вращения, а зоны Френеля высших номе
ров - пространства между двумя соответствующими эллипсоидами 
вращения. Можно считать, что существенной при распространении 
волi:I между точками Q и р является область пространства, ограничен-
ная зонами Френеля нескольких начальных номеров. Часто для упро
щенюr расчетов за эту область принимают область, ограниченную эл
липсоидом с поперечным сечением, равным площади первой зоны 
Френеля. 

Из (9.45) видно, что при Л -7 О имеем rn -7 О .  Значит, площади 
поперечных сечений эллипсоидов уменьшаются и в пределе (Л  -7 О ) 
эллипсоиды превращаются в отрезок Qp , называемый лучом. Поэтому 
при малых Л (например, в диапазоне световых длин волн) можно счи-
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тать, что волна распространяется по лучу от точки Q к точке р . Введе
ние понятия луча упрощает приближенное решение ряда электродина
мических задач. 

5. Выражение (9.42) позволяет, в частности, найти приближен
ные значения поля, дифрагированного на идеально проводящей 
полуnлоскости, когда источником первичноrо поля является эле
ментарный электрический вибратор. 

Если а ----7 оо , то отверстие в экране nревращается в бесконеч
ную по оси х щель. При d ----7 оо «верхняя» часть экрана (рис. 9.8,6) 
отодвигается на бесконечность. В результате получаем идеально 
проводящую полуплоскость, расположенную в неоrраниченном 
пространстве. Это частный случай задачи дифракции поля на полуnлос
кости (рис. 9.6,в). 

При а 1 Л -r оо параметры и2 ----7 оо , и1 ----7 -оо . Поэтому 

f(u2 ) -f(u1 ) = 1 . При d /Л. ----7 оо nараметр v2 ----7 оо , значит f(v2 ) 1 / 2 . 
Из (9.43}, (9.42) получаем nри этом Е� = Ё0[11 2-f(v1 )] ,  т.е. значение 

-b(2RQp 1 � п_о ) 1 1 2 . nоля зависит от величины v1 1\J.U, 

Если Ь > О ,  то точка р находится в освещенной области. Это 
случай открытой трассы при распространении волны; в этом случае 
v1 < О .  При больших Ь/Л lv1 1 велико и, как следует из сnирали Корню, 

f(v1 ) = -11 2 .  Поэтому Ё'Р �Ё0 ,  т.е. nолуnлоскость почти не влияет на 

поле в точке р .  С уменьшением Ь/Л изменение величины lf(v1 )1 но

сит осциллирующий характер, и /Б�/ близко к \Бо/ · При Ь/Л О nолу

чаем f(vд = О и Ё� :: Е0 / 2 ,  т.е. /E'P(p)j равна nоловине напряженно

сти поля в свободном пространстве. Это явление можно объяснить тем, 
что половина площади, существенной при распространении поля между 
точками Q и р , перекрыта полуnлоскостъю. 

Если Ь П. < О ,  то точка наблюдения находится в области теин. 
Это случай закрытой трассы; в этом случае v 1 > О . При Ь 1 Л ----7 -оо 
параметр v1 -r ""  и f(v1) ----7 1 / 2 , значит, Ё� ----7 О (полуnлоскость пре

вращается в плоскость и полностью экранирует поле источника в точ

ке р ). При О >  Ь/ Л. >  --оо функция f(v1 ) имеет такие значения, что /Б�/ 
мало. 
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График зависимости 

fo = /E(/1/ t/Eo /  от значений 

Ы 'i ( 1j -радиус nервой 
зоны Френеля) соответствует 
изложенным выше nредстав
лениям (рис. 9 . 1 1). Отметим, 

-6 -4 -2 о 2 4 -Гlьtr, 

что значение Ё(j!(р) , nолу

ченное здесь на основе nри
ближенных nредставлений, 
удовлетворительно соответ
ствует значениям напряжен
ности поля в точке р , полу-Рис. 9. 1 1 .  Зависимость 

дифраrировавшего поля 

от величины зазора Ь 
ченным на основе строгого 
решения задачи дифракции 
nоля на клине. 

9.7. Рассеяние поля плоской периодической решеткой 

1. Решетки исnользуются в качестве высокочастотных экранов, 
антенных устройств, голографических устройств и т.д. 

Пусть имеем решетку из 2N + 1 одинаковых металлических nо
лосок ширины а и толщины 2/l , отстоящих друг от друга на расстоя
нии d (рис. 9. 12). Параллельно nолоскам расnоложена нить стороннего 

синфазного электрического тока с плотностью jo . Решетка и нить на

ходятся в свободном nространстве. Надо найти ЭМ поле, удовлетво
ряющее уравнениям Максвелла, граничным условиям на nолосках 
и условию излучения. 

Направим ось z ДСК параллельно полоскам, а начало коорди-

Рис. 9. 12. Решетка и направления лучей 
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нат совместим с серединой nолоски номер ноль. В ЦСК nоложение нити 
тока оnределяется координатами r0, с:р0 • При построении математиче-
ской модели считаем, что полоски по z бесконечны и однородны. Про
водимость металла считаем идеальной. 

Нить электрического тока, nараллелъная оси z , возбуждает 
первичное ЭМ поле, электрический векторный потенциал которого 

по (2.53) А n = 1� А� . Векторы напряженностей поля Еп = 1z Е:: , 
H· n - 1 н· n 1 н· п П Е· " - 1 Е· в н· в 1 н· в 1 н· в Н - х х + У У • оэтому - z z , х х + У У • аводи-

мые на полосках поверхностные тоm j = [H,n] = lz j z (х) . На каждой 

полоске должно удовлетворяться граничное условие 

Е = E;n + Е;в = О на полосках. z z z (9.46) 
Считаем, что нить удалена от решетки так, что kr0 _, "" .  Тогда 

из (9.7), используя асимптотику (ПЗ.4) функции Ганкеля, имеем 

E;n _ Е i- ine -in(rp-<p0) J (kr) _ Е ikrcos(q>-�p0) 
z - о ..:;:.  n - О • 

где Е0 оnределено в (9.9), (9. 10) и nрименена формула суммирова

ния (П3.9). Но поскольку rcos(c:p-c:p0) = rcosq>cos<p0 + rsin<psin<p0 = 

= xcos<p0 + y sinc:p0 , то получаем 

(9.47) 

На решетку падает nлоская волна. Из (9 .46) видно, что Е:: на полосках 

(nри у = О )  имеет постоянную амплитуду и линейно изменяющуюся 

(по х )  фазу. Поэтому Б: на полосках, согласно (9.46), также должно 

иметь постоянную амплитуду и линейно изменяющуюся (по х )  фазу. 
Однако, полоски решетки находятся в разных условиях: те из них, кото� 
рые расположены у краев решетки, подвержены другому взаимному 
влиянию, чем те, которые расположены ближе к центральной части ре
шетки. Поэтому наводимый ток Jz(x) является сложной функцией х в 

такой решетке (по nричине влияния краевых эффектов). 
Число nолосок в решетке может быть большим и поставленная 

задача решается nроще, если в математической модели N _, ею • При 
этом решетка становится периодической структурой (nродольно
периодической, см. § 7. 10, п.5). Краевых эффектов в ней нет. Свойства 
ЭМ поля меняются вдоль х по периодическому закону с периодом d . 
Поля в двух точках р , находящихся на расстоянии d друг от друга на 

nрямой, параллельной оси х , отличаются лишь фазовым множителем 
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exp(il3d cosq>0) . Математически это утверждение можно записать так: 

если \jf(x) - любая составляющая векторов напряженностей вторич

ных полей в точках р(х, у1 ) ,  где у1 = coпst , то 

\jf(x+ d, y1 ) = \jf(x, y1) exp(-i13dcos<p0) . Поэтому для вычисления состав
ляющих векторов ЭМ поля в любой точке р надо найти составляющие 
векторов этого поля только в интервале по х ,  равном одному периоду, 
например, при -d 12 :::;; х :::;; d 1 2  . Это существенно упрощает задачу. 

Так как структура периодическая по х , то векторы вторичного 
поля можно представить в виде разложения по пространственным гар
моникам (гармоникам Флоке). 

Плотность поверхностного тока на полосках равна j = -lz ii х ,  

т.е. jz (x) = -(й; + Й�)  при у =  О . Определяя й; через й: из второго 

уравнения Максвелла, получаем Й� = -w0-1 sin q>0.Ё0 exp(if3xcosq>0) при 

у =  О .  Таким образом, периодическую функцию jz (x) можно предста

вить в форме jz (x) = j(x)exp(if3xcosq>0) , где j(x) - плотность тока на 

любом периоде. Функцию j (х) разложим в ряд Фурье: 

где 

. � 21t J(x) = L Jm exp(-iт-x), 
т=--«> d 

jm =
_!_ dГ j(x) exp (iт 2n х !л .... 
d -d / 2 d г 

(9.48) 

(9.49) 

2. Предположим, что толщина полоски 21l = О . Вторичный ток 

j z (x) возбуждает вторичное ЭМ поле. Векторы Е8 ,Н8 этого поля 

можно найти, зная векторные потенциалы. Так как вторичный поверх

ностный магнитный ток отсутствует, то А м,в = О .  Значение А 8 опреде
ляется по общей формуле (П4.4), в которой функцию Грина используем 

в виде разложения (П4.5). Учитывая, что J8(x, y) = l)z(x)o(y - 0) , т.е. 

J8 (x,y) = lz 
m
t
--oo 

j т ехр [i ( f3cosq>0 - т�1t} х] б(у - 0), 
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. 1 .., .., . iфcos!p0-m2n)x' 
л; = -2 j J J Ll те d Ь(у' 

- О)х 
81t х' =...-со у' =-Q(,JI z' :-сот=-

х f .. f. е -ixl(x-x')-ixз(z-z')±�xf +x� -1'>2 (у-у') 

х� =-х3=-- �Х� + х� - k2 
1dx3dx' dy' dz'. 

Используя здесь основное свойство (П2.2) дельта-функции при 
интеrрироваиии по у' , меняя порядок интеrрирования по пространет-

венным координатам и по х1, х3 и учитывая, что по (П2.5) 
.. 

J e-ixзz
'
dz' ::::: 2700(х3 - 0), 

z:'=--oo 

получаем 

ет у < О , а нижний у ;::: О .  

где 

По ( 1 . 124), ( 1 . 125) находим 
00 

в; = -iФJloA: = L в;".; 
m=-oo 

н. а = +_!_J· -if\..,.x±iflyтY .  н· в = f3xm 1· -if\,.,x±il\yтY 
xm - те ' ym те • 

2 2J3ym 

(9.50) 

(9.5 1) 

(9.52) 

Таким образом, рассеянное поле определяется суммой полей 
бесконечного количества пространствеиных гармоник с векторами на-

пряженностей поля Е� = lz B� ' н� = 1ХЙ� + 1у й;т . Вектор Пойн

тинrа пространствеиной га�оники 
· в · в · в*J · в · в Пт 0,5 m• Hm = 1хПхт + 1уПут, 
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где 
ii� = -о,s:Е�н�:. Ii�т = о,s:Е�н�. (9.53) 

3. Выполним общий анализ рассеянного поля. Коэффициент фа
зы t3xm пространствеиной гармоники зависит от ее номера т ,  периода 
d , длины волны Л (от f3 = 2тt/ Л )  и угла скольжения <р0 • Если номер т 

такой, что f3;", > f32 , то t3ут = �f32 -f3;", = -iv т , где v т == �f3;", -f32 > О , 

vт - действительная величина. Тогда exp(±if3ymY) = ехр(±vту) .  Ам
плитуды составляющих векторов поля таких гармоник экспоненциально 
убывают с удалением точки р от решетки вдоль j yj (с ростом j yj ). 
ЭМ поле такой гармоники представляет собой поверхностную волну. 
Для ее существования необходимо, чтобы (т2тt/ d -f3cos<p0f > f32 . Раз-
делив это выражение на f32 , получаем (тЛ 1 d -cos <р f > 1 , откуда нахо
дим: номера гармоник, описывающих поверхностные волны, должны 
удовлетворять условию (±т)> (1 ± cos <р0 )d 1 Л . 

Для гармоник отрицательных номеров коэффициент фазы t3xm 
становится отрицательным. Такие пространствеиные гармоники описы
вают обратные поверхностные волны, распространяющиеся в направ
лении уменьшающихся значений х . У всех пространствеиных гармо-
ник, описывающих поверхностные волны, коэффициент фазы /t3xтl > f3 .  
Все они являются медленными, так как их фазовые скорости 
v ФХ = ro l\f3 хт\ < с  . Составляющая вектора Пойнтинга ii� в (9 .53) у них 
чисто действительная, а составляющая Ii�т - чисто мнимая. Значение 
Ii� положительно для прямых бегущих волн ( f3 xm > О ) и отрицатель
но - для обратных бегущих волн ( f3 xm < о ). 

4. Если номер пространствеиной гармоники такой, что 
f32 > f3;", , то t3ут < f3 .  Поэтому фазовые скорости v ФХ и v фу таких про
странствеиных гармоник больше скорости света. Пространствеиные 
гармоники при этом являются быстрыми. Экспонента exp(±if3ymY) опи-
сывает бегущие волны, распространяющиеся вдоль возрастающих зна
чений /YI , а эксnонента exp(-if3xmx) оnисывает при t3xm > О  - бегущие 
вдоль возрастающих значений х волны, тогда как при t3xm < О  она опи
сывает обратные волны. 
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Введем угол Ут с помощью выражения 13xm = 13соsУт ·  При 

этом 13ут = �132 - 132 соs2 ут = 13sinYт · Тогда exp(-il3.xmx ± il3yтY) =  
= exp[� ij3rcos(<p± Yт )J, где учтено, что x = rcos<p , y = rsin <p . Значит, 
экспонента описывает плоские волны, распространяющиеся в направле
ниях, определяемых углами у т • 

Углы у т определяются выражением cos у т = 13m J 13 = 
= тЛ! d - cos<p0 • Это показывает, что число пространствеиных гармо
ник, описывающих бегущие плоские волны ограничено условием 
!cosyт l < l ,  т.е. lmЛ/d-cos<p0l < l .  Для нулевой гармоники ( т = О) ус-
ловие ее ускореннести соблюдается при любых значениях d 1 Л ; при 
этом cosy0 = -cos<p0 . Из этого выражения получаем два угла 

Уо.1 = 1t-<р0 и Уо,2 = 1t + <р0 (рис. 9 . 12,6). Следовательно, пространстве н� 
ная гармоника, соответствующая т = О ,  распространяется под углами 
Yo.I и Yo,z в виде двух плоских волн (отраженной от решетки и про-
шедшей через решетку). Углы Yo,I и Yo,z определяют наnравления ос
новных лучей ( 1 ). 

Число пространствениых гармоник, распространяющихся: в ви
де плоских (отраженных и прошедших через решетку) волн, ограничено 
значением d /Л . Если d 1 Л < 0,5 , то ни при каких значениях lтl > О ус
ловие существования ускоренных гармоник не выполняется:. Поэтому 
только нулевая гармоника описывает плоские волны, остальные гармо
ники описывают поверхностные волны. 

При значениях d !Л > 0,5 (при О <  <р0 < 90° ) условие существо
вания ускоренных гармоник nрежде всего может выполняться для гар
моники с номером т = 1 {кроме т = О); nри этом два угла, определяю
щие направления распространения двух плоских волн, находятся: из вы
ражения: cosy1 = Л/ d - cos<p0 . 

5. Пример. Пусть d i'A = 0,75 . Тоrда при q>0 = 20° имеем Уо,1 = 160° , 

Уо,2 = 200° , у1,1 = 66,8° , у1,2 = -66,8° . Таким образом, кроме основных лучей имеются 

еще дифра/Щионн.ыелучи (2) при Уц , у1,2 (рис. 9.12,6}. 

375 



ЗАДАЧИ 

1. Круговой однородный имnедансный цилиндр расnоложен в воздухе и возбу
ждается nараллельной его оси нитью магнитного тока. Найти вторичное nоле, удовлетво
ряющее уравнениям Максвелла, граничному условию и условию излучения. 

2. Прямолинейная нить электрического тока nараллельна оси бесконечного иде
ально nроводящего цилиндра. Вдоль нити расnространяется бегущая волна тока. Цилиндр 
и нить расnоложены в однородной изотропной среде. Найти возбуждаемое ЭМ поле. 

3. Вывести выражение nогонной ЭПР цилиндра для математической модели, 
рассматривающей цилиндрическую волну. 

4. Вычислить максимальный квадратичный набег фазы в зоне Френеля для окна 
nрямоугольной формы, имеющего площадь 5ЛхЗЛ , если R = ЗОЛ , z0 = 50Л . 

5. В плоской бесконечной nериодической решетке d 1 Л = 1 , вычислить направ

ления основных лучей, если q>0 = 45° . 

6. В плоской бесконечной nериодической решетке d 1 Л = 1,2 . Вычислить коли-

чество и наnравления дифракционных лучей, если q>0 = 30° . 
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10. РАСПРОСТРАНЕНИЕ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В 
АНИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ. 
НЕЛИНЕЙНЫЕ СРЕДЫ 

1 0.1 . Анизотропные среды 

1. Намагниченные ферриты широко применяются в волновод
ных устройствах диаnазона СВЧ. На их основе созданы волноводиые 
элементы, не удовлетворяющие принципу взаимности, т.е. ведущие себя 
по-разному для волн, распространяющихся через них в противоположных 
направлениях. Ферриты применяются также в элеrсrрическн управляемых 
устройствах. Зависимость параметров феррита от напряженности внеш
него (подмагничивающего) маrnитноrо nоля h nозволяет создавать уст
ройства, свойствами которых можно управлять с помощью изменения 
значения h . Такими устройствами являются быстродействующие моду
ляторы, переключатели, nерестраиваемые по частоте фильтры, системы 
для автоматической nерестройки частоты генератора и др. [84]. 

Принцнп действия ферритовых устройств в диаnазоне СВЧ ос
нован на взаимодействии расnространяющеrося ЭМ nоля с маmитиыми 
момекrами атомов среды. Для существования такого взаимодействия 
надо, чтобы ЭМ nоле nроникало в среду. Глубина проникновения поля 
в металлы в диаnазоне СВЧ очень мала. Поэтому применяют сnециаль
ную технологию для спекания окиси ферромаmитиоrо металла (обычно 
железа) с другими элементами. 

Свойства ферритов зависят от их кристаллической структуры. 
Различают монокристаллические ферриты, nредставляющие собой еди
ный кристалл и поликристаллическне ферриты, в которых каждый кри
сталлит ведет себя как монокристалл, изолированный от соседних кри
сталлитов небольшими воздушными nорами. Состав ферритов со струк-

турой шnинели оnисывается формулой Ме11 Fe203 , где Ме11 ион 

двухвалентного металла тиnа Ni , Со , Fe , Mn , Mg , Си , Zn , Cd .  
Иттриевые ферриты со структурой граната имеют формулу 
YзFe2 (Fe04 )3 . 

Феррит обладает маmитными свойствами ферромаmетика и 
электрическнми свойствами диэлеrсrрика. В диапазоне СВЧ он имеет 

а ю-7 + 10-1 1  См/м, t = 5 + 20 ,  tg A = l0-4 . 

377 



Явления ферромагнетизма имеют квантовую природу. С помо
щью классической электродинамики можно выполнить только прибли
женный анализ ЭМ явлений в феррите. Для анализа последних необхо
димо найти значение магнитной проницаемости. 

2. Плазмой называют электрически нейтральный, частично или 
полностью ионизированный газ. Подмагничивающее внешнее магнит
ное поле превращает плазму в анизотропную среду. Верхние слои зем
ной атмосферы под воздействием ЭМ поля Солнца ионизируются. Об
разующиеся слои ионизированного газа находятся в постоянном маг
нитном (подмагничивающем) поле Земли, напряженность которого рав
на 40 Nм. Слои подмагниченной плазмы влияют на распространение 
радиоволн. 

Анализ ЭМ явлений в плазме может основываться на представ
лениях классической физики. Для анализа ЭМ явлений в плазме необ
ходимо найти значение диэлектрической проницаемости. 

3. В линейных анизотропных средах материальные уравнения 
(см. § 1 .2) для комплексных амплитуд в ДСК имеют вид 

Dx = ЕаххЕх + ЕахуЕу + EaxzEz ,  
Dy = ЕаухЕх + ЕаууЕу +EayzEz , 
iJz = EazxEx +EazyEy +EazzEz , 

Вх = J..taxxЙx +J..taxyЙy +J..taxzЙz , 
Ву = f.tayxЙ х + J..tayyЙ У + f.J.ayzЙ z • 
Bz = f.tazxЙx + J..tazyЙ у +J..tazzЙz, 

(10.1) 

где Eanm и J.J.anm - компоненты тензоров комплексных диэлектриче

ской Е а и магнитной tla проницаемостей ( п, т = х, у или z ). 
При изучении ЭМ явлений в анизотропной среде необходимо 

решать уравнения Максвелла совместно с (10. 1) .  Однако, в природе не 
обнаружено веществ, у которых и Е а и tla одновременно являются тен
зорами. Поэтому рассматриваем среды, имеющие только магнитную 
анизотропию, когда iJ = ЕаЁ , В =  tlaH , и среды, имеющие только ди-
электрическую анизотропию, в которых iJ = ЕаЁ ,  В =  J..taH . 

Отметим, что проводимость может быть тензорной величиной. 
Тогда в законе Ома cr - тензор. 

1 0.2. Свойства феррита 

1. Рассмотрим уравнение движения вектора магнитной поляри
зации феррита. Отрицательно заряженный электрон вращается по орби
те вокруг положительно заряженного ядра и одновременно вращается 
вокруг собственной оси. Движение заряженной частицы по замкнутой 
траектории образует элементарную рамку тока. Ток рамки nорождает 
в пространстве постоянное магнитное nоле, вектор напряженности ко-
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торого перпендикулярен плоскости рамки. Этому nолю соответствует 
орбитальный магнитный момент электрона Мор . За счет вращения 

электрона вокруг своей оси образуются сnиновые (внутренние) маmит
ный момент m и механический момент количества движения L . Эти 
моменты наnравлены в nротивоположные стороны и связаны между 
собой выражением 

m = -xL, (10.2) 
где Х = /еэ / 1 m3; е3 ,  m3 - заряд и масса электрона. 

Полный маmитный и механический моменты атома являю;rся 
геометрической суммой соответственно магнитных и механических 
сnиновых и орбитальных моментов всех электронов в атоме. Полный 
маmитный н механический моменты молекулы вещества есть геомет
рическая сумма моментов отдельных атомов в молекуле. Магнитный 

момент ядра nримерно в 103 раз меньше маmитного момента электро
на. Поэтому влиянием маmитноrо момента ядра nренебрегают. 

Произвольпая физическая система находится в устойчивом во 
времени состоянии, если она обладает минимумом nолной энергии. Это 
nроисходит у большинства атомов nри антиnараллельиой ориентации 
спиновых моментов, когда суммарный маmитньiЙ момент их близок 
к нулю. Исключение составляют металлы переходных rрупп (железо, 
палладий, платина и др.), у которых минимуму полной энергии соответ
ствует параллельная ориентация спиновых магнитных н механических 
моментов части электронов. У атома железа, наnример, на предnослед
ней оболочке находятся четыре электрона с параллелъными спинами, 
у атома кобальта - три и т.д. Атомы этих металлов в постоянном маг
нитном nоле ведут себя подобно магнитной стрелке компаса - магнит
ные моменты их ориентируются параллелъно nриложеиному полю. 

Измерения показывают, что в ферритах вклад орбитальных 
маmитных моментов в общий момент мал или пренебрежимо мал. 

Предnоложим, что электрон с маmитным моментом m поме
щен в постоянное маmитное поле с наnряженностью Ь ,  наnравления 
векторов m и Ь не совпадают (рис. lO.l,a). В маmитном nоле h на 
электрон действует вращательный момент т = J.l.o[m,b] , стремяшийся 

nовернуть его так, чтобы векторы m н Ь были nараллельны. Но меха
нический момент L деЛает электрон nодобным волчку, ось которого 
под влиянием действующих сил прецессирует (вращается). Концы век
торов m и L nрецессируют вокруг вектора Ь , оnисывая концами ок
ружность. Наnравление вращения m образует с Ь правовинтовую сис
тему. Действительно, nоскольку у электрона, как и у волчка имеется 
механический момент L , то по законам механики вращающий момент 
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Рис. 10. 1 .  К объяснению свойств феррита 

т вызывает изменение механического момента L : т = dL 1 dt . Исполь
зуя (10.2) и обозначая 'lf = f..LoX ( 'lf = 1n · l04 м/Кл), имеем 
dml dt = 'lf[h,m] , т.е. dm перпендикулярен плоскости расположения 
векторов h и m , конец вектора m вращается по часовой стрелке, 
если смотреть вдоль h (рис. lO. l ,a). Поэтому линейная скорость конца 
вектора m равна v = jdm 1 dtj = 'lfhт sin е . Так как радиус R окружно
сти, по которой движется конец вектора m , R = т sin е , длина окруж
ности есть 21tR , то 21tR = v 1 fм = 2nv 1 rом , где rом - частота свобод
ной прецессии. Значит, rом = v 1 R = 'lfh . Эту частоту называют часто
той ферромагнитного резонанса. 

Феррит имеет тепловые потери. Поэтому конец вектора m дви
гается по свертывающейся спирали (рис. IO. l ,a). Время затухания пре-
цессии, равное около 10-8 с, определяет время намагничивания 
феррита. 

Намагниченная ферритовая среда представляет совокупность 
параллельных друг другу и вектору h некомпенсированных магнитных 
моментов. Если умножить уравнение движения магнитного момента 
электрона dml dt = 'lf(h,m] на число N упорядоченных магнитных мо
ментов в единице объема феррита, и учесть, что магнитный момент 
единицы объема m' = Nm , то получим уравнение движения суммарного 
магнитного момента (вектора магнитной поляризации единицы объема 
подмагниченного феррита): 
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dm' 1 dt = Чl[b,m']. (10.3) 
2. Найдем тензор магнитной проннцаемостн. Наnравим ось z 

дек вдоль вектора h(b = 1. h) . Пусть в феррите распространяется 
ЭМ поле, вектор напряженности магнитного поля которого обозначим 
через H(p,ro) . Тогда на магнитные моменты воздействует суммарная 

напряженность поля Hr(p,t) = h(p,O) + jii(p,ro)/cos(rot+ Ф) ,  где 

Ф(р,rо) - фаза ii .  Длина и ориентация вектора Hr меняются во вре
мени, что вызывает прецессию магнитных моментов. Последняя уже не 
является затухающей, поскольку нет постоянного направления, парал
лельна которому могли бы установиться магнитные моменты. Эту пре
цессию называют вьтужденной. Ее частота совпадает с частотой рас
пространяющегося ЭМ поля. 

Обозначим через M(p,ro) магнитный момент, появляющий-

ся за счет вектора H(p,ro) . Тогда суммарный магнитный момент 

Mr(p,t) � m'(p,O) + M(p,ro)exp(irot) . Уравнение движения ( 10.3) сум
марного магнитного момента имеет вид dМ r 1 dt = \jf[H l: ,  М r 1 ,  или для 

комплексных амплитуд: iroM = чrflz h + ii,m' + М] . Предположим, что 
феррит намагничен до насыщения, при котором m' = lzm' . Если в фер

рите распространяется слабое монохроматическое поле ( IHI << h )  час
тоты ro ,  то оно вызывает появление слабой составляющей вектора на
магниченности М ( jMj << т' ). Перемножив при этом правую часть 

уравнения движения и учитывая, что [lz ,m'] = О ,  [Н, М] "'  О ,  получим, 

сохраняя знак равенства, iroM \jf{ [H,m'] + h[lz, M] } . В дек 
( М = lxM х + lyM у +  lzM z , iJ: = 1хЙ х + lуЙ у +  lzЙ z ), выполнив пере
множение в правой части равенства, обозначая ro0 = wm' и учитывая, 

что находим 

iroM У = -rо0Й х + w .. м х . Решая эту систему уравнений относительно 

М х , М У и обозначая ro0 /( ro
2 -ro�) х ,  получаем 

М х = -{J.).,хй х -iroxЙ У '  М У = iroxЙ х -rо,.хй у · 
В соответствии с ( 1 . 1 3) В =  f.!o(H + М) . Подставляя сюда значе

ния iJ: и М ,  имеем Bz :: floЙz , 
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( 10.4) 
Сравнивая последние выражения с (10. 1), находим компоненты 

тензора J1 = !la 1 J..Lo относительной магнитной проницаемости подмагни� 
ченного феррита 

Jl.a = J..Lyy = 1 - (l)мХ = llx• Jlxy = -J..Lyx = -ia, 

IA-xz = Jlyz = J..Lzx = J..Lzy = 0, Jlzz = l = J..Lz , a = W · X, 
( 10.5) 

являющиеся функцией h (кроме Jlz , зависящего от марки феррита). 

При изменении направления h на обратное Jlxy и !А-ух меняют знаки на 

обратные. 
Если учитывать в уравнении движения магнитного момента на� 

личне джоулевых потерь, то компоненты J1 окажутся комплексными. 

Например, Jlx = J..L� - iJ..L: ,  а = а' - ia" , Jlz = J..L� - iJ..L� (см. § 1 .8, п.5). Гра� 
ф .., , , , ... , , h ики зависимостен Jlx , Jlx , а , а , Jlz , Jlz от приведены на 
рис. 10. 1 ,6. Значению h = hP = Wl'\jf , при котором w = Wм , соответству� 

ют экстремальные значения величин J..L: , а" . 
Феррит является линейной средой (для слабого ЭМ поля) - его 

параметры не зависят от Е и Н . 
Отметим, что в феррите на магнитный момент электрона воз

действует, кроме внешнего поля h + Н  эффективное поле h3 , обуслов-

ленное внутренними размагничивающими полями. Слагаемое h3 в об
щем поле h + Н +  h3 объясняет происхождение естественного ферро

магнитного резонанса, наблюдаемого на частотах 500+ 3000 МГц. 
3. В подмагниченном феррите возможно явление ферромаг

нитного резонанса. Пусть в направлении вектора h распространяются 
две Т-волны. Каждая волна имеет круговую вращающуюся поляриза
цию. Плоскость поляризации первой волны вращается по часовой 
стрелке, если смотреть вдоль вектора h , второй волны - против часо
вой стрелки. Направление h = 1z h определяет продольное направление. 
Обозначим первую волну знаком "+" (условно-положительная поляри
зация), а вторую - знаком "-" (отрицательная поляризация). Векторы 
н+ = 1хн; + 1ун; и и- = 1хн; + 1ун; обеих волн находятся в попе-

речной плоскости. Для вращения н+ с частотой (1) по часовой стрелке 

необходимо (см. § 2.1 3), чтобы н; = -iн; , а для вращения против ча-

совой стрелки - н; = iH; . 
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Для Т -волны с nоложительной поляризацией подставим значе

ние н; = -iй; в выражение в; н й; = iй; - в выражение в; 
" + " +  " + ' + " +  ( 1 0.4). Так :как В = 1х Вх + 1уВу , то имеем В = J!o!!+H , где 

J!+ = 1 - ro0 /( ro -щ.,) - относительная магнитная nроницаемостъ для 
волны nоложительной поляризации. 

Для Т-волны с отрицательной nоляризацией тем же nутем nо-

лучаем в- J!oJ!-fГ , где J!_ = l + ro0 /(ro+ roы) - относительная маг

нитная проницаемостъ. 
Таким образом, во-первых, при круговых поляризациях 

ЭМ полей, распространяющихся в продольном направлении, магнитные 

проницаемости - скалярные величины (так как в± = !!о!!±Н± ). Поэто

му для этих полей намагниченный феррит nредставляет собой изотроп
ную линейную среду, параметры которой зависят от подмагничиваю
щего поля. Во-вторых, J!

+ 
=F-J.t_ ,  т.е. условия распространения Т-волн 

с nоJЮжительн.ой и отрицательной круговыми поляризациями разные: 
при rом --7 ro nолучаем, что \!!

+
\ --+  оо ,  а 1!- - остается конечной вели

чиной. При учете тепловых потерь магнитная проницаемость становит
ся комплексной !!± = J!� - if.t; . Графики зависимостей !!� , J!� от значе

ния h приведены на рис. 10. 1 ,6. Из графиков видно, что при nоложи

тельной поляризации при h ,  близких к �,  резко возрастает /J.t:/ .  Зна

чит, резко возрастают джоулевы потери распространяющеrося поля. 
Объясняется это тем, что для существования незатухающей прецессии 
надо на частоте rом передать электронам энергию, равную теряемой. 

Роль источника, компенсирующего потери, играет распространяющееся 

на частоте ro = rом ЭМ поле положительной круговой поляризации, 

у которого совпадают направление вращения вектора н+ и направле
ние прецессии. При этом угол е со временем увеличивается, что сопро
вождается ростом тепловых потерь в феррите (рис. lO. l,a). В результате 
е устанавливается такой величины, что энергия потерь в феррите 

и энергия, отдаваемая ЭМ полем, становя.тся равными. 
Явление наиболее эффективного взаимодействия на частоте 

ro = rом положительно поляризованного ЭМ поля с намагниченным 

ферритом, соnровождаемое интенсивным поглощением ферритом 
ЭМ энергии этого поля, называют ферромагнитным резонансом. Если 
h =F- � (т.е. ro =F- rом ), то поглощение ферритом ЭМ энергии распростра-

няющеrося nоля уменьшается, f.1: , как видно нз графика рис. 10. 1 ,6, 
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может быть очень малой величиной, при этом затухание амплитуд век
торов Е;+ , iJ+ мало. 

По-другому взаимодействует феррит с ЭМ полем, имеющим 
отрицательную поляризацию вектора iг . Направления прецессии 
и вращения iГ при этом противоположны. Поэтому н- почти не 
влияет на М , J.( и f •. ( мало зависят от h и J.( === О . При этом феррит 
представляет среду с малыми джоулевыми потерями. 

Различие значений магнитных проницаемостей для ЭМ полей 
с положительным и отрицательным направлениями вращения использу
ется при создании невзаимных устройств СВЧ. 

1 0.3. Свойства плазмы 

1. Рассмотрим .математическую .модель под.магниченной плаз
мы. Обозначим через N и N+ , N- - количество (плотности) соответ
ственно электронов и положительно и отрицательно заряженных ионов 
в единице объема плазмы, заполняющей неограниченное пространство. 
Пусть h - напряженность постоянного (во времени) подмагничиваю
щего поля. В пространстве распространяется ЭМ поле с напряженно-
стями E(p,t) , H(p,t) , причем jнj << h .  В электрическом поле на сво-

бодный электрон воздействует сила F = -е3Е , параллельная Е . Поэто

му электрон приобретает скорость u = dll dt , где 1 - смещение элек
трона относительно исходного положения. На движущийся электрон 
в магнитном поле h воздействует сила Лоренца Fл = -J.L0e3[u,h] , зави
сящая угла между векторами h и u . Поэтому траектория движения 
электрона в пространстве имеет сложный вид. Действительно, пусть 
электрон при t = t0 приобрел скорость u0 11 Е . При t = t1 предположим, 
что Е(р, t1 ) = О .  Если Е 11 h , то u0 /1 h и поэтому Fл = О .  Электрон дви
гается вдоль силовой линии h , не «замечая)) подмагничивающего поля. 
Но если El.h , то · u0J.h и сила Fл имеет максимальное значение 

Fл = e3u0JL0h , а ее направление перпендикулярно плоскости расположе

ния векторов u0 и h . Такая сила не производит работы, она изменяет 
только направление скорости, не изменяя ее абсолютного значения. По
этому электрон двигается по окружности, плоскость которой перпенди
кулярна h . Радиус окружности р определяется условием равенства 

центробежной силы и силы Лоренца, т.е. т3иJ 1 р = e3и0JL0h . Значит, 

р = т3и0 1 e3J.toh . Очевидно, что 2np = и0Тм , где Тм - период обраще-
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ния электрона по окружности. Поэтому угловая скорость вращения 
электрона (частота гиромагнитного резонанса или гироскопическая 
частота) rом = 2n 1 Т м = \lf h , где как н в случае феррита, \lf = J..Loeэ 1 тэ . 

Считаем, что Е составляет с h некоторый угол. Тогда u0 име

ет две составмющие: u0 = u11 + u .L , где u11 11 h , u .L ..Lh . Скорость сколь

жения вдоль силовых линий h определяется значением "il , а радиус 

вращения - значением u .L • Траектория электрона имеет ВИд винтовой 

линии, ось которой параллельна h . В общем случае угол может быть 
произвольным, Е ,  н следовательно, u зависят от времени. Поэтому 
траектории электронов, имея элементы поступательного и вращательно
го движений, являются сложными кривыми. Вектор электрической по
ляризации Р , равный плотности заряда, умноженной на его смеще
ние 1 , т.е. Р = -eэNI , не параллелен вектору Е .  Поэтому диэлектриче

ская проницаемость не является скалярной величиной. 
Уравнение движения электрона определяется вторым законом 

механики. Силой, действующей на электрон, является сумма «кулонов
екай» силы - ( -еэЕ ) н снль1 Лоренца. В плазме содержатся ионы 

и нейтральные молекулы, находящнеся в тепловом движении. Электро
ны сталкиваются с ними и передают им энергию, полученную от 
ЭМ поля. Эта энергия переходит в энергию теплового движения тяже
лых частиц. Происходит поглощение энергии распростраияющегося 
в плазме ЭМ nоля. 

Предположим, что при каждом столкновении электрон передает 
тяжелой частице все накопленное количество движения m3u . Пусть 

в секунду происходит v столкновений. Тогда за секунду количество 
движения уменьшается на величину vmэu . Таким образом, по второму 

закону механики имеем 

m3d2II dt2 + Vm3dll dt = -eэE-eэJ..Lo[dl/ dt, h]. ( 10.6) 
2. Найдем тензор диэлектрической проницаемости. Поскольку 

E(p,t) меняется во времени по гармоническому закону с частотой ro ,  

то применяя метод комплексных амплитуд, имеем 1 � i(p)exp(irot) , 
dll dt � iroi , d 21 1 dt2 � -rоЧ . Используя эти выражения в (l 0.6) и обо

значая оо = ro-iv , получаем 

roOOmэi ::: еэЕ + iroeэJ..Lo[i,h]. 
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Разделим этот результат на wrom3 и умножим на плотность за

ряда ( -e3N) плазмы за счет электронов. Учтем, что - e3Ni = Р , 
wм = 'lfh . Направим ось z ДСК вдоль вектора h ,  тогда h = 1z h .  Имеем 

2 . Wo . w f,· J Р = ---;;;; Е0Е + i----;!- tP,lz 
(J)(J) (J) 

где w5 = e;N !E0m3 [ /02 (кГц) = 8 1 ·  N (эл/см3) ]. 

Раскроем здесь векторное произведение и приравняем состав
ляющие векторов левой и правой частей равенства. Получаем 

• 2 . -Pz = -w0E0Ez 1 WW , 
2 . Wo . w . 

Рх = --=ЕоЕх + i_..м..РУ ; ww ro 
Решая эту систему двух уравнений относительно Рх , РУ , нахо-

ДИМ 

. OOwo . W Wo . . . (J)м Wo - Е. OOwo - Е. ( 10 7) Px = ---;-XEoEx - i�XEoEy ; Py = I--;-XEo х ---;-ХЕо У '  • 

где х = w0 /(ro2 - w�) . Подставляя (1 О. 7) и значение Pz в материальные 

уравнения D = Е0Е + Р , и сравнивая результат с (1 0. 1 ), получаем ком

поненты Е =  Е а 1 Е0 : 
(1)2 

Е = 1 - -0 = Е  zz 00(1) 
z
' 

Exz = Eyz = Ezx = Ezy = 0. 

(10.8) 

Таким образом, при учете потерь на нагревание плазмы компо
ненты тензора являются комплексными. Компоненты Е хх = Е УУ , 
Еху = -Е ух , кроме того, зависят от величины подмагничивающего поля, 

так как wм = 'lf h . 

3. Влияние отрицательно и положительно заряженных ионов на 
параметры плазмы учитывается аналогичным образом. Но смещение 
иона обратно пропорционально его массе. Масса же иона по крайней 
мере в 1840 раз (для водорода) больше массы электрона. Поэтому сме
щением иона обычно пренебрегают. Наличие ионов учитывают только 

при условии, что N+ , N- » N . 
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4. Рассмотрим случай неподмагничетюй плазмы ( h = О ). Тогда 

w., О и х = ro0 /ro2 • Из (10.8) имеем Ехх = еуу = Ezz = 1- w� /row , 
е ху = -е ух О . Поэтому комплексная диэлектрическая проницаемость 

есть скалярная величина, Еа = ЕоЕхх . Значит, плазма без подмагничива
ния является изотропной средой. Подставляя значение ro = w - iv в вы
ражение для ёа , имеем 

- ( (J)

� Еа = Ео 1 - 2 2 W + V  
( 10.9) 

Сравнивая это выражение со значением Еа = Еа - icrlw в случае 

изотропной проводящей среды, получаем диэлектрическую проиицае
мостъ и проводимость плазмы 

Е а = е0(1 - w� /(w2 + v2 )} а = e0vw� /(w2 + v2 ). 
Относительная диэлектрическая проницаемость неподмагни

ченной плазмы всегда меньше единицы. Причиной этого является отста
вание на 1t фазы тока, создаваемого движением зарядов в плазме, от 

фазы плотности тока смещения. При w2 = w� - v2 имеем е а = О .  Если 

пренебречь соударениями электронов, положив v = О ,  то Е а = О при 

w = w0 • Поэтому частоту w0 называют собственной частотой плазмы. 

Коэффициент распространения k = W(EaJ.!o )112 = /)- ia .  Коэффициенты 

фазы и затухания резко зависят от частоты. Для высоких частот, если 

w2 >> v2 , то w2 + v2 "" w2 • Тогда е е а 1 е0 = 1 -w� 1 w2 , а =  Е0 vwб 1 w2 , 
т.е. и Е и cr зависят от частоты. При w2 << v2 имеем w2 + v2 = v2 • То

гда Е =  l - w5 tv2 , а "" e0w5 tv , т.е. параметры плазмы, как в твердом 

теле, не зависят от частоты. 
Графики зависимостей параметров l -Е ,  а от w при различ-

ном числе столкновений v и при N = 106 эл/см3 (максимальной элек

тронной плотности ионосферы) изображены на рис. 10.2,а,б. При изме
нении N характер графиков не меняется, по оси ординат изменяется 
только масштаб. Отметим, что на частотах, где Е < О ,  коэффициент за
тухания а имеет большую величину. Поэтому глубина проникновения 
в такую среду очень мала. На рис. 10.2,в приведен график зависимо-

сти а от частоты при N = 105 эл/см3, v "' 105 1 /с. Как видно из графи

ка, при w ""  v функция а( w) имеет максимум - наблюдается резо-

нансное поrлощение ЭМ поля. В ионосфере v = 103 + 1 О 7 с -l • При 
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Рис. 10.2. Графики зависимостей параметров 

неподмагниченной плазмы от частоты 

f 

в 

v = 107 с-1 резонансное поглощение происходит на частоте 

f = 1,5 МГц, поэтому в диапазоне КВ происходит уменьшение а с рос

том f , а в диапазоне СВ а увеличивается с повышением частоты. 
Объясняется такая зависимость a(ro) тем, что при ffi < v время 

tc свободного пробега электрона меньше периода Т колебаний 

ЭМ поля. За время tc < Т  электрон приобретает малую часть энергии 
ЭМ поля, и эта энергия отдается тяжелым частицам малыми порциями. 
При ro > v  и tc > Т  электрон несколько раз переизлучает энергию, не 
отдавая ее тяжелым частицам. Поэтому а уменьшается. 

5. В подмагниченной плазме возможно явление гиромагнитного 
резонанса. Рассмотрим распространение в направлении вектора h двух 
Т-волн круговой поляризации. Положительно поляризованная волна 
имеет :Е+ = lxE; +lyE; ,  й; = -iE; , отрицательно поляризованная 

волна - :Е- = lxE; + lyE; , Jt; = iE; . Для положительно поляризован

ной волны заменим й; == -iE; в (10.7) для рх+ и й; == iE; - для РУ+ . 

" + " + " +  . + " + " + " + . + " + Затем учтем, что Dx = ВоЕх + Рх , Dy = ВоЕу + Ру , Dz = в0Еz + Pz = 0 .  
При этом материальное уравнение имеет вид I)+ = в0:Е+ + j>+ = Ва+Е;

+ , 

где В а
+ 
= в0в+ и в

+ 
= 1 -ro0X(w + ffiм) 1 ffi - комплекснЬ1е диэлектриче

ская и относительная диэлектрическая проницаемости положительно 
поляризованной по кругу волны. 
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Для отрицательно поляризованной волны тем же nутем получа
ем D еа_Е- , где Еа- = €0Е_ и Е_ = 1 - ro0x(ro - roм ) / ro - комплексные 
диэлектрическая и относительная диэлектрическая nроницаемости от
рицательно rюляризованной по кругу волны. 

Таким образом, во-nервых, диэлектрическая проницаемость 
для поляризованной по кругу ЭМ волн.ы, распространяющейся в про
дольном направлении, является скалярной величиной. Поэтому для это
го поля подмагниченная плазма представляет собой изотропную линей
ную среду, параметры которой зависят от подмагничивающего поля. 
Во-вторых, Е+ ,;: Е_ , т.е. условия распространения Т-воЛн с положи
тельной и отрицательной круговыми поляризациями разные. Если под
ставить в выражения е± = Е� - ie; значения х и ro ,  то получим 

2 ( - ) 2 
, - 1 

roo ro + rом " vroo Е± - - , Е± . 
Щ:(ro + ro". )

2 
+V2 ] Щ:(rо + rом )2 +v2 ] ( IO. IO) 

Коэффициенты распространения волн в плазме 
k

2 
- (А · )2 _ 2 - А А - 2 П ± - v± 1Ct± - ro �>oE±J..to - vo�>± , где vo - ro EoJ..to . одставляя сюда 

значения Е± , возводя в квадрат левую часть, приравнивая действиrель
ные и мнимые части равенств, получаем систему двух алгебраических 
уравнений для а± и 13± , которая ориводится к двум биквадратным 
уравнениям. Из четырех корней выбираются удовлетворяющие услови
ям излучения. Таким образом, ;:} = Ро[�( �ef +�::�2 + е� 

)] 11
2 

( IO. l l) 

При ro � rом значение е: по ( 1  O. lO) является максимальным, 
которому по ( 10. 1 1) соответствует nовышенное значение коэффициента 
затухания а+ . ЭМ энергия положительно поляризованной волны nри 
ro = rом переходит в кинетическую энергию элеi<тронов, вращающихся 
вокруг силовых линий h . Наступает продольный гиромагнитный резо
нанс. Он: сопровождается повышенным затуханием амплитуд векто
ров положителыю поляризованного ЭМ поля. 

При ro 4 rом значение е: не является максимальным, при этом 
а_ < а+ . Резонансное поrлощение отрицательно nоляризованной волны 
отсутствует. 

6. С целью упрощения анализа результатов п.5 считаем, что 
v О . При этом Е� = О и Е� 1 - ro5 1 ro( ro + rом ) . В зависимости от ro 
значения €� могут быть nоложительными, нулевыми и отрицательны-
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ми. При €� = 0  волнового процесса в плазме нет, так как по (10. 1 1 )  
13± = О . Если Е� > О , то 13± = ro..jf!; 1 с , а.± = О  и волны обеих круговых 

поляризаций распространяются вдоль h без затухания. Но если €� < О  , 
то 13± = О , а.± = ro�l €� 1 1  с и волновой процесс в плазме отсутствует, 

амплитуды векторов поля убывают вдоль z по экспоненциальному за
кону. Продольное распространение ЭМ поля круговой поляризации 
в такой среде становится невозможным. Это явление не связано с теп
ловыми потерями в плазме, оно аналогично явлению в запредельном 
волноводе. Если плазма имеет ограниченные размеры в поперечной 
плоскости, то волна из нее вытесняется и распространяется вне плазмы. 
Это явление называют эффектом смещения поля. Аналогичный эффект 
проявляется в намагниченном феррите при положительной поляриза
ции, когда �: < О , а �: "" О . 

7. Рассмотрим ограничения по частотам ЭМполей. Считаем, 
что v = О . Волны положительной и отрицательной поляризаций распро
страняются вдоль h при Е� > О  . Для выполнения условия е: > О  
необходимо, чтобы ro� 1 ro( ro -rом ) < 1 . У слови е Е� > О выполняется при 

ro� 1 ro( ro + rом) < 1 . Поэтому для существования волнового процесса по

ложительно поляризованной волны частота ro+ должна удовлетворять 

условию ro� -roмro+ - ro� > О . Волновой процесс отрицательно поляри

зованной волны существует при частотах ro_ , удовлетворяющих усло-

вию ro: + roмro- -ro� > О . Решая эти неравенства, получаем 

r 2 2 ] 1 12 r 2 2 ] 1'2 ro+ > roм /2+ L(roм /2) +ro0 , ro_ > -roм /2+ L(roм /2) + ro0 . Таким 
образом, условие возможности продольного распространения положи
тельно поляризованной волны является более жестким. При одних 
и тех же значениях ro0 и rом (плотности N и h) в плазме может 
распространяться отрицательно поляризованная волна более низкой 
частоты. Так, например, отрицательно поляризованная волна может 
проникать через слой ионосферы при ro < ro0 • Это условие может вы
полняться даже в диапазоне ОНЧ. 

Для ионосферы, находящейся в постоянном магнитном поле 
Земли, h = 40 Nм. Поэтому rом = 'lfh = 7n · 104 • 40 = 28n · 105 с -1 , т.е. 

частота fм = 14 · 105 Гц = 1 ,4 МГц . 
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1 0.4. Перестановочная двойственность 

Считаем, что точка наблюдения векторов ЭМ поля в подмаmи
ченных феррите или плазме расположена вне сторонних источников. 
При этом уравнения Максвелла являются однородными. Для намагни-

ченного феррита D = 80Е ,  В = !laH , поэтому 

( 10 . 12) 
для подмаmиченной плазмы D = t0E ,  В = JL0H , поэтому 

rotH = irot0E, rotE =  -iO>JL0H. ( 10 . 13) 
Если h = l;: h ,  то ( 10. 12) и ( 10. 13)  переходят друг в друга при 

замене F- ± Н  , Еа- JLa , fla- �а . Последнее соотношение предполага

ет замену компонент тензоров (10.5) н (10.8) по правилу Eanr JLanJ . 

Если изучены ЭМ явления для модели подмаmиченноrо ферри
та, заполняющего неоrраниченное пространство, то ЭМ явления в такой 
же модели подмаrниченной плазмы можно получить путем перестано
вок векторов напряженностей поля и параметров сред. Этот принцип 
называют принципом перестановочной двойственности для анизотроп
ных сред. 

Таким образом, при распространении ЭМ волны в подмаrничен-

ном феррите происходящие с векторами Н и Е ЭМ явления соответст
вуют в подмагниченной плазме ЭМ явлениям, происходЯЩИМ с вектора-

ми Е и Н . Это следствие уравнений Максвелла (10. 12), (10.13) и одина
ковой структуры тензоров tla и еа . Примером является поведение поло

жительно и отрипательно поляризованных по кругу волн, распростра
IIЯЮЩИХся в продольном направлении в феррите и плазме, явления фер
ромаmитноrо и rиромаmитноrо резонансов, эффекты смещения полей. 

1 0.5. Эффект Фарадея 

1. Рассмотрим постановки задачи о возможности существова
ния в феррите продолыю распространяющегося ЭМ поля. Для упроще
ния задачи считаем, что феррит заполняет неоrраниченное пространст

во, подмаrничивающее поле Ь = 1zh  и параметры Е0 , !la однородны 

по х, у .  Поэтому д!дх = д/ду = О . С учетом (1 0.5) при этом из (10. 12) 
имеем Ez = Йz = 0 ,  
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дЙу . . - . 
---= zroE Е 

дz а х • 
дЙх . - Е. 
--= Z(I)Ea у ,  дz 

дЁу . . 
-- = iOOJ..I.o (J..I.xH х -iaH У ), дz 
дЁх . < н· . н· ) -- = -ZOOJ..I.o J..l.x У + za х . 
дz 

( 10. 14) 

Необходимо найти ЭМ поле, векторы напряженностей которого 

Е, Н удовлетворяют уравнениям (10. 14) и условиям излучения 

при z � ±oo .  
В систему уравнений (10. 14) входят только составляющие 

Й х• Е у и Й У ' Ёх. Они являются поперечными относительно продольно

го направления, определяемого ортом lz . Это значит, что в рассматри

ваемой модели феррита могут существовать только бегущие Т-волны, 
распростраияющиеся вдоль возрастающих ( z � оо ) и вдоль убывающих 
( z � -оо ) значений z . Поэтому решение задачи надо искать в виде бе
гущей вдоль возрастающих значений z однородной по х, у плоской 

волны, удовлетворяющей условию излучения при z � оо (см. § 3.2, п.7): 
Н = iхЙх + iуЙу, E = ixEx + iyEy ,  

где 
• . 'kz • • • • 'kz • • 

Нх = Н0хе-• , Ey = -WyHx; Ну = Н0уе-• , Ex = WxHy, ( 10. 15) 

Йох , Й0у - амплитуды. Значения k ,  Wx , Wy - коэффициента рас

пространения и характеристических сопротивлений, а также связь меж-. . 
ду Нох и Ноу надо определить с помощью (10. 14). Это прямые волны, 

их вектор Пойнтинга ii = lzli:z (см. формулу (5. 1)). Обратные волны 

имеют ii = -1ziiz .  Для них (второе) решение системы (10.14) надо ис

кать в виде тоже линейно поляризованных бегущих вдоль уменьшаю
щихся значений z однородных по х, у плоских волн, удовлетворяю-

щих условию излучения при z � -оо : 
• ikz . • 

• 
• ikz . 

• Нх = Н0хе , Ey = WyHx; Ну = Н0уе , Ex = -WxHy. ( 10. 16) 
2. Решение задачи, прямые волны. Подставим для этого (10. 1 5) 

в (10. 14). Из первых двух уравнений получаем, сокращая общие множи
тели, k = ro'EaWx , k = ro'EaWy , т.е. Wx = Wy = W = k 1 ro'Ea . Из двух по-

следних уравнений имеем систему 

(k2 - ro2EaJ..I.oJ..I.x )йох = -iro2aEaJ..I.oH О у ; 
(k2 - ro2EaJ..I.oJ..I.x )но у = iro2aEaJ..I.oHox· 

( 10. 1 7) 
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ИсключЗJI из нее ii Ох' ii О у ' получаем �2 -ro2�a11o!J.J1 = (ro2 a�aJlo r '  
откуда имеем корни kl,2 = ro2 taJ.Lo (J.t х ± а )  . Таким образом, находим че

тыре корня kц,з,4 = ±co(EaJ.Lo(J.tx ± а  )] 112 Подставляя вместо Jlx и а их 

значения из ( 1  0.5), получаем k1•2,3,4 = ±ro�eaJ.LoJ!+ . В соответствии 

с условием излучения корни k1•2 = k+ = � соответствуют двум 
волнам, бегущим вдоль увеличивающихся значений z . Подставим 
k1 = k_ в ( 1 0. 17). Для первой волны получаем связь ортогоиалъно поля-

ризованных составляющих вектора iг : Й0у = iЙ0х • При этом из 

(10. 15) имеем Б; = iЁ; , W = W_ = k_ l roea . Эта волна имеет круговую 
отрицательную nоляризацию (см. § 10.2). 

Для второй волны, nодставляя k2 = k+ в (10.17), nолучаем 
' + . ' + ' + · ' + -Ноу -iHox . При этом из ( 10. 15) имеем Е у = -lEX ' w = w+ = k+ /(.tH�a . 

Эта волна имеет nоложительную круговую вращающуюся поляризацию. 
Таким образом, в намагниченном. однородном по х, у феррите 

прямая волна (1 0. 15), распростран.яющаяся в продольном направлении 
(в направлении h = lz h ), может существовать только в виде сумм.ы 
двух поляризованных по кругу плоских волн с противоположным.и на
правлениям.и вращения плоскостей поляризации: н х = н; + н; '  
н у = н; + н; .  

3. Обратные волны. Коэффициенты расnространения 
k3,4 = -� по (10.15) определяют обратные волны. Для nослед-

них с помощью (10. 17) находим Н�у = ±iЙ�х . Ортогональные в nро

странстве составляющие векторов iг и н+ сдвинуты по фазе на n/2  
и равны п о  амплитуде. Первu волна имеет отрицательную круговую 
поляризацию, вторu волна имеет положительную круговую поляриза
цию. Таким образом, обратнu волна, распространяюЩЗJiся в nродоль
ном направлении (в направлении вектора (-h) ), может существовать 
только в виде суммы двух поляризованных по кругу плоских волн с 
противоположными направлениями вращения плоскостей поляризации. 

Эти же результаты получаются при подстановке ( 10.16) 
в (10. 14). Но тогда (10. 16) удовлетворяют условиям излучения при 
kl.2 = k+ .  

4. Поляризации ЭМ поля и эффект Фарадея. При учете потерь 
J.L± = J.L� iJ,t; . Поэтому для а± и 13± нз выражения 
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k2 IA . \2 2- {, · '  . " ) -± = IJЧ - za± J = (J) €aflo \JA'± - lJl± получаем ПрИ е а = € а тем же путем, 

который использован при выводе (10. 1 1) :  �:} = ro[ еа�о ( �Jl� + Jl�2 + Jl�
) J12 

(10.18) 

Если h < h1 ,  то как следует из графиков рис. 10. 1 ,6, Jl: < Jl� , 
Jl� =О  . При этом из (1 0. 18) имеем а± =О  . Поэтому обе волны круго

вых поляризаций распространяются с минимальным затуханием. Най

дем ортогональные составляющие Й х и Й У вектора il результирую
щего поля прямой волны. Имеем . . + . . + . 

Нх = Нх +Н; = H0x exp(-ik+z) + R"0x exp(-ik_z). 
Если й;х ехр( -a+z) = Йох ехр( -a_z) = Й 0 exp(-az) , где 

. . + . - . . 
Н0 = Нох = Нох • а = а+ = а_ , то Hx = H0 exp(-az)x 
x [exp(-if3+z) + exp(-i{3_z)]. Вынесем из квадратных скобок множитель 

exp[- i({3_ + f3+)z/2] и к результату применим формулу Эйлера. 

Получим 

поля 

Йх = 2Й0е-а.z · e-i((3_+(3. )z/2 ·cos[{{3_ -{3+ )z / 2} 
Для результирующего поля имеем 

й у = н; + й; = -iй;х ехр( -ik+z) + iЙ"Ох ехр( -ik_z). 
Аналогичным образом иреобразуя это выражение, имеем 

Й у = 2Й0е-а.z · e-i((3_+(3. )zt2 · sin(ф_ -f3+)z/2} 
Обозначая у = ({3_ - {3+)z /2 , получаем вектор результирующего 

H = l  Й + l  Й = 2Й e-a.z . e-i((3_+(3. >ztz ,fl cosy+l  siny) х х у у О \ х  у ( 10. 19) 
Таким образом, ортогональные составляющие вектора il син

фазны или противофазны, поэтому он линейно поляризован, фаза его 
линейно меняется по z , коэффициент фазы равен средней величине 
({3_ + {3+)/2 ,  значит, фазовая скорость равна средней между фазовыми 

скоростями положительно и отрицательно поляризованных волн. Но 

угол наклона вектора il к оси х y = y(z) = (f3_ - {3+)z / 2  с ростом z 
увеличивается. Конец вектора il по мере распространения волны 
(с ростом z )  описывает винтовую линию (рис. 10.3,а). На длине пути 

z = l вектор il поворачивается по часовой стрелке на угол 
у1 = 0,5({3_ - {3+)1 . 
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Вектор Е :::: 1., (н; + .Е;)+ ly (н; + н;) суммарного поля не явля

ется линейно поляризованным, так как характеристические сопротивле
ния положительно и отрицательно поляризованных волн неодинаковы 

( W+ Ф W_ ). Поэтому W+Й 0 * W_Й 0 . Сложение векторов напряженно

стей полей двух круговых поляризаций при разных амплитудах напря
женностей полей nриводит к полю эллиптической поляризации. Боль-
шая ось эллипса поляризации вектора Е поворачивается так же, как 
поворачивается вектор ii . 

При более точном учете потерь в феррите оказывается, что 
. + . а+ Ф а_ . Поэтому H0x exp(-a+z) :;t H0x exp(-a_z) результирующие 

векторы ii и Е оказываются эллиnтически поляризоваными в попе
речной плоскости. Но большие оси эллипсов поляризации поворачива
ются с ростом z на угол у =  0,5(/3_ -/3+)z . 

Описанное явление называют эффектом Фарадея. Параметр 
у0 = (/3_ -/3+)/2 - постоянная Фарадея. Она зависит от частоты, ве
личины подмагничивающего поля и свойств феррита. Среды, в которых 
существует эффект Фарадея, называют гиротропными (вращающими). 

5. Вектор ii обратной волны в модели, в которой отсутствуют 
потери, тоже имеет линейную поляризацию. Поворот его nроисходит 
тоже по часовой стрелке (если смотреть вдоль вектора h )  и определяет
ся постоянной Фарадея (рис. 10.3,6). 

у 

х 

х 

а 

Рис. 10.3. Поворот вектора Н прямой (а) и обратной (б) волн 
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На nyrи длиной z = l вектор Н прямой волны nолучает nово
рот плоскости nоляризации на угол у1 = 0,5(13_ -13+)1 (рис. 10.3,а). Если 

вектор Н обратной волны на расстоянии z = l находится под углом у 1 

к оси х (рис. 10.3,6), то на nyrи z = l ,  nоворачиваясь по часовой стрел
ке, он nриобретает дополнительный угол у1 • В начале координат он 

находится nод углом 2у1 к оси х .  Таким образом, вектор Н в исходное 

состояние (рис. 10.3,а) nрямой волны в начале координат не приходит. 
Это значит, что поле в гиротропной среде не подчиняется принципу вза
имности. 

6. Возможность существования в плазме продольно расnро
страняющегося ЭМ поля изучим с nомощью математической модели, 
рассмотренной в §  10.3. При этом считаем, что rюдмагничивающее nоле 
h = 1z h и параметры Е0 , Jla однородны по х, у . Поэтому 

д 1 дх = д 1 ду = О . Не решая уравнений ( 10 . 13 ), исnользуем nринцип 

nерестановочной двойственности. 
Применяя его к ( 10. 1 5), ( 10. 16), оnределяем следующее. В на

nравлении nодмагничивающего поля в плазме могуr расnространяться 
две nрямые волны с коэффициентами расnространения k:r: и две обрат

ные волны с такими же коэффициентами расnространения. Значения 
а+ и 13=t определяются по ( 10. 1 1). Ортогональные составляющие век-

торов :Е+ связаны так: Eciy = ±iЁ"rix . Это значит, что две прямые волны 

поляризованы по кругу и имеют противоположные направления враще
ния плоскостей поляризаций. Для существования линейно поляризован-

ных векторов Е nрямой и обратной волн надо, чтобы а+ = а_ . При 

этом вектор Е прямой результирующей волны nолучаем из ( 1  0. 19): 
Е z 2Ё0е-аz ехр[- i(l3+ + 13_)z/2J(lx cosy + 1у sin у) . 

С ростом z его угол наклона к оси х увеличивается. (На рис. 10.3,а 
вектор Н надо заменить на вектор Е ). В плазме при продольном рас
пространении поля (вдоль вектора h) наблюдается эффект Фарадея. 
Вектор Н эллиптически поляризован в поперечной плоскости, большая 
ось эллипса поляризации его поворачивается так же, как поворачива-
ется вектор Е . 

7. При расчетах параметров плазмы nр.именяется понятие ко
эффициентов преломления волн, поляризованных по кругу: п± = 13± 1130 , 
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�о = ro/c . Если не учитываются потери, то �± = �о� (см. § 10.3, п.6). 

Тогда n± ..[?; = �-ro� 1 ro( ro + rом ) Г'2 • При этом постоянная Фарадея 

y0 = �0(n_ -:-n+ ) /2 . 

1 0.6. Воnнь1 в поперечно намагниченных феррите и 
плазме 

1. Рассмотрим постановку задачи о возможности существова
ния в подмаrннченном феррите поперечно распространяющегося 
ЭМ поля. Пусть направление распространения ЭМ поля перпендику
лярно направлению подмаrnичивающеrо поля. В математической моде
ли феррит заnолняет неоrраниченное пространство, подмаrnичивающее 
поле ( h  = 1z h )  и параметры феррита однородны по у и z .  Направление 

распространения поля определяется ортом 1 х • При этом 

д/ду = д!дz = 0  и из (10. 12) получаем 

О =  irof.iix, О =  -iOOJ.A.o{,.!xй х - iаЙ у }  
дй z • - в· дЕ r . . ' - дх = lOOE0 У' -a:- = iOOJ.A.0�aHx + J.A.xHy}>  
дЙу . - . дЁу . . 
--а;- = lOOEaEz, дх -lOOJ.A.oJ.A.zH z · 

(10.21) 

Необходимо найти ЭМ поле, векторы напряженностей Е, il ко

торого удовлетворяют уравнениям (10.21) и условиям излучения 
при х � ±

оо . 
2. Решение системы уравнений (10.2 1 )  ищем в виде линейно 

поляризованных бегущих вдоль возрастающих значений х (прямые 
волны) плоских волн, удовлетворяющих условию излучения при 

х � оо • Продольная составляющая Ёх = О .  Поперечные составляющие 

Ёу и Йz векторов Е и il ,  как видно из (10.2 1 ), связаны только вто

рым и шестым уравнениями системы. Поэтому последНИе определяют 

Т-волну. Составляющие Ёz , Й х , Й У связаны третьим, четвертым 

и пятым уравнениями, так как Йх :F- О ,  то они определяют Н-волн.у от

носительно продольного направления (оси х ). Решение ищем в виде, 
аналогичном ( 10. 1 5) : 
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• • 'kx • • 

Hz = H0ze-• , Е., = W.,Hz ; 
• • 'kx . . -ikx • . Нх = Н0хе-• 

, Н., = Н0.,е , E. = -WzHy, 
(10.22) 

где амплитуды Йоz , Йох ,  Й0., ,  характеристические сопротивления и 

коэффициент распространения надо определить из (10.2 1). Вектор 
Пойитинга Т-волны направлен вдоль оси х ;  вектор Пойитинга Н-волны 
имеет составляющие ii х• Ii У • 

Рассмотрим Т-волну. Подставим Йz, Ёу в (10.21).  Получаем 

Wy = k 1 ООЕ0 , k2 = ro2Ea/Jo/Jz и корнями .IIВ.ЛЯЮТСЯ k1,2 = ±ro(€0/.J.o J12 • 
Условию излучения для прямой волны удовлетворяет корень 

k1 �1 = ro(ёa/Jo J12 • Поэтому WY = И'!! = k11 1 rоёа = {,.t0 ffa J12 • Таким об-
. 

разом, решение ii z = Й Oz ехр(- i�1x) , Е у = И'!! Н z определяет обыкновен

ную плоскую линейно поляризованную однородную Т-волну, распростра
няющуюся с фазовой скоростью v11 = ro/�11 .  Если не учитываются поте-

ри, то �11 = ro(Ea/JoY'2 • Вектор Н = lzЙ z 11 h ,  поэтому Н не влияет на 

прецессию магнитного момента эле:rсrрона. Вектор E.Lh . Эта волна не 
«замечает» подмагничивающего поля. 

3. Необыкновенно ведет себя Н-волна. Подставляя ii х• Й У 

и Ё4 в (10.2 1), имеем: 

k = roёaWz; I.J.xЙox = iаЙоу; kWzЙoy = OOf.lo�aЙox + llxЙoy) ( 10.23) 

Таким образом, Wz == klro€0 , Йoy = -iJ.J.xЙox la , т.е. ортого

налъньrе составляющие Й х и Й У сдвинуты по фазе на :rt/ 2 . Поэтому 

вектор Н этой волны имеет эллиптическую поляризацию в плоско
сти ху . Вектор Е lz Ez имеет линейную поляризацию. Исключая Йох 
и Йоу из (10.23), получаем k2 = ro2eaJ.Lo�� - a2)1J.J.x, т.е. решениями 

удовлетворяет, корень 

wz = w.L = k .L 1 (1) ёа . 
Тогда 

Если обозначить через !.J..L �; -а2 )IJ.J.x - относительную 
магнитную проницаемостъ феррита для этой волны, то 
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k1. = ro(E0f.tolll. Y'2 • Подставляя вместо llx и а их значения из (10.5) 
и учитывая выражения для f.t± (§ 10.2, п.З), имеем 

ll1. = (J..tx - awx + a)IJ..tx = 2f.t+ll- /(J..t+ + J..t_ )=  J..t� - iJ..t� . 
Если предположить, что f.t� = О , то f.11. = J..t� .  Значение J..t_ = 1 

(рис. 10. 1,6). При этом f.11. = 2J..t: 1(1 + J..t: ) .  При пекотором значении 

h = h1. имеем f.t: = -1 (рис. 10.1 ,6) и знаменатель обращается в нуль. 

Тогда f.11. неограниченно возрастает. Так как Е0 = Е� - iE: , то 

k1. = fЗ1. - ial. = ro{Eaf.toll�Y'2 = ro(J..t0J..t� Y'2(E� - iE: Y'2 . Значит, al. при 

f.t� � оо неограниченно возрастает, а фазовая скорость волны 

v 1. = ro//31. � О .  При этом наступает поперечный ферромагнитный ре
зонанс. Если J..t� :t: О , то а 1. и /31. определяются по ( l  0.18), в которых 

J..t' ± и J..t� заменяются на J..t� , J..t� . При этом а l. резко возрастает при 

h = h 1. < � , где � - напряженность подмагничивающего поля про

дольного резонанса (рис. 10.1 ,6). Полагая 1 + f.t+ = О  и подставляя зна

чение f.t+ , получаем, что при поперечном ферромагнитном резонансе 

ro2 - ro� - ro0ro., = О . Оrсюда находим частоту ro 1. поперечного ферро

магнитного резонанса: ro l. = [rом (ro., + ro0)] 11 2 • 
Если J..t� < О , то в этой области значений h проявляется эф

фект смещения поля необыкновенной волны. 
4. Рассмотрим поляризацию результирующего ЭМ поля. Рас

пространяющееся в поперечном направлении ЭМ поле по (10.22) может 
существовать только в виде наложения полей обыкновенной и необык-

новенной волн. При этом E = lyЁy + lzЁz и 

Ёy 1Ёz = <П'!IЙ0z /Wl.Йoy ) ·exp[i(kl. -kll)x] . Предположим, что фазы 

п-;1й Oz и W 1. Й 0 У равны. Тогда значение \jl = (/3 1. -(311 ) определяет раз

ность фаз ортогональных составляющих вектора Е . Если 

\jl = (/31. -/311 )xn = mt , где п = 0,1,2, . . .  , то в точках xn по оси х вектор Е 
линейно поляризован. В остальных точках этой оси \jl отличается от 

nn и Е имеет в общем случае эллиптическую поляризацию. В тех точ

ках оси х ,  где IБy i = IEz l и \jl = (2n + l)n/2  результирующий вектор Е 

имеет круговую поляризацию. 
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Аналогичным образом ведет себя и вектор Н = lу
Й У +  l,

Й
, , 

находящийся в поперечной плоскости ( yz ). 

5. Решением задачи, удовлетворяющим ( 1 0.2 1 )  и условию излу

чения при х � -оо , для обратной обыкновенной волны ( ii , , Е 
у ) явля-

ется (10.22) и при k k2 = -ro{ЁaJ..LoJ'2 ,  а для обратной необыкновенной 

волны ( Йх ,  Й
у , Е, )  ( 10.22) при k = k2 =k1.,н= 

=-ro[EaiJ.o�; - a2 )lf.!xГ '2 • Распространение обратных волн сопровож

дается теми же эффектами, что и распространение прямых волн. 
6. При поперечном распространеини поля в однородной .модели 

плазмы, заполuющей неогравиченное пространство, происходят те же 
ЭМ явления, что и в подмагниченном феррите. Используя принцип пе
рестановочной двойственности для обыкновенной прямой Т-волны из 
( 10.22) имеем: 

• • • 1 • Е, = Е0, exp(-ik� х), Н У = -W( Е,, 

где kll = ro(eoE,J.LoJ'2 ' "'11 = (f.!o /eoez.Y '2 ' vll = ro/�1 · 
Намагниченная плазма для этой волны является линейной изо

тропной средой, Ez не зависит от h .  
Необыкновенная прямая волна является Е-волной, так как она 

имеет продольную составляющую. Из ( 10.22) имеем: 

Ех = E0x exp(- ik.Lx} Еу = E0y exp(- ik.Lx} Й, = W_L1E, , 
где 

k .L = f3 .L - ia .L = ro(e0e .LJ.Lo У12, е .L = (е; -Ь2 У е х = 2е+е_ /(е+ + е_} 
{. . 'V-12 • • • w.L = IJA-0 1 ЕоЕ .L J ' Еоу = -ze хЕох 1 ь. 

Ортогональные составляющие вектора Е сдвинуты по фазе на п/ 2 ,  
поэтому Е эллиптическн поляризован в плоскости распространения (в 
плоскости ху ). 

Поперечно распространяющееся в плазме ЭМ поле может су
ществовать только в виде наложения обыкновенной Т-волны, у которой 

Е 11 h ,  и необыкновенной Е-волны, у которой El.h . Векторы Е и Н 
результирующего поля эллиптически поляризованы в плоскости yz . 

Если на частоте w имеем le+ + e_l � О ,  то резко возрастает значение 

коэффициента затухания а J.. , а фазовая скорость v J.. � О  ; возникает 

поперечный гиромагнитный резонанс. 
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д/Iя обыкновеююй ВОJПIЪI условие Ez = О вьmолняется при w = w0 

( v = О  ), для необыкновеююй волны условию Е J.. = О соотвеrсmуют две воз
можнОСIИ: или Е+ = О или с = О , которым соотвеrсmуют две предельные 

частоты ro1,2 = [( rом 12  f + ro�] 112 + rом /2 . Если ro > ro1,2 , то в 111Ш3Ме может 
существовать вотювой процесс необыюювеююй волны (см. § 10.3, п. 7). 

Коэффициент преломления (при v = О) обыкновенной волны 

поб = 1311 1130 = (1 -ro� 1 ro2 J' 2 , необыкновенной волны -

пно =/ЗJ.. I/Зо = ((Е; -b2)/EJ''2 = (2E+E_ I(E+ +Е_)]"2 . 
7. Пусть верхнее полупространство ( у <  О )  заполнено однород

ной изотропной линейной средой. Нижнее полупространство ( у >О )  -
подмагниченная плазма или феррит. Граница раздела сред - плос
кость у = О .  Из верхнего полупространства на границу раздела падает в 
направлении, перпендикулярном подмагничивающему полю h , одно
родная плоская линейно поляризованная Т-волна (1 - на рис. 10.4). 
При этом иреломленное поле является суперпозицией полей обыкно
венной и необыкновенной волн. Явление раздвоения иреломленных 
волн называют двойным лучепреломлением. 

При решении задачи об отражении и преломлении ЭМ поля 
вектор Еп разлагают на сумму двух векторов: Еп = Е� + Е� , где Е� -
перпендикулярный, а Е� - параллельный плоскости падения векторы. 

При этом Е� 11 h , Е� вызывает по
явление в нижнем полупространст
ве, заполненном плазмой, обыкно-
венной волны (3). Вектор E�l..h , он 
вызывает появление в нижнем по
лупространстве (в плазме) необык
новенной волны (4). Поскольку ди
электрическая (в случае плазмы) или магнитная (в случае феррита) 
проницаемости для этих волн раз-

Рис. 10.4. Двойное луче- личны, то различны направления 
преломление распространения (углы преломле-

ния) обыкновенной и необыкновен
ной волн. В верхнем полупространстве существует отраженное поле (2). 

Законы отражения от границ раздела сред с гиротропными 
свойствами изложены в [84]. Преобразование линейной поляризации в 
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эллиптическую в поперечно намагниченной среде называют эффектом 
Коттона-Мутона или эффектом Фохта. 

1 0.7. Понятие об ЭМ явлениях в нелинейных средах 

1. При большом значении напряженности электрического поля 

I:EI ;:::: Е волны, распространяющейся в плазме, проявляются нелинейвые 

свойства последней. Например, ЭМ поле как бы само себя модулирует. 
Упрощенно процесс можно объяснить так. Скорость движения электро
на и = ldll 1 dt связана со средней длиной пути L , пройденного электро-

ном между двумя столкновениями, выражением v = и 1 L . Но 
и ;:::: ит + и  Е , где ит - скорость теплового движения электрона, 

и Е ;:::: е3Е 1 rom3 - скорость, приобретаемая электроном под действием 

распространяющегося поля. Обычно ит >> иЕ , поэтому 

и =  (иi + и�]12 
= ит{1 + и� l 2иf ). При этом и =  ит(1 + аЕ2 1 ro2 ) , где 

а = е; 1 2т;и:f. . На частотах диапазонов ОНЧ и НЧ ит и и Е соизмеримы 

уже при Е = 0,1 + 2 мВ/м, на частотах диапазона СЧ - при 

Е = 2 + 20 мВ/м. Если напряженность поля превышает эти значения, то 
v меняется пропорционально Е .  Следовательно, значения cr в (10.9) и 
в (10. 10) зависят от Е .  Поэтому коэффициенты затухания а± в (10. 1 1) 
меняются с изменением Е . Возникают нелинейные явления. 

При амплитудной модуляции векторов Е, Н распространяюще-

гося поля имеем, например, для составляющей Е т вектора Е : 
Е т = {1 -М cos Qt )Е , где М , Q - коэффициент и частота модуляции, 

Е - амплитуда напряженности электрического поля. Тогда 

и = ит � + аЕ2 (1 -М cos Qt 'f 1 ro2 J, т.е. v ,  а следовательно, и а± меняет

ся с изменением частоты модуляции, а± зависят от напряженности 

электрического поля. Происходит демодуляция. В диапазонах ОНЧ 
и НЧ глубина проникновения ЭМ поля в ионосферу мала. Поэтому этот 
тип нелинейности проявляется главным образом в диапазоне СЧ. 

В нелинейной среде распространяющееся поле воздействует 
само на себя. Оно изменяет свойства среды, а среда изменяет структуру 
ЭМ поля. Это проявление самовоздействия волны. 

Возможен случай распространения в ионосфере двух ЭМ полей, 
первое из которых имеет большое значение напряженности электриче
ского поля, а второе - малое. При этом первое поле модулирует значе-
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ние v со своей частотой модуляции. Второе поле распространяется 
в среде, параметры которой модулированы. Поэтому второе поле вос
принимает модуляцию первого. Эту кросс-модуляцию называют люк
сембург-горьковским эффектом. 

2. · Компоненты тензора магнитной проницаемости феррита 
(10.5) получены в предположении «малости напряженности маrnитного 
поля». В общем случае вектор маrnитной поляризации единицы объема 
феррита и напряженность магнитного поля связаны нелинейным соот
ношением, так как само уравнение движения суммарного маrnитного 
момента является нелинейным. 

ЭМ явления в нелинейных средах используются в радиотехнике 
и радиофизике для nрообразования частоты ЭМ поля, генерирования 
и усиления ЭМ колебаний. 

3. Электродинамику, основанную на уравнениях Максвелла 
( 1 .73) с учетом нелинейных материальных уравнений (см. § 1 .2, п.9) 
называют нелинейной макроскопической электродинамикой. Если на
хождение конкретного вида материальных уравнений среды невозмож
но отделить от исследования уравнений Максвелла, то нелинейвые за
дачи называют самосогласованны..ми. Если материальные уравнения 
установлены опытным или теоретическим путем и введены в уравнения 
Максвелла, то нелинейвые задачи называют феноменологическими. 

Для многих полупроводников, сеrnетоэлектриков статические 

характеристики представляются в виде D = D(E) , В = J.l.aH , для ферро-

маrnетнков в виде D = еаЕ , В = В(Н) . Динамические характеристи

ки соответствуют быстроменяющимся ЭМ полям. Динамическую ха
рактеристику конкретной диэлектрической среды представляют в виде 

пекоторой функциональной связи 

D.. между D и Е и их временными и 

Еш 
Рис. 10.5. Нелинеймая 

характеристика Dm(Em) 

пространствеиными производными. 
Динамическую характеристику 
конкретной ферромаrnитной среды 
представляют в виде функциональной 
связи между В и Н и их 
временными и пространствеиными 
производными. Аналогичным образом 
представляется динамическая харак
теристика тока проводимости. 

4. Рассмотрим модель 
нелинейной изотропной среды, на 

которую воздействует гармонический во времени сторонний источник. 

Введем определения. Пусть Dт = Dm(Em) , B = J.taH или D = eaE , 
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Вт = Вт(Нт) .  Разложение функций Dт(Ет )  и Вт = Вт(Нт) в окрест

ности точек Еот и Н от в ряды Тейлора дано в § 1 .2. Частный случай 

зависимости Dт = Dт (Ет) изображен на графике рис. 10.5. Значения 

Еот , Н от - напряженностей «полей смещения» - не зависят от вре

мени. 
Расписывая ряд Тейлора для Dт(Em) , имеем 

2 Dт(Ет) = dот + dтl (Ет -Еот) + dт2 (Ет - Еот)  + ... , 
где dот = Dт(Ет) , dтl = дDт(Еот)/дЕт , dт2 == 0,5д2Dт(Еот) /дЕ;, . 

Обозначим АЕт = Е т -Еот , тогда Dт (Е т )-Dт (Еот) = Wт . 
Если в окрестности точки Ет = Еот нелинейпая характеристика линеа

ризируется, то всеми членами ряда, за исключением первых двух, надо 
пренебречь. Тогда Wт /АЕт = дDт(Е0т)/дЕт = dтl = EoEg . Величину 

eg = dт1 /е0 называют относительной дифференциальной диэлектриче
ской проницае.мостью. 

Аналогично, относительной дифференциальной магнитной 
проницае.мостью среды называют величину 

llg = bт1 fllo = !l(/дВт(Н0т) /  дНт . Удельная дифференциальная прово

димость среды определена в ( 1 . 16). 
Рассмотрим сначала среду, в которой функция Dт (Е т ) нели-

нейна, а В = J.LaH ,  что характерно для диэлектриков, полупроводников. 

Подставим ряд Тейлора функции Dт(Ет) в первое уравнение Мак

свелла (1 .73), а В =  llaH - во второе и спроектируем их на оси х, у 
или z . Для сокращения записи положим j

м
с = О • Получаем 

rotт Н =  :fdms �(Ет -ЕотУ + аЕт + j� . 
s=O дt 

Е 
дНт 

rot =-J.L --. т а дt 

(10.24) 

Пусть сторонний ток меняется во времени по гармоническому 
закону: 

j�(p, t) = /J� (p)l cos(rot + \jl) = 0,5U� (p)exp(irot) + J;,c (p)exp(-irot)]. 
Если предположить, что Ет(р, t) тоже меняется по гармоническому 

закону: 

Ет(р,t) = /.Eт (P)jcos(rot + Ф) = 0,5[Eт(p)exp(irot) + .Ё':(p)exp(-irot)], 
404 



то возводя Е т - Е0111 в степень s , находим, что правая часть первого 
уравнения состоит из суммы временных гармоник кратных частот nro, 
где n = 0,±1,±2, ... . Поэтому левая часть уравнения (вектор Н )  должна 
состоять из наложения бескон.ечноrо количества гармоник кратных час
тот. Из второго уравнения следует, что и вектор Е состоит из наложе
ния бесконечного количества временных гармоник. Таким образом, все 
векторы ЭМ поля можно разложить в ряды Фурье: 

00 "' "" 

Е =  LЁneinoJr ' Н == l: H,/noot ' jc == LJneinoJt ' 
n=-oo n:::-co 

( 10.25) 

где Ё11 Ё11(p,nro) , Н11 = H11(p,nro) комплексные амплитуды векто
ров напряженностей поля на частотах nro (временных гармоник), 
J� = 0,5Uc (p)O� +j*c(p)o;1j, Б� - символ Кронекера: o� ::::: l при q = n 
и о� о при q "' n . 

Подставим ( 10.25) в ( 10.24). Учтем, что при s = O  производпая 
по t равна нулю. Для сокращения записи положим, что Eom = О . По
следнее условие не имеет принципиальноrо значения. Выделим член 
ряда Тейлора, соответствующий s = 1 , и объединим подобные. Получаем 

00 ... 
rot l:Епетооr == - l:inro�-taHпeiпoot , 

n=......aa 

(10.26) 

где ёап = d1111 - icr 1 nro. Пользуясь правилами перемножения рядов [85], 
возведем в стеnень s ряд Фурье в nервом уравнении. Получаем 

[n�_!mneiпrot J = 11�Emneiпrot, (10.27) 

где 
(10.28) 

q=_",. 
Emn(s - 1, р) определяется тем же правилом (10.28). 
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Подставим (10.27) в (10.26). Выполним дифференцирование по 
t и приравняем члены разложений рядов Фурье в правой и левой частях 
равенств. Имеем 

� rotm iln = iпю'ЕапЁтп + }� + in(J) LdmsEmn (s, p), 
s=2 ( 10.29) 

rot:En = -inroJ.Laiiп. 
Если характеристики Dm = Dm(Em) линейны, то dтs == О  при 

s � 2 .  Тогда (10.29) есть обычные уравнения Максвелла в комплексной 

форме. Временные гармоники En, Hn на данной частоте n(J) не зависят 

от временных гармоник Eq, Hq всех других частот qro . Только на час

тоте ro (при п = 1 )  имеется сторонний источник, порождающий в среде 
ЭМ поле на этой же частоте. На других частотах пю ( n :�; 1 )  уравнения 
(10.29) однородны. 

Но если характеристики Dm == Dm(Em) нелинейны, то хотя бы 

один из коэффициентов dтs :�; О  при s � 2 . Тогда все гармоники крат

ных частот связаны системой уравнений (10.29). Последняя является 
нелинейной, так как в нее входят бесконечные суммы (10.28) произве
дений гармоник поля. Например, при s � 2 имеем 

"" 

Етп(2, р) == L Emq (p)Em,n-q (P). 
q=---<oa 

Сторонний источник порождает ЭМ поле только на частоте ro .  
Но локально (в каждой точке) и во всем объеме нелинейной сре

ды происходит преобразование спектра ЭМ поля. Гармоники взаимо
действуют между собой и порождают друг друга. Спектральные состав
ляющие векторов поля имеют кратные частоты и связаны нелинейной 
системой уравнений Максвелла. 

При расчетах нелинейпая характеристика Dm = Dm(Em) ап

проксимируется конечным числом Q членов ряда Тейлора. Тогда 

в (10.29) ряд по s ограничен количеством членов от s == 2 до Q .  При 

приближенных вычислениях систему (10.29) «укорачивают» («обреза
ют», редуцируют), пренебрегая влиянием высших гармоник. Так можно 
вычислить приближенное значение первой гармоники, затем, пренебре
гая влиянием высших гармоник, - вторую и т.д. 

Вспомогательное соотношение, аналогичное лемме Лоренца 

в интегральной форме для En , Hn , кроме поверхностных интегралов, 

включает объемные интегралы от произведений гармоник векторов поля 
и векторов вспомогательного поля. Это затрудняет въшолнение расчетов. 
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4. В случае среды, имеющей нелинейпую характеристику 
Вт = Bm(Hm) и линейное материальное уравнение D = с0Е (ферромаг� 

нетики) из ( 1 .73) аналогичным образом можно по.JlуЧИТъ нелинейпую 

систему уравнений Максвелла для Е11, ii" . Отличие ее от ( 10.29) состо

ит в том, что сумма по s с коэффициентами bms (см. § 1 .2), оnреде

ляющая взаимодействие временных гармоник nоля частот nro, входит 
не в nервое, а во второе уравнение Максвелла. 

5. Рассмотрим модель нелинейной изотропной среды, на кото
рую воздействует сторонний источник, ток которого имеет две сnек
тральные составляющие на частотах ro и Q . Тогда 

J (p,t) = p1(p)\cos(rot + W1) +P2(p)\cos(Qt + W2). 
На среду воздействует биrармонический источник. Считаем, что 
Dm = Dm (Е т) - нелинейпая характеристика, В = f..l.aH - линейно. 

Предnоложив сначала, что Em(p, t) тоже имеет только две 

сnектральных составляющих на частотах ro и Q и подставив nри этом 

Е". в ( 1  0.24), получим, возводя (Ет -Eom ) в степень s , что nравая 

часть nервого уравнения ( 10.24) состоит из суммы сnектральных со
ставляющих всех разностных частот ronq = nro + qQ ,  где n, q = 0,±1,±, ... . 
Поэтому левая: часть уравнения (вектор Н ) состоит нз наложения бес
конечного количества спектральных составляющих на частотах ronq . Из 

второго уравнения ( 10.24) следует, что Е представляет собой наложе
ние бесконечного количества сnектральных составляющих, имеющих 
частоты ronq . Таким образом, векторы ЭМ nоля можно разложить 
в двойные ряды Фурье: 

Е= � Е· kn""t Н = � н· kn""r •с = � j· iw""' 
� nqe ' � nqe ' J � nqe • ( 10 .30) 
n,q n,q n,q 

где n, q = O,±l,±2, ... , Enq = E(p,ronq) ,  Hnq = H(p,ronq) - комnлексные 

амплитуды векторов наnряженностей полей на частотах ronq , 
J�c =: О 5t�cOIO + J••с0-ю + J•coOI + J�•c0o-t / OV+ = 0v0+ nq • LJ1 nq 1 nq 2 nq 2 nq J nq n q • 

Подставим ( 10.30) в (10.24) и nоложим Eom = О . Выделим член 

ряда Тейлора, соответствующий s 1 , и объединим подобные. Исполь

зуем правило nеремножения двойных рядов [85] .  Выполнив дифферен
цирование по времени и приравняв члены разложений рядов Фурье 
в nравой и левой частях равенств, получаем 
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� . 

rotm Hnq = iro"fanqEm,nq + J�.nq + i(J)nq LdmsЁm,nq(s, р), 
s=2 

rot:Enq = -iroпqllaнnq, п, q = 0,±1,±2, ... , 
где Eanq = dmi - iCJ 1 (J)nq , 

Em,nq (s, р) = L Em,xy(S - 1, p)Em,n-x,q-y{P), 
ху 

а Em,xy (s - 1, р) вычисляется по тому же правилу (10.32). 

( 10.3 1 )  

( 10.32) 

В радиотехнике частоты ronq называют комбинационными, 

а значения Enq• Hnq - комбинационными составляющими векторов 
поля. Из (10.3 1),  ( 10.32) следует, что если нелинейпая среда испытывает 
бигармоническое воздействие стороннего источника, то в ней порожда
ются комбинационные гармоники векторов поля. Последние, взаимо
действуя между собой, порождают друг друга. Происходит преобразо
вание спектра частот ЭМ поля. Возможно порождение постоянных 

составляющих векторов поля Е00, Н00 , соответствующих частоте 

ronq == О и высших комбинационных составляющих, отсутствующих 

в спектре тока (поля) стороннего источника. Комбинационные состав
ляющие связаны системой нелинейных уравнений (10.3 1 ). 

6. В радиотехнике и радиофизике применяются иелинейные элементы, сосредо
точенные в малых объемах пространства в разрезах между проводииками. В этом случае 
в окружающем пространстве материальные уравнения являются линейными. На поверх
ности нелинейного элемента можно задать нелинейные граничные условия типа импеданс
ных [87) и на их основе с помощью выражений типа (3. 1 8) привести решение граничной 
задачи определения комбинационных составляющих к решению систем нелинейных ал
гебраических уравнений. 

ЗАДАЧИ 
1. Вычислить компоненты тензора относительной магнитной проницаемости 

феррита на частотах f = 0,9 fм и f = l,lfм , если ro0 = ljfM 0 ,  h = 2,9 · 105 А/м и для дан-
ной марки феррита намагниченность феррита М 0 = 1,13 · 1  05 А! м. 

2. Вычислить относительные магнитные проницаемости nоложительно и отри
цательно поляризованных волн на частотах f = 0,9 fм и f = l,lfм при условиях преды
дущей задачи. 

3. Рассчитать коэффициенты затухания и фазовые скорости положительно и от
рицательно поляризованных волн в ионосфере на частоте 1 МГц, если плотиость электро-
нов равна 105 эл/см 3 , v = 104 с-1 , h = 40 А/м. 
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· 4. Линейно nоляризованная 8QЛна расnространяется в ионосфере Земл:н вдоль 
nодмаmичивающего nоля. Вычислить длину пуm, на которой ллоскость поляризации 

nоворачивается на 90° на частоте 5 МГц, если электрониu ллотность равна 105 эл/см 3 , 
v ;:  о .  

5. Для среды, имеющей линейное D е0Е и Нелинейное Вт "' Вт(Н т >  мате

риальные уравиени.я,· в случае монохроматического воздействия стороннего источника на 
среду заnисать нелинейную систему уравнений Максвелла для rармонлк векторов поля 
кратных частот. Сделать выводы. 

6. Для среды, имеющей линейное D е0Е и нелинейное Вт "' Bm<Hm) мате

риальные уравнени.я, в случае биrармонического воздействия на среду стороинего источ
инка записать нелинейкую систему уравнений Максвелла для комбинационных состав· 
ляющих векторов nоля. Сделать выводы. 
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1 1. РАСПРОСТРАНЕНИЕ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В 
НЕйДНОРОДНЫХ СРЕДАХ. ПОНЯТИЯ О 
ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 

1 1 .1 .  Общие сведения 

1. Явления, возникающие при распространении ЭМ поля в неоднородных сре
дах, имеют большое прикладкое значение. Например, непосредственный практический 
интерес имеют задачи, связанные с распространением ЭМ волн в неоднородных атмосфе
рах Земли и других планет, в неоднородной неподмагниченной плазме, в солнечной коро
не, в земной коре, в направляющих системах с неоднородным заполнением, а также тех
нические задачи, решающие вопросы уменьшения или увеличения коэффициентов отра
жения и прохождения ЭМ поля через слой неоднородной среды. 

В однородной среде, в которой распространяется ЭМ поле, могут быть распо

ложены локальные неоднородности, характеризуемые электрическим размером /3а 
(или а/Л ). Например, неоднородностью может быть тело типа кругового цилиндра ра

диуса а , типа клина и др. 

В математической модели неограниченного пространства, заполненного неод

нородной средой, роль параметра а 1 Л имеет скорость изменения диэлектрической 

и магнитной проницаемостей по координатам. 
Методы решения задач электродинамики делят на аналитические и численные. 

Аналитическим методом решение задачи получается в замкнутой форме, оно выражается 
через известные функции в внде формул. Такое решение дает возможность выполнить 
анализ ЭМ явлений, в простом случае даже не осуществляя расчетов. Но класс задач, 
допускающих получение решений в замкнутой форме, существенно ограничен. Если гра
ница тела не совпадает с координатной поверхностью одной нз ортогональных систем 
координат или когда совпадает, но граничные условия являются сложными, получить 
аналитическое решение граничной задачи невозможно. Часто решение вепригодно для 
проведения расчетов из-за плохой сходимости рЯдов. Например, если электрический ра

диус цилиндра велик j3a -t оо , то поскольку количество (N) учитываемых членов рЯда 

должно быть больше J3a , то N -t оо и выполнить расчеты с помощью рЯдов невозможно. 

Поэтому строятся асимптотические решения. Другой пример. При вычислении полного 
поля в задаче дифракции волн на полуплоскости необходимо суммировать количество 
N членов рЯда, большее значения J3r . При J3r -t оо получаем, что N -+  оо • Использо

вать для вычислений полученное решение нельзя. Но на основе последнего строится 
асимптотическое решение. 

2. Подход к построению аналитического (строгого или приближенного) реше

ния задачи зависит от значения а/Л . Различают три характерные области: а) квазиста
тическую (релеевскую) область, когда а 1 Л << 1 , б) резонансную область, когда а 1 Л = 1 , 

в) квазиоптическую область, когда Л/ а << 1 . 
Если а / Л << 1  ( Л  велико, ro мало), то решение уравнения Гельмгольца или 

уравнений Максвелла представляется в внде разложения в РЯд по степеням малого пара-
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метра а 1 Л (или f3a ). Если ограничнться нуле��ым приближением, т. е. в рэзложеини пренеб
речь всеми членами, имеющими nорядок малости а 1 Л , то уравне!IИЯ Гелъыrолъца для скв
лярного и векторного nотенциалов перейдут приближенно в уравнения Пуассона, Т111( кш: 

пр11 Л � ""  11 132[� � О ,  И f32[A[ � О .  При этом приближеиное решение электрод11Намиче
ской задачи называюr .квазистичес/\WII или решен11ем в длинноволноtЮ.м приближении. Ре
шенiiЯ уравнений Пуассона и Лапласа проще решения уравнения Гелъмrольца. Но не всегда 
удается аналнmчески решитъ н граничную задачу для уравнений Пуассона или Лапласа. 
Учет в рэзложени.ях в ряд членов, имеющих порядок малости а/Л, (а/Л)2 и т.д., приводит к 
необходимости последовательного решения статических и стационарных задач. 

В резонансной области nараметр а 1 Л или Л 1 а не является малым. По:m>му 
приближенны.е методы решения задач электродинамики применять трудно. В этой области 
требуются строгие реше!IИЯ гранИЧНhiХ задач. Для nострое!IИЯ строгих решений примеDЯюr
ся метод инrегралъных преобразований и методы собственных функций, ини метод разделе
ния переменных. Пр11меиение методов основано на том, что при решении граничной задачи 
подбирается таквя система координат, чтобы гран11Чиая поверхность тела совnала с одной из 
координатиых nоверХ.I!остей. Затем находятся реше!IИЯ однородного уравнения Гельмгольца 
nри однородном граничном условии. Эrи решения при определенных услови.ях образуюr 
полную ортатональную систему фунКЦI!Й. Решение неоднородного уравне!IИЯ Гельмтольца 
при однородных гранiiЧНЫХ услови.ях или решение однородного уравнения Гельмтольца при 
неоднородных граничных услови.ях ищется в виде разложения в ряды (метод собственных 
функций [50, 5 1 ]) или ннrегравы (метод интегральных преобразований [51, 52]) по этой 
системе фунКЦIIii. Методы применнмы, кш: уже отмечалось, ЛIIШЪ при nростых граничных 
услОВИЯХ И nростоЙ форме гранiiЧНОЙ ПОверХ.I!ОСТИ. 

Когда Л/а <<l  { Л  мало, ro вел11ко), то представив решение уравнений Мак
свелла ини Гельмгольца в виде разложения в ряд по стеnеНJIМ малото параметра Л/а 
(или по стеnеНJIМ малого nараметра ФОГ1 ) и ограничившись нулевым приближением, 
nолучим, как nоказано ниже, уравнения геометрической оптики. Приближенные решения 
задачи называюr при этом квазиоптичес/\WIIи, или решенНJ!Ми в коротковолновом при
ближении. 

Большинство электродинамических задач в резонансной и квазистатической 
областях решается численными (точнее: rибридными) методами. Основу их состЗВЛJ!юr 
метод интеrральных уравнений и вариационные методы (28, 3 1 ,  5 1, 53-56]. Инrеrральное 
уравнение, включающее и граничное условие задачи, можно составить для тела nрактиче
ски любой формы. Методы решения интегральных уравнений хорошо разработаны. На их 
основе cтpoJIТCJI алторитмы числецного решения задач ца ЭВМ. 

Вариациониые методы являются численными [55, 56]. Существует ряд модифи
каций этих методов. 

3. Квазиоnтические методы решеция грацнчных задач электродинамики делят 
на две груп!lЫ: .на асимnтотические методы исследования аналитических решений 1t эври
стические методы, осцованные ца привлечении различных физических идей. К эвристиче
ским методам относJIТСя лучевые н волновые. Лучевыми называются метод геометриче
ской оnтик11 и его уrочнеция: геометрическая теория дифракции, распространяющая ме
тоды геометрической оnтики на задачи дифракции, комnлексная геометрическая оnтика 
и метод параболического уравнения [48, 49]. К волновым методам относят метод физиче
ской оnтики и уточняющие его методы, наnример, метод краевых волн, позволяющий 
пайти nоnравку к nолю рассеяния, связанную с возможным нал11чием изломов (ребер) на 
граничной поверхности. 

В методе геометрической оnтики nренебреrают конечностью длин волн, что со
ответствует длине волны Л0 (соответствующей свободному nространству), стремящейся 
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к нулю. В этом приближении законы распространения ЭМ поля можно сформулировать 
на языке дифференциальной геометрии. При этом считается, что ЭМ поле распространя
ется вдоль определенных кривых - лучей, с каждым лучом можно связать направления 
векторов Е и ii в каждой точке пространства и, следовательно, изучить изменение по
ляризаций поля вдоль луча. Общий характер ЭМ поля получается такой же, как в случае 
(локальио) плоской волны, а законы преломления и отражения в приближении геометри
ческой оптики справедливы при более общих условиях, чем те которые рассмотрены в 
§§ 4.1 ,  4.3. 

Важное значение приобретает метод геометрической оптики при изучении рас
пространения ЭМ волны в неоднородной среде. 

1 1 .2. Дифференциальные уравнения для векторов 
напряженностей полей 

1. Диэлектрические проницаемости тропосферы и ионосферы 
Земли зависят от положения точки р ,  т.е. эти среды для распростра-

няющегося ЭМ поля являются неоднородными. 
В случае падения ЭМ поля на границу раздела двух сред с резко 

различными значениями коэффициентов распространения k1 и k2 мо-

дули коэффициентов отражения jRj и прохождения jxj имеют соответ

ственно большое и малое значения. Для увеличения jxj применяют со

гласующие слои. Для уменьшения значения jRj могут применяться не
однородные согласующие (поглощающие) слои с поглощением энергии 
ЭМ поля за счет тепловых потерь в слое. Слои располагаются между 
средами, имеющими значения k1 и k2 • Случай, когда k1 = k2 , соответ

ствует применению диэлектрических обтекателей антенн, при этом не
обходимо иметь максимальное значение jxj . Диэлектрическая и магнит

ная проницаемости слоя могут быть функциями координат. Согласую
щий (поглощающий) слой может состоять и из набора более тонких 
слоев, в пределах каждого из которых kn остается постоянным; при 

этом среда является слоистой. 
Ниже рассматриваются условия распространения ЭМ волн в 

немагнитных средах (J.ta = J.to) , в которых только диэлектрические 
проницае.мости зависят от координат. Это также соответствует при
менению результатов к расчетам ЭМ поля, распространяющегося в не
подмагниченной ионосфере и тропосфере Земли. 

2. Среду считаем линейной и изотропной, пространствеиная 
дисперсия отсутствует. При этом материальные уравнения среды для 
монохроматического поля имеют вид D = ЕаЕ , В = J.toH , j = crE . Счи-
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таем, что сторонних источников в неоднородной среде нет, а первичное 
(падающее) поле возбуждается вне неоднородной среды. Поле в неод
нородной среде является вторичным. С учетом этого имеем уравнения 
Максвелла для неоднородной среды: 

rot.8 == iwta (OO. р)Е; rotE == -iWJ.t0.8. ( 1 1 . 1 )  
Решением этих уравнений необходимо найти векторы Е, Н , удовлетво
ряющие условиям излучения и граничным условиям, если задана по
верхность раздела, на которой среда изменяет свои параметры. 

Выразим вектор ii из второго уравнения и подставим его зна
чение в первое из уравнений ( 1 1 . 1  ). Получим 

V2E- graddivE + kJr(oo, р)Е = О, ( 1 1 .2) 

где k0 = w� EoJlo == w 1 с = 21t 1 Л0 - коэффициент распространения, а 
Л0 - длина волны, соответствующие свободному пространству, 
Е =  Е(ОО, р) - относительная диэлектрическая проницаемость 
(Е = Еа(ОО. p) I Eo) . 

Выразим вектор Е из первого уравнения и подставим его зна
чение во второе из уравнений ( 1 1 . 1  ). Получаем 

V2.8 +  1 [gradt(w,p), rot.8]+ kJt(w, p).8 = 0. ( 1 1 .3) 
t(oo, p) 

Решать необходимо одно из уравнений ( 1 1 .2) или (1 1 .3), так как 
по известному вектору Е (или ii ) можно найти другой вектор 
ii (или Е )  из второго (первого) уравнения Максвелла. В зависимости 
от типа задачи может оказаться удобным решение уравнения (1 1 .2) 
или ( 1 1 .3). 

Функции Е(ОО, р) могут быть разнообразными, поэтому 
ЭМ явления, сопутствующие распространению волн в неоднородных 
средах, отличаются исключительным разнообразием. При решении 
уравнений ( 1 1 .2) или ( 1 1 .3) ограничиваются случаем плоскослоистой 
или сферически слоистой среды. 

Пусть имеем среду, у которой диэлектрическая проницаемость 
имеет постоянное значение, Е'а1 = Е0Е1 , а затем, начиная с векоторой 
плоской границы, плавно изменяется от значения Е'а1 • Плоскость ху 
ДСК совместим с плоскостью, где еа1 начинает меняться (т.е. grad ta 
становится отличающимся от нуля) (рис. 1 1 . 1 ,а). Тогда вне слоя, 
в «нижнем» полупространстве при z < О , имеем постоянное значение 
еа1 • В слое, в «верхнем» полупространстве, при z ;::: О, 
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ё = ё(rо, z) = ё(z) . Из «нижнего» полупространства на слой падает пер

вичная ЭМ волна. Векторы :Er и нr первичного поля удовлетворяют 

уравнения Максвелла и условиям излучения при у � оо , z � оо • Век-

тор :Er известен (см. § 4. 1 ): 

( 1 1 .4) 

где '60 - угол падения волны, О 5 д0 < n/2, 
k1 = lxklx + lykly + lzklz - вектор коэффициента распространения 

(волновой вектор), в котором k1x = О ,  k1y = k1 sin д0 , k1z = k1 cos д0 , 
r = lxx+ly y + lz z - радиус-вектор точки р . 

Вектор нr определяется из второго уравнения Максвелла. 

Так же, как в случае падения плоской волны на плоскую грани
цу раздела двух сред, можно считать, что ЭМ поле в неоднородной сре
де распространяется в виде бегущих по у и z волн, но частично или 

полностью в толще слоя отражается за счет его неоднородности 
(рис. 1 1 . 1). 

Если в верхнем полупространстве при пекотором значении 
ё(z') могут сложиться условия, аналогичные условию полного внут

реннего отражения, то при z � оо амплитуды векторов напряженностей 
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прошедшего ЭМ поля должны экспоненциально убывать. Значение ко
эффициента отражения должно зависеть от z . Поэтому его обычно оп
ределяют при z = О . 

На поверхности z = О нет разрыва неnрерывности диэлектри
ческих nроницаемостей, так как Еа1 = Еа , но имеется разрыв непрерыв
ности градиентов (grad 'Еа1 ::1- grad Ea(Z)) . На этой nоверхности справед
ливы обычные граничные условия: касательные составляющие векторов 
наnряженностей ЭМ nоля полных nолей нижнего nолуnространства 
должны быть равны касательным составляющим векторов Е, Н вто
ричных nолей верхнего nолуnространства. Если в неоднородном слое на 
пекоторой nоверхности z = z0 имеется скачок значений 
�(z) или grade(z) , то на этой поверхности должны быть nоставлены 
аналогичные граничные условия для ЭМ nолей, определенных при 
z < z0 и nри z > z0 • 

3. Поскольку nервичное поле не зависит от х , то «nреломлен
ное» поле в неоднородной среде, параметры которой не зависят от х , 
тоже не зависит от х .  Значит, в (1 1 .2) производвые по х равны нулю. 
Поэтому из ( 1 1 .2) nолучаем: 

2 . 2 . д Ех д Ех k2-( )Е. --
2
- + --2- +  о Е z х = 0, ду дz 

2 . 2 . 
д Еу д Ez 2- . 

-- - -- + k0 e(z)E == 0· 
дz2 дудz У ' 

2 . 2 . д Ez д Еу 2- . 
-

2- - -

д д + k0 e(z)Ez == О. ду ZJ у 

( 1 1 .5)  

( 1 1 .6) 

Уравнение ( 1 1 .5) здесь оnределяет только составляющую Ёх , 
не связанную с составляющими ЁУ и Ёz . Уравнения ( 1 1 .6) являются 

системой уравнений для ЁУ и Ёz .  
При нормальной nоляризации первичного поля (см. § 4. 1 ), когда 

в (1 1 .4) 
( 1 1 .7) 

составляющие ЁУ = Ёz = О . Поэтому необходимо найти решение урав
нения Гельмгольца (1 1 .5) с персменным по z коэффициентом. Это ре
шение должно удовлетворять определенным граничным условиям. 

4. При нормальном nадении волны ('60 = 0) nервичное nоле не 
зависит от у . Поэтому вторичное nоле в неоднородной среде и отра
женное nоле в нижнем полуnространстве тоже не должны зависеть 
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от у .  Значит, производные по у в ( 1 1 .5) равны нулю. При этом при 
t(z) :;t; О из второго уравнения ( 1 1 .6) получаем Ёz = О ,  т.е. поле, рас
простраияющееся вдоль z , должно быть Т -волной, а его составляющие 
Ёх, Ёу вектора Е определяются уравнениями 

2 о 2 о д Ex(z) + k2e(z)Ё (z) = О· д Е
2
У + k02e(z)Ёy = О. 

дz2 о х , 
дz 

( 1 1 .8) 

Решение этих обыкновенных дифференциальных уравнений 
может быть получено только для некоторых конкретных функций E(z). 

1 1 .3. Волны в полупространстве с линейно 
нарастающей диэлектрической проницаемостью 

1. Для объяснения явлений электромагнетизма, возникающих 
при распространении волн в тропосфере и ионосфере Земли, и при рас
чете ЭМ полей в этих условиях большое значение имеют строгие реше
ния уравнения ( 1 1 .5), известные (57-59] для ряда законов измене
ния Ea (Z) . Одним из таких законов является закон с линейно увеличи
вающейся или уменьшающейся диэлектрической проницаемостью. 

2. Рассмотрим постановку задачи. Пусть значение диэлектри
ческой проницаемости Ё(щz) верхнего полупространства увеличивает
ся с увеличением z по линейному закону от некоторого постоянного 
значения Е а (m,O) = Еа1 , где Еа1 - диэлектрическая проницаемость 
нижнего полупространства (рис. 1 1 . 1,6). Обозначим для сокращения 
записи относительные диэлектрические проницаемости верхнего и 
нижнего полупространств через E(OJ, z) = E(z) и �(ro) = � .  Если 
Ё(z) = �f(z) , то при z = +О  необходимо, чтобы е(О) = e1f(O) . При ли
нейно увеличивающейся с ростом z функции f(z) = 1 + Bz 
(В > О, [В]=1/м) эти условия выполняются. 

Рассмотрим волновые процессы в модели идеальных диэлек
триков. При этом тепловые потери в диэлектриках отсутствуют и 
� = Е1 , E(z) = E1j(z), В - чисто действительная величина. 

На плоскость ху из нижнего полупространства падает нор
мально поляризованное ЭМ поле (рис. 1 1 . 1 ,а), . имеющее вектор 
Ef = lx E:, , ОпределяемыЙ ПО (1 1 .7), И вектор Hf = lуй;, + lzй;, , 
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где Wi = �JА,0 1'ёа1 = W0 t..{i;, W0 
свободного пространства. 

характеристическое сопротивление 

Векторы Ef, ilf лежат на плоском фронте падающей волны, 

iii = 1zfii , где 11 - орт нормали к фронту, т.е. вектор Поймтинга 

перпеидикулярен к этому фронту; [11Ef J = W1il" . 
Составляющая Ёх вектора Ё должна удовлетворять уравнению 

(1 1 .5). Так как e(z) = €1/(z), то в (1 1 .5) kJё(z) = kfie1f(z) = kf f(z), где 

k1 = k0..{i; . Поэтому из (1 1 .5) имеем уравнение Гельмгольца 
2 . 2 . 

д Ех д Ех k2f( ) . О --2- + --2- + 1 Z Ех = . 
ду дz 

( 1 1 . 10) 

Векторы отраженного верхним полупространством ЭМ поля 

(вторичного) при z ::;; О обозначим через tr, il� . При z ::;; О векторы 
u • · п · в  · · п  · в  напряженностен полного поля Е1 = Е1 + Е1 , Н1 = Н1 + Н1 • 

На плоскости z = О имеется разрыв непрерывности grade(z) и 

grade1 , поэтому касательные составляющие векторов напряженностей 

ЭМ полей должны удовлетворять граничным условиям (должны быть 
согласованы): · n · в · · n · в  • Exl + Ех1 = Ех, Ну1 + Ну! = Ну при z = 0. ( 1 1 . 1 1 )  

Величина e(z) не обращается в нуль и не принимает отрица

тельных значений при z > О . Поэтому k чисто действительная вели
чина при z > О. Значит, решение уравнения ( 1 1 . 10) во всей верхней по
луплоскости можно выразить через бегущие волны, удовлетворяющие 
условию излучения при z � оо. 

Векторы Е и Ё� имеют только составляющие Ёх и .Е;1 , по

скольку при этом удовлетворяются условия ( 1 1 . 1 1 ), а вектор Е удовле
творяет уравнению ( 1 1 .2). 

Отраженное поле существует только при z S О. Векторы 

Ё� .il� должны удовлетворять уравнениям Максвелла, условиям (1 1 . 1 1) 

и условию излучения при z � -= .  Значит, их необходимо (см. § 4. 1) 
искать в виде 

tr = 1х_Е;1 , .Е;1 = E�e-ik1(ysinб0-zcos'60)
' 

н. в 1 н· в 1 н· в н· в w.-•E· в А 1 = у yl + z zl •  yl = - 1 xlcosvo, 
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где ЕГ опредеШiется решением задачи. При z = О имеем 
• • • 8 • 

Е�1 1 Е�1 = Е1 1 Е8 = R 1. коэффициент отражения при нормальной 
поляризации. 

Таким образом, необходимо найти решение уравнения ( 1 1 . 1  0), 
удовлетворяющее граничным условиям ( 1 1 . 1 1) и условию излучения 
при z � oo .  

3. Решение задачи ищем методом разделения переменных. 

Представим искомую функцию Ёх в виде Ёх = Y(y)Z{z) и подставим 
ее в ( 1 1 . 1  0). Получаем, раЗделив результат на tZ , 

-- = --+ k[J(z) = -q , 1 d2Y { 1 d2Z 

J 2 
У dy2 Z dz2 

где q постояиная разделения. 
Из последиего выражения имеем 

d2Y d2Z -
2 

+ q  У = О, -
2 

+ [ktf{z) -q2 ]Z = O. dy dz 
( 1 1 . 13) 

Так как составШiющая Ёх 
как функция у должна удовлетво

рять граничным условиям ( 1 1 . 1 1  ), то решение дифференциального 
уравнения ДШI У(у) ищем в виде 

У(у) = C1e+iqy + C2e-iqy ,  

где С1, С2 - постоянные, q = k1 sin 1)0 . При у � оо должны удовлетво
ряться условия излучения. Первое слагаемое здесь оnредеШiет бегущую 
(обратную) волну, распространяющуюся при у �  -оо . Оно не удовле-

творяет условию излучения. Позтому nолагаем С1 = О. Второе слагае
мое определяет уходящую (бегущую, прямую) волну, распростраияю
щуюся при у � +оо. Оно удовлетворяет условию излучения. Позтому 

С2 '# О. 

Имеем 

Подставим значение q в ( 1 1 . 13) ДШI Z(z) . Учтем, что 
k12 f(z) - q2 = k( (I + Bz) - k( sin2 tt0 = k? (Bz + cos2 1}0 ). 

( 1 1 . 14) 

Введем здесь новую nеременную 1J = Bz + cos2 1)0. Тогда 

dr} = Bdz, dz2 == в-2d1j2• Позтому nолучаем 
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d2Z(Т]) +(!:J_ у Т]Z(ТJ) = О. dТj2 в )  
Если в этом уравнении заменить переменную по правилу ТJ = (Bik1 )+213 �, то получим 

где 

d2Z(�) 
+ �Z(�) = О ( 1 1 . 15) d�2 ' 

( 1 1 . 1 6) 

Двумя линейно независимыми решениями обыкновенного 
дифференциального уравнения ( 1 1 . 1 5) являются две функции Эйри 
[57, 59], выражающиеся через функции Ганкеля порядка 1/3 первого и 

второго рода, аргумента � = (2 / 3)�31 2 = (2k1 1 3В){вz + cos2 -60) 3 1 2: 
z(�) = �1 1 3k3н1%С�) + с4нтс�)j , ( 1 1 . 17) 

где С3 ,С4 - постоянные. 

При z � оо имеем � � оо . Так как асимптотическое поведение 

функций Ганкеля с дробным индексом при х >> 1 (jxj >> jpj) определя

ется [20] выражением 

Н��� (х) :: {2/i(x-�p-�)[1+ Г(р + З / 2) 1 ± . . . ] ,  ( 1 1 . 1 8) р V�' Г(р - 1 / 2) 2ix 

где Г(р) - гамма-функция, то первое слагаемое в ( 1 1 . 17) выражает 

сходящуюся (обратную) волну и не удовлетворяет условию излучения. 
Поэтому необходимо положить С3 = О . Второе слагаемое в (1 1 . 1 7) вы

ражает уходящую (расходящуюся, прямую) волну, оно удовлетворяет 
условию излучения. Поэтому С4 =F- О . 

Подставляя значения У(у) и Z(z) в выражение для Ex(y, z) 

и обозначая с2 • с4 = Ё0 , имеем: 

Ех = Eoe-ik,y sint}o . �1 1 3нт(�). (1 1 . 1 9) 

Амплитуду Е0 необходимо определить из условий ( 1 1 . 1 1 ). 

Найдем составляющие вектора Н из второго уравнения Максвелла: 
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1 дЕх 1 дЕ; 
й = -�- -- = -- -- = У iФJ.I.o дz iФJ.I.o д� дz 

_ _  Eoe-ik,ysin�-�- r .. uзн<2> (c;)]�� -
iroJ.t.0 дЕ; IS 113 дz ' 

Й _ 1 дЕх _ k1 sin -60 Е _ z - iФJ.I.o ду - - - ФJ.I.o-- х
-

= -Wj_-1Ex sin-60; Йх = 0. 
Так как [ 18] для цилиндрических функций 

:
с; 

(;р н�2>(ё;) )= �р н���(�). 

а <1;1 dz = k1 (вz + cos2 -60 1'2 , то 

(1 1 .20) 

( 1 1 .2 1 )  

й у = iW1-1E0 · e-ik1ysin'6o • (Bz + cos2 -60)11 2;113 Н��13(ё;). ( 1 1 .22) 
Для того, чтобы найти амплитуды Е0 и Е1 , используем гра

ничные условия. Подставим касательные составляющие Е�1 , Е;1 , Ех и 

й;1, Н;1 и Йу из ( 1 1 .7), ( l l.9), ( 1 1 . 19} и (1 1 .22} в условия ( 1 1 . 1 1 ). Со

кращая общие множители, получаем: 
• • . 1 /3 (2) . • 

. 1/ 3 (2} Ео + Щ = Еос;о HmCc;o); Ео - Щ = Eoic;o Н -из<с;о ), 
где c;(z) = ;0 при z = О, т.е. с;0 (2k1 /3B) cos3 -60• 

Решая эту систему уравнений относительно Ei и Е0 , nолучаем 

ЕВ - Е" нmc;o) -iH��I3 <c;o) . 
t - о нШ<Е;о) + iН���з <�о) , 

Е - .  
2Eg 2 о - f;Ь13[НП§сс;о) + ш���з<�· 

( l l .  з> 

Решение ( 1 1 . 19) - (1 1 .22) удовлетворяет уравнению Гельм
гольца, граничным условиям задачи и условию излучения. Поэтому оно 
единственно. 

Коэффициент отражения оnределяем по ( 1 1 .23): 

R = Ef = Hiij(E;0) - iH5.?1 3(�) 
1. . (2} (2) • Ео H113 (c;o) + iН_uз('t_.o) 

( 1 1.24) 

4. Выполним анализ решения задачи. Рассмотрим ЭМ nоле nри 
больших значениях Bz , таких, что Е; >> 1 .  Можно считать nри этом, что 
Bz + cos2 -60 = Bz, поэтому Е; =  (Bz)3122k1 !3B >> 1 и nримелима асим-
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nтотика ( 1 1 . 1 8). Пренебрегая в ней слагаемым, пропорциональным 1 1  �. 
получаем из ( 1 1 . 19), ( 1 1 .22): 

Е. - Е. e-ik1ysin �0 � -i;+i5nt12 J: -116 х = о . -е . ... ' 
1t 

( 1 1 .25) 

й у = w1-l E:0e-iktysin �o . (вz + cos2 -в0J'2 . j!e-i;+isпt 12 . �-1/6, 
. 1 . Н z = -w1- Ех sin '60. ( 1 1 .26) 

Из этих выражений видно, что Ёх, Йу, Йz синфазны между собой. С 

ростом Bz IE:xl и lйzl уменьшаются как (Bz)-114 , а lй Yl растет 

как (Bz)114 .  Вектор Пойятиига волны ii = O,slEii* J= iYI'IY + iziiz име
ет чисто действительные составляющие 

. _ 1 . . * _ _ IE:ol2 sin '60 Пу - --ЕхНz -Пу ==  1 13 ' 2 nW1� 

1 . 12 2 1/2 . 
_

1 . . • _ _ Е0 (Bz + cos '60) Пz --ЕхНу - Пz = 113 , 
2 тtW1� 

причем по мере распространения волны (с ростом Bz ) составляю
щая ПУ убывает как (Bz)-112 ,  а составляющая Пz не зависит от (Bz) . 
Если П = 11 П, где 11 - орт нормали к фронту волны, а 

п = 'п2 + п2 �/2 = IE:ol
2 

(Bz V-12 = IE:ol2 (1!!._)1/3 
� у z ) nW1�1 13 J 1tW1 2k1 

• 
то П не зависит от (Bz) . Это показывает, что плотность поверхностной 
мощности на фронте распростраияющейся волны остается постоянной. 
Но уменьшение составляющей П У как (Bz)-1 12 при z � оо и неизмен-
ной составляющей п. показывает, что фронт распространяющейся 
волны деформируется. Если е - угол между векторами П и Пz 
(cм. pиc. l l . l ,a), то tg e ::: (Bz + cose0)-1 12 , и угол е уменьшается при 
растущем z . Это показывает, что нормаль к фронту волны при увели
чивающемся Bz постепенно поворачивается в сторону направления, 
определяемого величиной grad Е( z) == 1 z В. Направление распростране-
ния волны, определяемое ортом 11 , мемется, оно постепенно 
приближается к направлению gradE(z) . 
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Волновая функция в соответствии с ( 1 1 .20), ( 1 1 .25), ( 1 1 .26) оn
ределяется выражением 

cos(rot -k1y sin '60 -�) = cos[rot - k1ysin '60 - 2k1 (вz + cos2 '60У12 ], 
зв 

nоэтому nоверхность Ф(y, z, t) равных фаз (фронт волны в момент t )  
есть Ф = rot - k1y sint'10 - 2k1 (вz + cos2 '60Y12• Так как дФ!дt :: rodt, зв 
дФ 1 ду = -k1 sin t'10dy, дФ 1 дz = -k1 (вz + cos2 '60 ]1 2 , то полный диффе
ренциал фазы 

dФ == rodt k1 sin '60dy - k1 (вz + cos2 1'}0 J 1 2 dz. 
Приравняв его к нулю, получаем 

. dy ( 2 '#'2 dz sш t'10 -- +  Bz +cos '60) = v1 ,  dt dt 
где v1 = ro/ k1 - фазовая скорость волны в нижнем полупространстве. 

Если dy 1 dt v фу• dz 1 dt = v фz - фазовые скорости вдоль осей у и z , 
то 

1 · А (В 2 .<:1. )-1 12 [ ( ) • 2 А ]-11 2 vФУ = v1 sш v0, vФz = v1 z + cos v0 = v1 е z - sш v0 • 
При 1'}0 � О  имеем vФУ � оо, vфz = v1 · E-1 12 (z) v 1n-1(z), т.е. фазовая 

скорость v Фz волны уменьшается с ростом Bz так же, как растет коэф

фициент nреломления среды. Это приводит к тому, что фронт отстает от 
плоского фронта в направлениях, близких к направлению grade(z) 
(см. фронт-1 на рис. l l . l ,a). 

5. При анализе коэффициента отражения рассмотрим два край
них случая: �о >> 1 и ;0 << 1 .  В первом случае имеем 

l;0 = (2k1 cos3 '60) /ЗВ >> 1, т.е. k1 >> В, nоэтому e{z) медленно меняет
ся (график-1 на рис. 1 1 . 1 ,6). При этом можно воспользоваться асимпто
тикой ( 1 1 . 18), откуда имеем 
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Подставляя эти выражения в ( 1 1 .24) и соi<ращая общие множители, 
имеем 

1 1 1 ( 1 i iB R1. = - il2�0 1- 1 172i�0 "" - iiZ�� 1 + i721;0 "' 12/;0 
= 

8k1 t}0 • 

Коэффициент отражения зависит от значения де 1 дz = В, \R .L 1 << 1, 
причем IR 1.! резко увеличивается с ростом угла падения, в рассмотрен

ном приближении R 1. имеет мнимую величину. 

В случае, когда 1;0 << 1, имеем 2k1 cos3 t}0 << ЗВ. При этом или 

В >> k1 , т.е. B(z) быстро меняется и дв(z)/ дz = В  - большая величина 
(график-2 на рис. 1 1 . 1,6), или t}0 � n 1 2  , т.е. имеем «скользящее» паде
ние. 

Асимптотика функций Ганкеля при jxj << 1 имеет [ 18, 20] вид: 
(!) (1) (!) 

Н(2) (х) = + i(2/ �)�� ' Н�2) (х) = e±ipтtH(2} (x), Р Г(l - p)Sln p1t Р Р 
р > О, р :1= целому. ( 1 1 .28) 

Вынося в числителе и знаменателе ( 1 1 .24) значение iH��13(f;,0), 
сокращая этот множитель и учитывая, что 

х=НПj(С;,0 ) 1  Н��13 (С;,0 )  = y(f;.o / 2)u3 exp(i2n/ 3), 
где у Г(l /3) 1 Г(2 1  3) = 1,978, получаем при jxj2 << 1 

1 + ix (1 + ix f ( . \2 (, 2 ) 2 . R.L = --.-= ----- == 1 + zx1 \1 - х == 1 - 2х + 2zx. 
1 - nt l + x2 

Подставляя в это выражение значение х , находим 

Rl. "" -f -у(С;,о / 2j 'з[Jз +у(С;,о 1 2У'з J-ty(C;,o 1 2jtз� -.JЗу(С;,о 1 2jtз n. 
Так как (�0 / 2j13 = (k1 1ЗBJ13 cost}0 ,  то с ростом угла паде

ния t}0 значение R .L приближается к ( -1) . При увеличении коэффици

ента В значение С;,0 уменьшается, величина !R.L! растет, что объясняется 

увеличением неоднородности слоя (значение de(z) / dz увеличивается). 
Таким образом, коэффициент отражения R .L при наличии из

лома производной dвl dz при z О всегда отличается от нуля. 
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1 1 .4. Волны в полупространстве с линейно 
убывающей диэлектрической проницаемостью 

1. Постановка граничной задачи в этом случае отличается от 
соотвеrствующей постановки в § 1 1 .3 тем, что f(z) = l - Bz, где 

В <:: О, В == !Bj . При этом диэлектрическая проницаемость уменьшается с 

ростом Bz н равна нулю при z = z1 , т.е. f(z1) == 1 - Bz1 = О, где 

z1 == 11 B. При z < z1 получаем t0(Z) > 0, а при z > z1 имеем t0 (z) < 0  

(график-3 на рис. 1 1 . 1 ,6). Поэтому при z < z1 в (1 1 . 10) 

k1 .Jf(z) = jk1 .Jf(z)j . При z > z1 имеем k1.Jf(z) = -ik1�lf<z)/. Это зна

чит, что при переходе z через значение z1 , где t0(Z) меняет знак, ко

эффициент k1.J f(z) в (1 1 . 1  О) имеет особенность. 

Примерам среды, в которой e(z) меняется по линейному зако

ну, может быть неподмагниченная плазма (см. § 10.3). Если в ней пре

небречь соудареннями электронов, то t = 1 - ro� 1 ro2, где собственная 

частота плазмы roo = e3(N / €0т3)1 /2. При плотности электронов, ме

няющейся: по закону N(z) = bz, В =  е;ь / e0m3ai, поэтому 

z1 = Е0т3ю2 1 е;ь. При z = z1 диэлектрическая проницаемость обраща

ется в нуль, а при z > z1 - остается отрицательной; коэффициент рас

пространения волны в этой области плазмы является чисто мнимым 
(см. § 10.3, п. 4). 

2. Для решения задачи используем так же, как в § 1 1 .3, меrод 
разделения переменных. Получаем q = k1 sin -60 , У(у) = с2 exp(-iqy) и 

вместо (1 1 .4) - дифференциальное уравнение 

d2z;z> + k{(cos2 -6о - вz}l(.z) = о. ( 1 1 .29) 
dz 

В этом уравнении коэффициент k1 (cos2 -60 - Bz 112 при 

О �  z � z0, где Zo = (cos2 -60 )t В, имеет положительную величину. 

Если по аналогии с однородной средой предположить, что 

k1 (cos2 -60 - В } '2 есть переменвый по z коэффициент распространения 

волны, то коэффициент фазы 13 является положительной величиной, а 

коэффициент затухания равен нулю. Это указывает на то, что в области 
О � z � z0 имеется волновой процесс. 
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При z0 ::; z ::;  оо имеем k1 {cos2 i)0 - вz] 12 = -ik1 {вz -cos2 i)0] 12, 
что указывает на то, что в этой области коэффициент фазы равен нулю, 
а коэффициент затухания а является положительной величиной. Зна
чит, в области Zo ::; z ::; оо волновой процесс должен отсутствовать. 
Таким образом, плоскость xz0y делит верхнее полупространство на две 

области. 
Введем в ( 1 1 .29) замену переменной по правилу 

� = (ki i  вf'3 {cos2 i)o - вz). 
Получаем уравнение ( 1 1 . 1 5). Двумя линейно независимыми 

решениями дифференциального уравнения второго порядка ( 1 1 . 1 5) в 
области О::;  z ::; z0 являются две функции Эйри [57-59], т.е. выражение 

(1 1 . 17), в котором 
j: 2 3/ 2  2kl 1 2 j'2 ..,. = - � = - \COS i)0 - Bz -

3 3В ( 1 1 .30) 
действительный аргумент. В области z0 :s; z :s; оо двумя линейно незави

симыми решениями уравнения ( 1 1 . 1 5) являются две функции Эйри 
мнимого аргумента 

. 2k ( 2 \312 � = -z -1 \Bz - cos i)0 J , 3В ( 1 1 .3 1 )  
выражающиеся через функции Ганкеля первого и второго рода: 

Z(�) = �113lс5нП1<�) + C6H:7j(�)j . ( 1 1 .32) 
На плоскости ху должны выполняться условия ( 1 1 . 1 1  ), выра

жающие непрерывность касательных составляющих векторов напря
женностей полей в разных областях. На плоскости xz0y касательные 

составляющие векторов напряженностей полей Ё, И в области 

0::;  Z :s; Zo И Е- , и- В области Zo :s; Z :s; оо также ДОЛЖНЫ быть непре

рывны, т.е. 

( 1 1 .33) 
ЭМ поле в области z0 :s; z :s; оо должно удовлетворять условиям 

излучения, если в этой области имеется волновой процесс. Но если по
следний отсутствует, то необходимо, чтобы составляющие векторов 

Е- , и- Не увеЛИЧИВалИСЬ при Z � оо ,  ПОСКОЛЬку ИСТОЧНИКИ ПОЛЯ на 
бесконечности отсутствуют. В связи с этим учтем, что по (1 1 .3 1 )  при 
z � oo 

� :: -i 2kl Bl/2 . ZЗ/2 . 3 ( 1 1 .34) 
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Поэтому из ( 1 1 . 1 8) получаем 
(1) 

н т@ :=  ,}2 / n
� 

ехр[ ± 2
:1 

В1 12 · z31 2  
J

exp(+i5n/ 1 2). 

Следовательно, первое слагаемое в ( 1 1 .32) выражает часть ам
плитуды составляющей .Е; , экспоненциально увеличивающуюся до 

бесконечности при z � оо • Значит, необходимо положить С5 О. Вто-

рое слагаемое в ( 1 1 .32) выражает часть амплитуды составляющей F:; , 
уменьшающуюся при росте z быстрее, чем по экспоненциальному за
кону. Поэтому С6 '1= О. 

Таким образом, учитывая, что Ех = Y(y)Z(z) , и используя 
( 1 1 . 1 7) и ( 1 1 .32), находим 

Ех = e-ik,ysin6o�I I3 [CзHi)�(�) + с4нт(�)], 
� = 2k1 (cos2 -60 Bz 112 , О�  z � z0, 3В 

в- - e-ik,ysinбoc r.II3H(2)(Y:.) Y:. - -i 2k1 (Bz- cos2 '6 \>!2 7л < z ::> оо  ( 1 1 .35) х - 6':> 1/3 ':> ' ':> - зв о} ' -v - . 

Составляющие векторов Н и н- так же, как в ( 1 1 .20), оnреде
ляем из второго уравнения Максвелла. При этом учтем, что 

� } ( 1 1 .36) д� __ ! -k1 1cos2 -60 -Bz 'ft! при О �  z � z0, 
дz - ik1 (вz - cos2 -60 ]1 2  при z0 � z � оо. 

С ПОМОЩЬЮ ( 1 1 .2 1 )  НахОДИМ 

fl = - e-ik,ysinбo [с i_/r.l/3 Н(\) (r.))+ С i_fr. I /3 H(2) (r.))� д� = У iЫJ.!o 
з д� \� 1 13 "::> 4 д� \� 1/ З "::> J дz ( 1 1 .37) 

-iWj-Ie-ik,ysintio�llз [cзH��tз(�)+ C4H��/з (�)lcos2 -&о Bz J'2 , . 1 . Hz = -W1- Ex sin -60 ,  ( 1 1 .38) 
e-ik,ysint}o д ar. а- = - с (�ll3н(2) (�))� = w,-le-ik,ysin"бoc х У iЫJ.!o 6 д� 1 13 дz 1 6 ( 1 1 .3

9
) 

х �1 13 H��13 (�)(Bz cos2 80)1 1 2 , 
( 1 1 .40) 

3. Установим связь между коэффициентами С3,С4 и С6 с 
nомощью двух условий ( 1 1 .33). Для этого учтем, что аргументы у со
ставляющих векторов в ( 1 1 .35), ( 1 1 .37) ( 1 1 .40) разные. Поэтому при 
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z � со  в ( 1 1 .33) обозначим в области О �  z � Zo значение nеременной 
z z0 - Az, а в области z0 � z � со  - как z = z0 + Az и nоложим 
Az � O. 

Тогда из ( 1 1 .30), ( 1 1 .3 1)  и ( 1 1 .36) имеем 

�(Az) = { �о· д/;(Аz) = { - k1 (BAz)11 2 , 0 � z � Zo 
- zxo. дz - ik1 (BAz)112 ,  z0  � z � со' 

где Хо = (2k1 13B)· (BAzf12 • 
Подставим значения аргумента в ( 1 1 .33). Получаем, сокращая в 

nервом выражении множители х�3 , во втором - множители 

W1-1X�3(BAzY12 и учитывая, что (-i)1 13 = exp(-in/ 6) :  
lim tсзн:��(;(о) + С4НШ(Хо)l= lim C6e-i!tl6 Н:;§НХо), �� �� 

lim tсзн��13 <хо> + с4н�r,3 (Х0) J= lim C6einlз н�r13 <  -ix0). �� �� 
Так как при Az � О  аргументы функций Ганкеля здесь стремятся 

к нулю, то можно применять асимптотику ( 1 1 .28). Подставляя из ( 1 1.28) 
выражения функций Ганкеля и сокращая общие множители, имеем 

- Сз + С4 = С6 ; - Сзi2п/з + C4e-i2n! З  = Сб. 
Решая эту систему двух линейных уравнений относительно ко

эффициентов с4 и сб ' находим 
С4 = -C3ei2n!З, С6 = -C3ei1t!З. 

Таким образом, составляющие векторов nоля имеют вид: при 
O � z � z0 

( 1 1 .41} 

Е:: = -Cзeт'зe-ik,ysin60�Jtзнm@, ] 
й; = -C3eт13w1-1e-i�ysin'6o ·�11� �:�>13@(Bz - cos2 tt0}12 , ( 1 1 .42) 

Йz = -W1 Ёx stnfto. 

Коэффициент С3 и коэффициент отражения R J. = Ef 1 El) 
должны быть найдены � nомощью граничных условий ( 1 1 . 1 1  ). Под став-
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ляя в последние значения составляющих векторов поля из ( 1 1 .7), ( 1 1 .9) 
и ( 1 1 .41 ), nолучаем 

Eg + Е� = С3�3tн}��(�0)- е;21113 нт(�)j ( 1 1 .43) 

Е8 -Ej =-i��3C3tн:�13(�0)-enntзн:��3(�)J (11.44) 

где с;0 = (2k1 / ЗВ )cos3 -60 • Разделив nервое из выражений на второе, 
имеем: 

ни е 

находим 

(1} 
H�2> (x) = lp(x) ± iNP(x), ( 1 1 .45) 

Rl. = - J31uз<c;o) + N2/3(c;o) + i  Зltlз <c;o) - Ntlз<c;o> ( l 1 .4б) 
J31uз<c;o) + Nuз<c;o) - i Зltlз <c;o) - Nl/ 3 (�) 

Из этого выражения видно, что jR l.l = 1 ,  а фаза коэффициента 

отражения определяется nараметром (2k1 / ЗВ )cos3 -60 • 

Коэффициент С3 , играющий роль «коэффициента nрохожде

ния» ЭМ nоля в слой, оnределяем из (1 1 .43), ( 1 1 .44), исnользуя (1 1.28), 
(1 1 .45) и учитывая, что 1 + exp(i21t/3) = (1 + i/3) 1 2, [1 exp{i21t/ 3)] · 

· [1 + ехр(i21t/З)Г1 = -iJЗ : 

где 

U = 3111з <с;о)  + J31из<с;о) + Nuз<c;o> - J3Nщ(c;o), 
V = 3Jш(� ) - /3Jl/3 (c;o) + Nllз (�) + /3N21 3(�). 

( 1 1 .47) 

Значение «коэффициента nрохождения» тоже оnределяется nараметром 

(2k1 1 3В )cos3 -60 • 
НаЙденные составляющие векторов наnряженностей ЭМ nолей 

( 1 1 .41 ), ( 1 1.42) удовлетворяют уравнениям Максвелла, условиям неnре
рывности касательных составляющих векторов наnряженностей nолей в 
средах и условиЮ ОТ<:утствия источников ЭМ nоля на бесконечности. 
Следовательно, решение граничной задачи является единственным. 
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4. Выполним анализ ЭМ поля. В нижнем полупространстве для 
ПОЛИОГО ПОЛЯ ИЗ ( 1 1 .7), ( l l . 1 2) И ( 1 1 .9), ( 1 1 . 1 2) С учетом ТОГО, ЧТО 

R J. = ехр( -iФ .J. )  , получаем 
Ёхl = Е:;1 + Е:;1 ::: E:ge-ik1ysin60 (е -ik1zcosб0 + R L 

eik1zcosб0 )::: 
= E:ge-ik1ysin60-iФ.t l2 �-i(k1zcos60-Ф.LI2) +ei(k1zcosfJ0-ф.�.f2) ]::: 
= 2Ё0 е -ik,ysin 60 cos(k1 z cos t} 0 - Ф J. /2} 

н. н· n н· в пт-IЕ' n ..<:!. пт-!Е
' в ..<:!. '2Е. ПtiJ-1 yl yl + yl = vvl xi COS uo - rr1 xl C0S u0 = -l 0 п1 Х 

x e-ik1ysin'6o cos-60 sin(k1z cos-60 - Ф .L / 2} 

( 1 1 .48) 

( 1 1 .49) 

ii z1 = ii�l + н;. = -w�-·Б;l sin 'до -wl-i Б;I sin 'до = -Exlwi-l sin 'до. ( 1 1 .50) 
Таким образом, полное поле по координате z распределено по 

закону стоячей волны. При z = О (на плоскости ху ) 
Ех1 2Е0 exp(-ik1y sin '60)соs(Ф .L / 2), й у! i2E0Wr-1 cos'60 sin(Ф .L /2) . 
На плоскости ху эквивалентное поверхностное сопротивление 

Z1 = Ёх1 1 Й yl (при z = О )  определяется значениями фазы коэффициента 

отражения и уrла падения: Z1 = -iW1 (cos-1 ft0)ctg(Ф .L / 2) . По координа

те у существует волповой процесс, поэтому составляющая вектора 

Пойнтинга I'I yt = П yl - чисто действительная величина. Составляю

щая вектора Пойнтинга I'I zl - чисто мнимая величина - поле вдоль 

орта lz ЭМ энергию не переносит. 

5. В области О :5 z :5 Zo при � >> 1 , применяя асимnтотяку 

(1 1 . 1 8), получаем 

1;113 [н�}�(/;) - ei2nlз Hi7j(l;,) ]:: Ле-mlб .�;,-l'б2cos(l; - 1t/ 4), 

�;из [н�i,з<l;> -i2nl3 н��/3(1;) ]= иi!t/3 . �;-llб2isin(l; - 1t/ 4). 

Из ( 1 1 .4 1 )  с учетом этого имеем 

Ех = 2С3���-116 exp(-i1t/6)·cos�-n/4) ·exp(-ik1ysinft0), 

fl, = zc,w,-•,j!, ·�-"' ехр(iп/3{ �i Г" �-п/4) ·expНk,ymB,J. ( 1 1 .5 1 )  

flz : -W1-1Ex sinft0• 
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Составляющие векторов Ех и 

сложным законам 

ii У расnределены по координате 

со{�� (cos2 tt0 - вzf' 2 - 1t/4] 
z по 

и 

sin[�� (cos2 tt0 - вzf' 2 - 1t/4] и сдвинуты между собой по фазе 

на 1t/2 . Волнового движения вдоль наnравления, оnределяемого ор
том (±lz) , нет. Составляющие вектора Пойитинга 

П 
1 Е fl* i11C3/2\t!-1 (2/1t)(2k1 /3B)-нз�-113 cos2l;, z = 2 х у ( 1 1 .52) 

показывают, что ЭМ поле в этой области nространства энергию не nе
реносит вдоль направления, определяемого ортом (±lz) , и наоборот, 
вдоль направления, определяемого ортом ly , оно переносит энергию. 

Если tgB = iПz / ljПy l , то tg B = (2k1 /ЗB)-113 sin-1 tt0 tg(z;-1t/4) . С ростом 
z значение z; уменьшается, поэтому угол О уменьшается. Таким обра
зом, можно считать, что вектор Пойитинга ЭМ поля в области 
О �  z � z0 , там, где l; >> 1 , постепенно «отворачивается» от первона-
чалъного наnравления, оnределяемого ортом 11 , в сторону направления 
орта ly , т.е. волна изменяет направление своего расnространения так, 
что орт нормали к ее фронту поворачивается в сторону возраста
ния e(z) . 

Подставляя значения Exl • ii yl из (1 1 .48), ( 1 1 .49) и Ех, ii У - из 
(1 1 .5 1 )  в условия ( 1 1 . 1 1  ), можно оnределить асимптотическое значение 
фазы Ф .L и коэффициента С3 • Наnример, разделив второе из получен
ных уравнений на первое, находим 

ФL = 2=<{(�� cos' 60 Г' · <{� соs' до )} ( 1 1 .53) 

Это выражение показывает, что фаза коэффициента отражения 
определяется только отношением k1 / В и величиной угла падения. Вы
ражение ( 1 1 .53) можно получить, оnределив по (1 1 .51) nоверхностный 
импеданс и nриравняв его к Z . 

Слагаемые в ( 1 1 .4 1 )  по аналогии с полем в слое диэлектрика 
можно рассматривать как парциальные волны, переотражающиеся меж-
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ду плоскостями ху и xz0y (см. § 7 .2, § 7.3). Волновая функция первой 

(«прямой») волны, распространяющейся вдоль возрастающих значений 
z и определяемая вторым слагаемым, равна 
cos(rot - k1y sin '60 - �  + lЗn / 12) . Волновая функция второй («обратной») 

волны, определяемая первым слагаемым (функцией Н���(�) ), равна 

cos(rot - k1y sin '60 + �- 5nl l2) . Приравнивая полные дифференциалы 

фаз к нулю, получаем 

rodt - k1 sin '60dy + k1 (cos2 '60 - Bz]' 2 dz = О, 

rodt -k1 sin '60dy -k1 (cos2 '60 - Bz]12 dz = О. 
Фазовые скорости волн вдоль оси у одинаковы: 

v фу = v 1 1 sin '60 . Фазовая скорость вдоль оси z «прямой» волны 

vфz = vФ(cos2 80 - BzJ
1 12 

увеличивается при z ,  возрастающем. Поэто

му орт нормали к фронту этой волны «поворачивается» в сторону ор
та 1 У • Фазовая скоро�ть вдоль оси z «обратной» волны vфz = vфz , на-

правлена она в противоположную сторону относительно vфz и с 

уменьшением z уменьшается, поэтому орт нормали к ее фронту тоже 
«поворачивается» при уменьшении z в сторону орта 1 z . Фронты пар

циальных волн искажаются. У плоскости z = О сумма этих волн дает 
вторичную волну в нижнем полупространстве, имеющую плоский 
фронт. 

В области О 5 z 5 z0 парциальные волны в полном смысле пря-

мой и обратной волнами считать нельзя, так как отражение поля проис
ходит локально (в каждой точке) по причине неоднородности среды 
(gradE(z) "# О) .  

6. В области О 5 z 5 z0 при � << 1 значение z близко z0 , при

меняя асимптотяку (1 1 .28), получаем 

�lt3 [н<l) (�) _ ei2n/3 Н(2) (�)]::: -i 2 . i'3 
• ein/3 , uз 1 13 J3Г(2/3) 

�2t3 (н�IJ (�) - ei2nt3н�2) (�)]: -i 2 · 2213 ein/3 . 2 t3 2t3 JЗГ(l/3) 
Из (1 1 .4 1 )  с учетом этого имеем 
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2 zиэ Е =: -iC 
. . е -1/qysinfo+ht/3' х 3 .J3Г(2/3) 

й, . -c,w.-·( �Г' Jз:::З) . ,_,.,, ..... ..,,, 

. l . Н z =: -Я'I- Ех sin-60• 

Таким образом, в окрестности z "" z0 все составляющие векто-

ров поля не зависят О! z , но Ех и Й У сдвинуты по фазе на n/ 2 , по

этому ii z - чисто мнимая величина. 

Волнового процесса по оси z вблизи плоскости xz0y нет. Это 
показывает, что явление «nолного внутренпего отражетtя» волны про
исходит не от плоскостей XZ0Y или xz1y (где E(z1 ) = О), а в пекоторой 
области, в которой z < z0 • 

Так как Ех и Й z сдвинуты по фазе на 1t ,  то ii У - чисто дей

ствительная величина. Вдоль плоскости XZ0Y ЭМ поле переносит энер

mю. 
7. В области z0 :S z :S оо ЭМ поле с составляющими векторов 

Б;, й; , н; по (1 1 .42) имеет характер поверхностной волны, распро

страняющейся вдоль направления, определяемого ортом 1 У • Эта волна 

аналоmчна поверхностным волнам, возникающим при распространении 
поля в слое диэлектрика (см. §§ 7.2 и 7.3) илн диэлектрическом волно
воде (§ 7.4). 

8. Из изложенного следуют основные выводы: ЭМ поле, па
дающее на среду, в которой t(z) уменьшается по линейному закону с 

ростом z н обращается в нуль при некотором значении z1 , полностью 
отражается от такой среды; внутри слоя, образованного плоскостями 
ху и xz0y , поле существует в виде суммы двух парциалъных волн, пе-

реотражающихся меЖду плоскостями ху и xz0y ; наложение этих волн 

друг на друга приводит к распределению поля по координате z , близ
кому к стоячей волне; по координате у поле имеет характер бегущих 
волн во всех областях; за плоскостью xz0y (при z > z0 ) поле имеет ха

рактер поверхностной волны; в нижнем полупространстве ЭМ поле 
является стоячей волной по координате z . 

9. Пример. Пуст�> неподмаrничеиная плазма граничит с нейтросферой, имею

щей Е 1 = 1 . ПлотнОСТI. N электронов плазмы линейно убывает с увеличением высоты. 
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Еслц nлоскость xz совldестить с rранццей nлазмы и нейтросферы, то N(z) = bz . На высо

те z' = 20 Кld над rраннцей N(z') 1,5 · IOS эл/смЭ = 1,5 ·101 1  
эл/м3. Оnределить nоложение 

nлоскости xz0y , фазу Ф 1. коэффициента отражения на частоте f = 3 МГц, если уrол 

nадения волны д0 = 60° . 
Оnределяем (см. § ! 0.3) собстsениую частоту nлазldы 

roo = �;e0m, J12 • N112 = (3,177 · 103)112 N112 21,828 · 106 Гц, т.е. fo = 3,476 МГц. Иldеем 

f < fo . Находим коэффициент Ь = N(z')l z' = 0,75· 107 l/м4• Тогда высота z1 , на кото

рой E(z1 ) обращается s нуль: z1 = (e0m, f е;). ro2 1 Ь = 14,9 км. Пoэroldy 

В = llz1 = 6,71 ·10-5 !/м. Значит, z0 = �s2 д0 У В "'  z1 cos2 д0 = 3,725 км. 

Таким образом, nарциальные волны nереотражаются в слое, имеющем толщину 
3,725 км. 

Так как Л = lОО м, то k1 1)1 = 2n/Л = 6,28 · I0-2 !/м. Поэтому 

/;о =  (2k1 cos3 д0)1ЗВ = 78 >> 1 и можно применитъ асимnтотическую формулу ( 1 1 .53). 
Получаем 

Ф J. := 2 arctg�78)-113 • tg(78)]= l,86n . 
В нижнем nолупространстае имеем стоячую аолну, определяемую аыражеНIIЯ

ми (1 1.48) - (1 1 .50), в которых асе nараметры известны. 
10. Строгие решения уравнения ( l  l . lO) при других конкретных 

законах изменения e(z) изложены в [З l, 58-60]. 

1 1 .5. Уравнения геометрической оптики. Локапьно 
плоская волна 

1. Во многих электродинамических задачах уравнения геомет
рической оптики дают единственную возможность получить прибли
женные аналитические решения, так как они проще уравнения Гельм
гольца, поскольку являются уравнениями в частных производных пер
вого порядка н их решение сводится к реш�нию обьшновенных диффе
ренциальных уравнений. При изучении волновых процессов в леодно
родных средах они являются основными и дают методическую основу 
для получения приближенных дифракционных решений (49, 6 1 ,  62]. 

2. Пусть неоrраниченное пространство заnолнено изотропной, 
линейной средой с неоднородной диэлектрической проннцаемостью 

ёа ( OJ, р) . В среде распространяется ЭМ поле частоты OJ .  Комплексные 

амплитуды его векторов напряженностей обозначим через 

Е(р, OJ), Н(р, OJ) • Вне стороннего источника векторы Е, ii удовлетво

ряют однородным уравнениям Максвема 
rot В ==  iOJt'aE , rot Е :::: -iOJJ.taB . ( 1 1 .54) 
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Считаем, что ro � "" ,  (но ro остается конечной). Тогда 
1 1 2  .:.. -1 . k0 = ro(e0110) � "" . Введем вeicrop Е =  W0 Е ,  где W0 - хараiсrери-

стическое сопротивление свободного пространства. При этом векторы 

Е и Н имеют одинаковую размерность, а из ( 1 1 .54) имеем [48, 60] 
уравнения Максвелла 

rot fi = ik0�� , rot � -ik0jlfl . ( 1 1 .55) 
Основой для построения приближений геометрической оптики 

являются решения уравнений ( 1 1 .54} для однородной среды. При этом 

вдали от сторонних источников векторы Е, Н имеют вид бегущих 
прямой и обратной волн: 

Ё( p,ro) = Ео( x,y,z;ro)e±ikr = Ео( p,ro)e±ink0r ; 
fl(p,ro) = fl0(p, ro)e±inkor , ( 1 1 .56) 

где амплmуды Е0, Н0 в среде без потерь в случае плоской волны не зависят 

от р(х, у, z) , а в случаях сферической ИШ1 :цилиндрической ВОJПI медленно 

изменяются с изменением r .  Фаза Ч'(х, у, z;ro) kr линейно увеличивается с 

ростом расстояния r от начала коордннаr, k = kon , k0 = 11k0 , 11 - орт 
нормали к фронту волны, n = Jiii -коэффJЩИент преломления среды. 

В малой области пространства фронт волны можно аппрокси
мировать плоскостью. Тогда волну называют локально плоской. 

Если в неоднородной среде на расстоянии, равном длине волны, 
Е и 11 меняются мало, то в малой области пространства законы распро

странения ЭМ поля должны незначительно отличаться от законов рас
пространения в однородной среде с Е и 11 , близким к значениям этих 

параметров соответствующего участка неоднородной среды. Действи
тельно, анализ строгих решений ( 1 1 . 19)- ( 1 1 .22) и ( 1 1 .4 1 )  задач о рас
пространении ЭМ поля в среде с линейно изменяющейся диэлектриче
ской проницаемостъю показывает, что амплитуды векторов поля при 
медленно меняющейся Е есть медленно меняющиеся функции расстоя
ния, а фазы быстро меняющиеся функции. Поэтому решения уравне
ний ( 1 1 .55) естественно искать в виде локально плоской волны с мед-

ленно меняющнмися амплитудами веiсrоров Ё и Н . Рассматриваем 

прямую волну. Обозначим через U( x,y,z;ro ) ,  V( x,y,z;ro) имеющие 

одинаковые размерности амплитуды веiсrоров Ё и Н . Тогда 

Е V( p,ro)e-ikoLf p,roJ , Н = V( p,ro)e-ikoЦ p,ro) ( 1 1 .57) 
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где функция L( x,y,z;w) ,  называемая эйконалом (от греческого слова 

Eix&v - изображение), определяет фазу векторов Ё и il . При 
L{x, y, z; w) = const имеем поверхность равных фаз, и grad L{p,m) опре

деляет направление распространения волны. 
Найдем уравнение, определяющее эйконал. Для этого подста

вим ( 1 1 .57) в (1 1 .55). Учтем, что, если а - вектор, а Ь - скаляр, то 
rot(ba) = b rota + (gradb,a] ,  

grad(exp(-ik0L)) = -ik0 exp(-ik0L) grad L .  
Сокращая общий экспоненциальный множитель, имеем: 

rot V - ik0 (grad L, V] = ik0 �(] , 
rot (] - ik0 (gradL, (]] = -ik0J.tV . ( 1 1 .58) 

Векторные функции U и V разлагаем в ряды по малому 

параметру ( ik0 Г 1 : 
. � uq . � vq 

U = LJ -- , V = LJ-- . 
q=o( ik0 )q q=O( ik0 )q ( 1 1 .59) 

Геометрической оптике соответствуют первые члены этих разложений. 
Подставляя ( 1 1 .59) в (1 1 .58) и приравнивая слагаемые при оди-

наковых степенях параметра ( ik0 Гq 
в левых и правых частях равенств 

(1 1 .58), получаем для q = О  

(gradL, V0 ]+ �(]0 = О , ( 1 1 .60) 

(grad L, 00]- J.tV0 = 0 .  ( 1 1 .61)  

При q > О имеем рекуррентную систему уравнений 

fgrad L, vq ]+ 'EU q = -rotVq-1 ' 
fgrad L, iJ q ]- J.tVq = rotU q-1 . ( 1 1 .62) 

Если умножить скалярно (1 1 .60) на gradL , то, учитьmая коллине

арность векторов в смешанном их про изведении, получаем iJ 0 · gradL = О . 
Умножая скалярно (1 1 .61) на gradL , аналогично получим V0 · gradL = О . 

Если умножить скаляр но ( 1 1 .60) на V0 , а ( 1 1 .61) - на iJ 0 , то найдем, что 

V0 · U0 = О . Таким образом, векторы U0 и V0 ортагональны друг другу. 

У слови е существования нетривиального решения однородной 
системы уравнений (1 1 .60), ( 1 1 .61 )  находится подстановкой значения 

U0 , определенного из (1 1 .60), в (1 1 .61) .  Имеем: 
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fgradL(grndL, V0] ]== -E�V0 ::: -n2V0 . 
Раскрывая двойное векторное произведение, учитывая, что 

V0 • gradL = О ,  и сокращая множитель V0 , находим уравнение, опреде

ляющее эйконал: 

(gradL )2 == n 2 • 

В дек из ( 1 1 .63) получаем (дL )2 ( дL)2 (дL )2 2 дх + 
ду 

+ дz 
== n (x, y, z) . 

( 1 1 .63) 

( 1 1 .64) 

Последние два равенства являются нелинейными дифференци
альными уравнениями в частных nроизводных первого nорядка. В част
ных случаях задания функции п( р ) их удается решить методом разде-

ления переменных. Граничным условием при этом служит задание фазы 
векторов поля 'Р( p,ro) на пекоторой nоверхности: 

'P(p1 ,ro) == 'P(x1 , y1 , z1 ,ro) = k0L(p1 , ro) ::: const. Этой nоверхностью может 

быть, наnример, граница раздела однородной и неоднородной сред или 
поверхность Su ,  ограничивающая область Vu , занятую сторонним ис

точником. Поверхности L( р, ro) = const называют геометрическими 
волновыми фронтами или геометрическими волновыми поверхностями 
(ниже вошювыми фронтами). 

3. Вектор Пойнтинга в геометрооnтическом приближении 

ii == o.sfu;,н• ]= 0,5W0[ Е, Н:* J = 0,5W0 [v0 ,  V0 • ] .  Поскольку на основании 

уравнения зйконала вектор 

1 _ grad L _ grad L 
� --п- - lgrad LI 

( 1 1 .65) 

является единичным (ортом), то подставляя значение gradL = n11 в 

( 1 1 .60), ( 1 1 .6 1 ), nолучаем Uo == И[vo.lt ] ; Vo = �[11,U0 ] . ( 1 1 .66) 

Позтому Е0 = wlii0 ,11 J, где W = �/ еУ12 W0 - характеристи

ческое соnротивление среды в точке р . 
При этом 

п � �w,И[[v,,t, ]v; Hw,� �)· [u,�,. u;]] 
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Раскрывая здесь двойные векторные nроизведения, учитывая, 
что 11 V0 = 11 U0 = О , находи:м 

· · n 1 rit1 ... , 2 1 /( t )· �u : 2  
П = П1 11 , где 1 = � W0i i- v0! = -W0, - 11 ol . (1 1 .67) 

2 Н! ' 2 V J.t  ' 
Заменяя здесь U 0 и V0 по (1 1 .57) с учетом ( 1 1 .59), nолучаем 

. 1 , . 12 l jL-12 Пz = zW Ho = 
2W* � ' 

( 1 1 .68) 

т.е. отношение поперечных составляющих векторов Е и ii в геометро
оnтическом приближении так же, как nри строгих решениях в неогра
ниченном однородном nространстве, оnределяется: характеристическим 
сопротивлением среды. Но nоследнее зависит от nоложеиия. точки р . 

Таким образом, вектор Пойнтинга направлен вдоль нормали к 
волновому фронту, продольное направление определяется ортом 11 , 
векторы Е и ii ортагональны между собой и ортагональны векто
РУ ii . Значит, волна является Т - волной. Поэтому уравнения (11.60), 
(IJ.бl) и (1 1.63) определяют локально плоскую волну. 

4. Геометрическими световыми лучами называют траектории 
(семейство линий), ортогональные к волновым фронтам 
k0L(p,OJ) = const. Этим линиям nриnисывается наnравление, совnадаю-
щее в каждой точке р с наnравлением вектора Пойнтинга. Векторы 
Ё и ii ортогоналъны лучу. Пусть 1 длина дуги луча, отсчитываемая 
от оnределенной точки р1 до точки р . Обозначим через r = r( l )  ради
ус-вектор точки р ,  расnоложенной на луче (рис. l l .2,a). Тогда 
dr 1 dl = 11 - орт, касательный лучу [63, стр.83]. Поэтому уравнением 
луча в соответствии с (1 1 .65) является 

n dr( l )  
= gradL , 

dl 
(1 1 .69) 

т.е. в каждой точке р gradL наnравлен по касательной к лучу. По
скольку dr 1 dl = 11 , а gradL = 11 дL!дl , то из ( 1 1 .69) имеем 

dL/ dl = n ,  ( 1 1 .70) 
т.е. если dl - расстояние между точками nересечения нормали с вол
новыми фронтами � и � + dL , то dl = dL 1 n = lv Ф (l) · dL jt с ( с  ско-
рость света в свободном nространстве). Интеграл J ndl вдоль кривой G 
называетси оптической длиной этой кривой. 
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n=n(r) 

а б в 
Рис. 1 1 .2. Орт 11 и оmическая длина луча 

Если [р1 ,  р2] - оnтическая длина луча. соединяющего точки р1 и р2 , то 

Р2 Р2 
[pl , pz ]= J ndl = J dL = Ц р2 )- L(p1 ) . 

Pt Pt 
(1 1 .7 1 )  

Так как n = с 1 v Ф , то ndl = cdl / v Ф (l) = cdt , где dt - время 

прохождения пути dl вдоль луча. Следовательно, 

( 1 1 .72) 
Pt 

т.е. оптическая длина [р1 ,  р2 ] равна произведению с на время, необхо-

димое для распространения света от точки р1 до точки р2 • 

5. Чтобы определить изменение вдоль луча амплитуд векторов 
поля, рассмотрим узкую трубку, образованную световыми лучами, вы
ходящими из элемента dS1 волнового фронта Ц r )  = Lt , где Lt - по-

стоянная, и пусть dS2 - элемент, который иерееекают эти лучи на вол

новом фронте Ц r )  = � . Мощности, переносимые через площадки 

dS1 = 11dS1 и dS2 = 11 dS2 в соответствии с ( 1 1 .67) 

dP1 = ll1dS1 = rl11dS1 , dP2 = ll2dS2 = rl12dS2 , 
где iiн , ii12 - нормальные к Lt и � составляющие векторов Пойн

тинга на соответствующих поверхностях волнового фронта. 
В геометрической оптике предполагается, что выполняется ги

потеза о сохранении энергии вдоль лучевой трубки (обмена энергией 
между лучевыми трубками, в том числе и соседними, не происходит). 

Для этого необходимо, чтобы dP1 = dP2 , т.е. величина lldS остается 
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постоянной вдоль трубки лучей. Это соотношение выражает закон 
интенсивности в геометрической оптике. 

6. Уравнения (1 1 .60), ( 1 1 .62) называют урав11ениями nepe11oca нулевого, первого 
и т.д. приближенИй. Они дают возможность определить изменения амплитуд ве�сrоров 
поля и nоляризации ЭМ nоля nри его распространении вдоль луча. Пусть v - орт, на
прамеинwй по главной нормали в сторону вогнутой кривой [63, стр.84]. Тогда ве�сrор 

кривизны К кривой K = d2r(l)ldl2 = d11 1dl = vi R ,  где R - ралиус кривизны кривой 

( l/ R2 = (d2rldl) · (d2r!dl) ). Плоскость, nрохоЩ!щая через ТОЧКУ р и параллельиая век

торам 11 н v , называется соприкасающейся плоскостью. Орт бинормали Ь = [11 , v] орто

гонален соприкасающейся плоскости, еектор dЬ 1 dl напрамен вдоль орта v , его модуль 

описывает скорость поворота соnрикасающейся плоскости с увеличением l н называется 

крученнем 1/Т , которое определяется выражением dЬ/ dl = v/T . Орты Ь ,  11 и v обра-

зуют трехграиник Френе [63], при этом dv J .!.L +!.) . 
dl l R Т 

Если разложить ве�сrоры U0 и V0 (или Ё0 и Н0 ) по ортам v и Ь ,  касатель

ным nоверхности волнового фроiПа е точке р :  Uо = Ф1v + Ф
2
Ь ,  V

0 
Ф3v + Ф4Ь , где 

Ф1-;� - коэффициенты, nодлежащие оnределению, и подставить эти разложения в 

(11 .60), (1 1 .6 1), то с учетом возможности существования эле�сrромаrнитиоrо поля 

( Ф1_4 ;t: O )  получаем (дL!дl)2 = n2 , и Ф3 -(ё/V.)112Ф2 , Ф4 = (Ё/!1)112Ф1 . Зависимости 

Фt = Ф1(l) н Фz = Фz(l) оnределяют поворот вектора Ё0 (плоскости поляризации) при 

длиженил вдоль луча l • Для изучения зтих зависимостей исnользуют ураанекия переноса 

(1 1 .62) при q = 1 .  ПримеНJIЯ условия совместности относительно U1 и V1 полученной 

системы двух уравнений, можно найти дифференциальные уравнения для Ф1(l) и Ф2(1) . 

Если Ф(/) = (Фf + Ф�]12 , а у - угол между ве1сr0рами Ё0 и v ,  то Ф1 = Фсоsу , 
Ф

2 
= Фsiny . Решение дифференциальных уравнений относительно у дает 

[64, 65, стр. l31 ]  скорость изменения у вдоль луча dyldl = liT . Таким образом, плос

кость поляризации поворачивается со скоростью, равной кручению луча. Кручение IfT 
ивляется мерой отклонения кривой от плоской кривоii. Если кривая плоская, то бинормаль 
не меИJiет своего наnрамения. Поэтому для плоской кривой кручение равно нулю (радиус 
кручения Т -+ оо ). Значит, для лучей, лежащих в плоскости, dy 1 dl • О , т.е. поляризация 

ЭМ поля не меняется вдоль каждого луча. 

7. Пределы применимости уравнений геометрической оптики 
можно установить пуrем сравнеНЮI уравнений эйконала ( 1 1 .60) с 
( 1 1 .58). Видно, что уравнения (1 1 .60) справедливы, если выполняются 

условия lrotVI << liko[gradL, v � .  lrotUI « 'ikokrad L, u] . При ЭТОМ 

U = U0 ,  V = V0 . Заменяя здесь iJ и V по ( 1 1 .57) векторами иапря

женностей Е0 , Н0 
и учитывая, что jt0J = w]:iJ:0 ] , Л =  Л0 1 n ,  получаем 
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Здесь <lrotE0f tfE0f) · Л и (frot П0f tfП0f) · Л - относительные приращения 
векторов Е0 и Н0 на расстоянии, равном длине волны Л .  Поэтому 
уравнения геометрической оптики справедливы до тех пор, пока отно
сительные изменения амплитуд векторов поля на расстоянии, равном 
длине волны в среде, можно считать малыJ.tи по сравнению с 2n . 

1 1 .6. Общие свойства лучей 

1. Дифференциальное уравнение, характеризующее лучи непо
средственно показателем преломления, можно получить из (1 1 .69). 
Дифференцируя последнее по направлению орта 11 [63, стр. 124], име
ем 

d dr d ( ) dl п dl = dl gradL = 11 • V · gradL, 
где V - оператор набла. Так как 11 = dr 1 dl = п -l · grad L , то 

d dr 1 1 2 -п- = -(gradL · V) · gradL = -grad(gradL) . dl dl п 2п 
С помощью уравнения эйконала ( 1 1 .63) отсюда получаем век-

торную форму дифференциального уравнения лучей 
d dr 1 2 -п- =-gradn = gradn. (1 1.73) dl dl 2п 

Вектор п11 = пdr 1 dl называют лучевым вектором. 
2. В однородной среде grad п = О .  Поэтому из ( 1 1 .  73) имеем 

уравнение d2r 1 d/2 = О , решением которого является векторное уравне
ние прямой линии r = gl + q1 , проходящей через точку r = q1 и направ-
ленной по вектору g ( g и q1 - постоянные векторы). Значит, в одно
родной среде лучи являются пря.мыми линиями. 

3. Рассмотрим лучи в среде, в которой п = п(r) , т.е., например, 
диэлектрическая проницаемость зависит только от расстояния до пеко
торой фиксированной точки (в среде имеется центральная симметрия). 
Это условие приближенно выполняется в атмосфере Земли, если учиты
вается кривизна последней. 

Образуем векторное произведение [r, (11n)] . Тогда 
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:l [r, (11n)]= [: , (11n)]+ [r, � (11n)J 
Так как dr 1 dl = 11 , то первое слагаемое здесь равно нулю. Во 

втором - учитымем ( 1 1 .73). Поэтому 

�[r, (11n)]= [г. !!._(
dr п)] = [r,gradn} . ( 1 1 .74) 

dl dl dl 
Поскольку здесь grad n(r) = 1rdn 1 dr , где lr = r 1 r , то nравая 

часть в ( 1 1 .74) равна нулю. Поэтому 
[r, 11 п]= const , 

т. е. все лучи являются плоскими кривы.ми, лежащими в плоскости, про
ходящей через начало координат. Вдоль каждого луча выnолня:ется ус-
ловие 

nrsin <p =  nd = А = const , ( 1 1 .75) 

где <р - угол между r и касательной в точке р , d = r sin <р 
(рис. 1 1 .2,в). 

Угол <р оnределяется [66, С1р.406] выражением 

sin <р = �2{8) + (dr 1 de)2 J1 1 2 • r(O), 

из которого имеем (dr/de) · (nsin<p) [(nr)2 - А2]112 • Учитывая, что 

n sin ер = А 1 r , получаем 

dr 1 de = А / r�(nr)2 - А2 . 
Общим интегралом этого дифференциального уравнения 1 -го 

nорядка является 

8 = Afdrl r�(nr)2 - A2 + С, 
где С - nроизвольпая постоянная. Это есть уравнение лучей в сфери
чески си.м.метричной среде. 

4. Вектор кривизны луча, как отмечалось в §  1 1 .5.6, определяет-
ся выражением 

( 1 1 .76) 

где R - раднус кривизны луча, v орт главной нормали в точке р . 
Умножим ( 1 1 .76) на n и учтем, что из ( 1 1 .73), выnолняя диф

ференцирование по l , имеем: 

Поэтому 

dl1 dn d11 dn n- + 11 - = grad n, т.е. n- = gradn - 11 -. 
dl dl dl dl 
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dn nK = nv 1 R = nd11 1 dl = grad n - 11 -. 
dl 

( 1 1 .77) 

Это выражение показывает, что grad n лежит в соприкасаю
щейся плоскости луча. 

луча ем 

Умножим ( 1 1 .  77) скалярно на К и учтем, что 11 v = О . По-

1 1 - =  v-gradn = vgrad ln n. ( 1 1 .78) 
R n 

Так как величина R всегда положительна, то отсюда следует, 
что искривление происходит так, что лучи заходят («загибаются») в 
область с большим показателе.м преломления (на рис. 1 1 .3,а n' > п" ). 
Соответствующим образом деформируется волновой фронт. 

Искривление лучей в неоднородных средах называют рефракцией. 
5. Искривление луча в неоднородной среде можно рассмотреть, 

разделив последнюю на М плоских слоев таких толщип 
Щт(т = 1,2,3, .. М ) ,  что в пределах каждого слоя коэффициент прелом-

ления nm можно считать постоянным (рис. 1 1 .3,6). Для определения 

углов преломления t}m+I на границах раздела сред можно применять 

второй закон Снеллиуса (4.7). Если джоулевы потери отсутствуют, то 
sin t} m+I = (nm sin t} т )  1 nm+l . При уменьшающемся с ростом т показа-

теле nреломления угол t}m+I ---нr. / 2  (рис. 1 1 .3,б, <<Луч»- 1 ). При увели

чивающемся пт с ростом т угол t}m уменьшается (t}m+I �О) (<<JIYЧ»-

2 на рис. 1 1 .3,6). Если М увеличивать ( Щm уменьшать), то ломаные 

линии 1 и 2 на рис. 1 1 .3,б переходят в лучи, имеющие радиусы кривиз
ны, определяемые по ( 1 1 .  78). 

а 
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6. Определим радиус R кривизны луча при диэлектрической 
проницаемости среды, увеличивающейся или уменьшающейся с ростом 

z по линейно� закону (рис. 1 1 . 1 ). При этом n = [t:1 (1 ± Bz)J1
2 

(см. §§ 1 1 .3 и 1 1 .4). Имеем 
1 1 dn в -·gradn = l  -- = ±1 . 
n z n dz z 2(1 ± Bz) 

Из (1 1 .  78) получаем 

( 1 1 .79) 

При Z "' O  (v · lz )  -sin -60 , позто� R(z = O) +2/(Bsin -60) . 
Знак «минус» показывает, что при увеличении n с ростом z орт глав
ной нормали v имеет направление, обратное, показанному на 
рис. l l .З,в. С увеличением z направление v меняется. При пекотором 
значении z имеем ( v · 1  z )  = О , поэто� R � со  и кривизна луча равна 

нулю. При (1 - Bz) � О  имеем R � О ,  т.е. кривизна луча становится 

бесконечной. Но в этой области пространства уравнения геометриче
ской оптики неприменимы, так как на расстоянии (по z ), равном А0 , 
происходит резкое изменение свойств ЭМ поля. В этой области про
странства физические явления изучаются на основе строгих решений 
электродинамических задач (§ 1 1 .4). 

7. Чтобы установить законы преломления и отражения лучей, 
рассмотрим лучи, иерееекающие поверхность S , разделяющую две од
нородные среды с различными показателями преломления n1 и п2 • При 

этом применяются рассуждения, аналогичные тем, которые использова
ны при выводе граничных условий в § 1 . 1 1 .  

Пусть лучи в среде- 1 имеют такие направления, что пересекают 
поверхность раздела S двух сред (рис. 1 1 .4,а). Обозначим через о12 орт 

нормали к поверхности S , направленный из среды-1 в среду-2. Выде

лим так же, как на рис. 1 . 18,в, плоский элемент площадью AS' blt · Al , 
ограниченный контуром Q1Q2Q3Q4 (контур L ), стороны которого 

Q1Q2 Al и Q3Q4 = Al параллельны орту а1 , а стороны Q2Q3 = blt и 

Q3Q4 ::::: blt перпендикулярны этому орту. Обозначим через v1 орт нор

мали к площадке AS' . 
Заменим мысленно поверхность раздела сред S тонким пере

ходным слоем, в котором в направлении о12 показатели преломления 

меняются быстро, но непрерывно от своего значения n1 около S с 
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одной стороны поверхности до своего значения п2 - с другой ее сто

роны. 
Применям операцию rot к ( 1 1 .69) и учтем, что rot grad L = О . 

Получаем rot(п11 ) = О .  Умножим это выражение скалярно на v1 и про

интегрируем результат по площади М' . Применяя теорему Стокса, 
получим 

J rot(п11 )(v1dS') = §п11dr = О. ( 1 1 .80) 
м· L 

Обозначая через п1111 , n2112 лучевые векторы в среде-1 и среде-

2 и переходя к пределу, когда blt � О так же, как в § 1 . 1 1 ,  получаем 

[n12 (п2112 - п1111 )] = О. ( 1 1 .81 )  

Это выражение показывает, что касательная к поверхности 
раздела сред составляющая лучевого вектора п11 непрерывна при пере
ходе через эту поверхность. 

Пусть д01 и д02 - углы, которые образуют падающий и пре-

ломленный лучи с ортом n12 (рис. 1 1 .4,6). Тогда из ( 1 1 .8 1 )  имеем 

пz[n12112 ] = пl[n12lll ] ,  
ИЛИ 

п2 sin д02 = п1 sin д01• ( 1 1 .82) 

Таким образом, во-первых, по ( 1 1 .81)  преломленный луч ле:жит 
в плоскости падения, т. е. в плоскости, образованной падающим лучом и 
ортом n12 и, во-вторых, по (11.82) отношение синусов углов преломле-
ния и падения равно отношению п1 1 п2 

Эти два результата выражают закон преломления лучей (закон 
Снеллиуса). 

Э среда - 1  
01 

среда - 1  

среда - 2  

а б в 

Рис. 1 1 .4. К обоснованию законов отражения и преломления 
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Как и в случае, рассмотренном в § 4. 1 ,  следует ожидать, что в 
среде-1 появится отраженная волна. Полагая в ( 1 1 .8 1), ( 1 1 .82) n2 = n1 , 
nолучим, что отраженный луч лежит в плоскости падения и 
sin -602 sin -601 ,  поэтому 

( 1 1 .83) 
Эти два результата выражают закон отражения. Считается, что 

отражение соседних лучей происходит независимо друг от друга. 
Законы преломления и отражения были получены в § 4.1 для 

частного случая падения плосiюй волны на плоскую поверхность разде
ла сред при произвольнам значении Л0 • Но законы ( 1 1 .8 1 )  ( 1 1 .83) 
справедливы для поверхностей раздела сред более общей формы при 
условии, что Л0 достаточно мала. Последнее означает, что радиусы 
кривизны волнового фронта падающей «локально плоской волны» и по
верхности раздела сред должны быть велики по сравнению с Л0 • Ко
эффициенты Френеля при этом определяются так же, как в §  4. 1 .  

8. Принцип Ферма (или принцип ноикратчайшего пути) утвер
ждает, что оптическая длина реального луча меж<}у любыми двумя 
точками р1 и р2 короче оптической длины любой другой кривой, со
единяющей эти точки и лежащей в области, где проходит только один 
луч. 

Чтобы доказать это утверждение, сначала предположим, 
что п(р) есть непрерывная функция. Пусть 2 - любой замкнутый 
контур. Тогда выполняется (1 1 .80). Выражение ( 1 1 .80) справедливо и в 
том случае, когда контур 2 пересекает поверхность S раздела сред, 
т.е. n(p) имеет разрыв на S (рис. l l .4,a). При этом 2 состоит из двух 
коитуров 21 и 22 • Часть 21 проходит в среде-1 по границе от точки Q5 
до точки !k ,  а часть � проходит в среде-2, по границе в обратном на
правдении (от Q6 до Q5 ). С учетом граничного условия ( 1 1 .8 1 )  вклады 
от интегралов по этим частям коитуров 21 и � взаимно компенсиру
ются. 

Рассмотрим коитур .2. , состоящий из луча р1р2 и любой кри
вой p2Gp1 (рис. 1 1 .2,6). При этом из ( 1 1 .80) получаем 

Р2 
fn11dr + Jп11dr = O. ( 1 1 .84) 
р, P2GP; 

На луче р1 р2 имеем 11 dr = 11 · 11 dl dl . Если направление обхода кри
вой поменять на ·обратное ( p1Gp2 - соответствует рис. 1 1 .2,6), то на 
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л 
кривой ррр2 получаем 11 dr = 11 тdr = cos(11 · т)dr . Поэтому из (1 1 .84) 
находим 

л 

Р2 

J пdl = J п соs(11 � т)dr � J пdl, 
р, p,Gp2 p,Gp2 

( 1 1 .85) 

так как cos(11 · т) �  1 .  Знак равенства здесь соответствует только слу-
чаю, когда направления 11 и т совпадают в каждой точке кри
вой ррр2 , т.е. когда p1Gp2 является реальным лучом. Однако, этот 
случай исключается тем условием, что через- каждую точку проходит 
только один луч. Следовательно, принцип Ферма доказан. 

Из ( 1 1 .85) с учетом (1 1 .72) следует, что ЭМполе между 
р1 и р2 распространяется по тому пути, который требует наи
меньшего времени. 

Условие, что через каждую точку рассматриваемой области 
проходит только один луч, во многих случаях не выполняется. Напри
мер, при отражении ЭМ поля, возбуждаемого нитью тока, парадлельной 
плоской поверхности раздела сред (рис. 4.5), через любую точку прохо
дят два луча. Чтобы охватить подобные случаи принцип Ферма можно 
сформулировать в более слабой форме, но применимой в более широ
кой области: реальный луч отличается от остальных кривых, соеди
няющих точки р1 и р2 тем, что соответствующая ему оптическая дли
на имеет стационарное значение, т.е. малое изменение траектории (на
пример, точки падения на S , рис. 4.5) не приводит в первом порядке 
к изменению оптической длины. Эта форма принципа Ферма достаточ
на для практических приложений, так как для нахождения луча можно 
ограничиться сравнением оптических длин для воображаемых путей, 
которые проходят бесконечно близко от действительного. 

Точку q' называют действительным фокусом геометрического 
схождения лучей, если пучок лучей, выходящих из точки q , после ис
кривлений в леоднородной среде, отражений и преломлений на поверх
ностях раздела сред сходится в точке q' . Точку q' рассматривают как 
оптическое изображение точки q . Изображение называют мнимым, 
если в q' пересекаются не сами лучи, а их продолжения, проведеиные 
в направлении, противоположном направлению распространения 
ЭМ поля (см. § 4.5). 

9. Отметим, что, в отличие от определения, данного в § 9. 1 ,  под 
дифракцией волн в широком смысле понимаются любые отклонения 
волновых движений от законов геометрической оптики. Вследствие 
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дифракции nоля могут возникать необъясня:емые геометрической оnти
кой направления распространения волн. 

1 1 .7. Волны в неоднородных средах в nриближении 
геометрической оnтики 

1. Применям nолученные выше заl\оны метода геометрической 
оnтики для nоетроения волновой картины ЭМ поля в неоднородной 
среде. Пусть nлоская Е -поляризованная волна из однородного нижнего 
полуnространства nадает на границу раздела однородной среды и неод
нородной среды, заnолняющей верхнее полуnространство (рис. 1 1 . 1  ,а). 
Используем обозначения, введенные в § 1 1 .2 § 1 1 .4. Считаем, что 
диэлектрики идеальные. 

Из выражения (1 1 .4) {Е; :::; E0 exp[-ik0[e;'(ysin-60 + z cos'60)]} 
видно, что эйконал падающего поля 1!' = Ln(y, z) == L�(y) + L� (z), где 

Ly =.Jf;ysin-60, Lz = .Jf;zcos-60 • Поэтому для выполнения закона 

преломления (I 1 .82) на граничной поверхности (z == 0) необходИМо, 

чтобы эйконал L' поля в верхнем полуnространстве также зависел от 
координат у и z ,  т.е. L' = Z:(y, z) . 

На поверхности при z = О имеем из ( 1 1 .82): 
п1 sin -60 = n(z) · sin i}(z) , откуда следует, что в верхнем полуnростран-

стве векторы Е и Ii должны зависеть от у как exp(-ik1y sin '60) = 
= exp(-ik0� ysin '60) . Таким образом, L'(y, z) = Ly(y) + Lz(Z), где 

Lz(z) необходимо определить. Для этого рассмотрим ( 1 1 .64). Посколь

ку дL' 1 дх = О, то имеем 

( дL' )2 ( дZ: )2 - 2 

lдJ + дz -
n

. 
Так как здесь дL' 1 ду = дLУ 1 ду = .JE; sin '60 , то получаем 

�+-(д�: JГ =�n2 (zH1 sin2 /}0 , 

т.е. Lz f �n2 (z) - е1 sin2 t10dz = .JE;fV<z) - sin2 '60]'2 dz. 
о о 
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Таким образом, значение эйконала в верхнем полуnространстве 

L' = Ly(y) + L. (z) = .[i; ysin -60 + ,[i;f [r<z) - sin2 -60]'2 dz. 
о 

Поскольку Ly не зависит от n(z) , то можно считать, что со-

ставляющие векторов поля в верхнем полупространстве содержат мно
житель ехр( -ik0Ly(y)) = ехр( -ik1y sin -60) . Тогда эйконал верхнего по-

лупространства является одномерной функцией: L = Lz ( z). 
2. Используя закон интенсивности, наЙдем зависимость от z 

амплитуд векторов поля в верхнем полупространстве. Обозначим че
рез dso.L площадь поперечного сечения лучевой трубки при z = О , 
а через dsll. - площадь поперечного сечения лучевой трубки, находя

щейся на расстоянии dl по длине дуги луча. Пусть il0 - значение 

вектора Пойнтинга при z = О .  Тогда il0ds0.L = ii1ds1.L • Поэтому 

ll0110ds0.L = ll1 110dsl.L . Значит, Ii:1 = Ii:0ds0.L 1 ds1.L . Так как в одномер

ных задачах dso.L 1 dsн_ = const , то Ii1 = Ii0 = const . Но в соответствии с 

( 1 1 .68) IП1\ o,sw!П\2 = o,sw-1 1E\2 = \По\ ·  Значит, \Е\ = {2w\Ii:o\} 
= �W0.Ji!!Ii:0\) 1 12· (e(z)] -114 • Это означает, что амплитуда Ёх от z 
должна изменяться как Ех - [e(z)J114 • 

Отметим, что при некоторых значениях z возможно ds11. -t О . 
При этом \Ii:1 l -t оо и амплитуды векторов поля имеют особенности. 

В этих областях значений z необходимо проведение дополнительных 
исследований. 

3. Обобщая изложенное, для прямой волны для тех значений z , 
для которых выполняются условия применимости геометрической оп-
тики, имеем 

Ех(у, z) = Elx е -ikoLy е -ik0L, = Vп2 (z) - €1 sin2 -60 
Ё ехр( -ik у sin -6 ) -ikt U f(z)-sin z t)o dz 

= lx 1 О е о 
Vc1[/(z) - sin2 -60] 

Если учитывать прямую и обратную волны, то 
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( 1 1 .86) 

где Ё1х, Ё2х - комплексные постоянные. 

4. В среде с линейно возрастающей с увеличением z 
диэлектрической проницаемостью имеем f(z) = 1 + Bz, Ё2х = О  и 

z z z г----
J �f(z) - sin2 f10dz = f �(1+ Bz - sin2 f10dz = f �Bz + cos2 f10dz = 
о о о 

= 3� [ (вz + cos2 f10 J1 2 - cos3 f10 J. 
Поэтому 

• . 2 Ё = Е1х exp[z(2k1 cos f1o) I3B] e-ik1ysin'60 · e-i[2k1 (Bz+cos2 '60)312 !ЗВ , ( 1 1 .87) х 
�Е1 (Bz + cos2 f10 ) 

Сравнение ( 1 1 .87) с ( 1 1 . 1 9) и ( 1 1 .25) показывает, что прибли
жение геометрической оптики описывает асимптотическое поведение 

ЭМ поля при � = [2k1 (Bz + cos2 {}0)312 ] / ЗВ --? оо . 
5. В среде с линейно убывающей с увеличением z диэлектри

ческой проницаемостью f(z) = 1 - Bz , где В =  IBI > О .  Тогда 

f �f(z) - sin2 f10dz = f �cos2 f10 - Bzdz = _ _2_(cos2 f10 - BzJ12 +_2_cos3 f10. 
0 0 3В 3В 

Поэтому из ( 1 1 .86) имеем 

Ех = &
e
E!'

(-ik,ysin f1o) (E{xei� + E;xe-i� ) , ( 1 1 .88) 
�E1 (cos2 f10 - Bz) 

где Е� = Е1 exp[(+i2k1 cos3 f}0 ) /3B] , � = 2k1 (cos2 f}0 - BzJ12 / 3В .  х х 
2 2 

Сравнение ( 1 1 .88) с ( 1 1 .4 1 )  и ( 1 1 .5 1)  показывает, что первое 
приближение геометрической оптики асимптотически описывает пар
циальные волны только в области О � z � z0 при � >> 1 . В окрестности 

z "' z0 , где f�f << 1 ,  это приближение несправедливо. 
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В области, где z0 << z :-:;; оо, � = -i2k1 (Bz - cos2 t10)312 13В = 
= -i2k1 (Bz)312 1 3В ЭМ поле носит характер поверхностной волны, рас

пространяющейся вдоль плоскости xz0y , если Ё1х = О (поскольку при 

z --7 оо exp(i�) --7 оо ). 

1 1 .8. Понятие о методах физической оптики, 
геометрической теории дифракции, краевых волн 
и методе параболического уравнения 

1. Классическая геометрическая оптика не учитывает дифрак
ционных эффектов. Так как обмена энергией между соседними лучевы
ми трубками нет, то за препятствием образуется тень, граница между 
тенью (где ЭМ поле равно нулю) и областью, где поле отличается от 
нуля, проходит по лучу, коснувшемуся препятствия. 

2. Методом физической (волновой) оптики можно приближенно вычислить по
ле и в освещенной области и в области тени. Метод применяется для расчетов полей излу
чения, в частности, в теории антенных устройств. Он основан на принципе Гюйгенса
Френеля, количественной формулировкой которого является интеграл Кирхгофа (3.23). 
Поэтому метод называют приближением Кирхгофа. · 

Метод физической оптики состоит в том, что функции \!f и д\jll дп в (3.23) вы

бираются обычно из следующего условия: на освещенной части поверхности они равны 
соответствующим значениям поля падающей волны, а на теневой - равны нулю. 

В тех случаях, когда необходимо учитывать поляризационные явления, пользу
ются принцилом эквивалентных поверхностных токов. При этом вместо точных значений 

j, j м подставляют их приближенные значения: на освещенной части поверхности 

j = [Н" ,о], jм = [о, Е"] , а на теневой принимают j = О, Jм = О. 
Если поверхность S' + S' в (3.20) совпадает с поверхностью идеально проводящего 

тела, то считают, что Jм = О  на поверхности в силу граничного условия Е, =О, а поверхно

стный электрический ток, используя законы отражения геометрической оптики (поияmе ло
кально плоской волны, падающей на локально nлоскую поверхность), берут таким же, как в 

случае возбуждения идеально проводящей плоскости, т.е. полагают j == 2[Н0 , n]. 
Способ задания приближенных значений поверхностных токов указывает на 

родство методов геометрической и физической опmки. Если предпосылкой метода гео
метрической оптики является предположение о независимости отражения соседних лучей, 
то в основу метода физической оптики положена гипотеза о независимости токов, воз
бу.ждаемых в разных точках поверхности. Метод физической оптики дает уточнение 
решения задачи, так как, хотя токи на теневой части поверхности и считаются по прежне
му равными нулю, поле в области тени отлично от нуля, поскольку учитываются волно
вые свойства поля. 

Противоречие метода проявляется в том, что поле в области тени никак не зави
сит от характеристик неосвещенной части поверхности: ее формы, кривизны, протяжен
ности и др. Это следствие предположения об отсутствии токов на теневой части поверх
Iюсти. Отмеченное может приводить к существенным погрешностям и позволяет ожидать, 
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что методом физической оптики можно получить удовлетворительные результаты в тех 
случаях, коrда токи на теневой части поверхности действительно малы. Поскольку при 
вычислении тока на освещенной части поверхности применяется метод rеометрической 
оnтики, надо ожидать, что с уменьшением кривизны и увеличением эле11.-трических разме
ров освещеuиой части поверх!IОСТИ ТОЧIIОСТЬ результатов, nолуче!Iных методом физиче
ской оптики, увеличивается. Критерием же точности этоrо метода может служить строгое 
решение задачи или эксперимент. 

Примером nрименения метода физической оnтики служит задача о дифракции 
nоля на отверстии в экране (§§ 2.10, 2. 1 1  и 9.6). 

3. Геометрическая теория дифракции сохраняет главное достоинство геомет
рической оптики � ее наглядность, увеличивая точность расчета полей [49). 

Расчеты nоля в зоне тени и noлyreuи с nомощью методов геометрической и фи
зической О!Iтики часто не дают удовлетворцтельного результата. Для nреодоления этой 
трудности исnользуют два пути. Первый nуть основан на уточнении и доnолнении мето
дов геометрической оnтики и физической оnтики. Второй путь заключается в nриближе!I
ном решении уравнения Гельмгольца для зон тенн н полутени. В освещенной области эти 
nути дают результаты, совnадающие с результатами геометрической оптики. 

4. Метод, уточняющий геометрическую оптику, базируется на обобщенном 
принципе Ферма о возможности расnространения ЭМ поля не только вдоль обычных 
лучей, но н вдоль дифраКЦUQ/IНЫХ лучей. Под nоследиими понимаются лучи, проведеиные 
по кратчайшему пути от источника в точку наблюдения и имеющие при этом обiЦИЙ отре
зок гладкой кривой с отражаюшей nоверхностью или общую точку с отражающим реб
ром. При рассеянии на крае экраuа дифракционнь1е лучи образуют конус, осью которого 
является касательная к ребру, а угол nри вершине равен удвоенному углу между падаю
IЦИМ лучом и касательной к ребру. В случае отражения от искривленной nоверхности 
дифракционный луч (1) состоит из трех частей: двух отрезков, касательных к nоверхно
сти, проведеиных нз точек источника и uаблюдения, и отрезка геодезической кривой на 
поверхности тела (рис. 1 1 .5). Таким образом, дифракционные лучи nроникают в область 
геометрической тени н образуют там некоторое nоле. Поверхности равных фаз (2) nер
nеиднкулярны лучам (l ). 

Метод можно nримеиить, например, к задаче о возбуждении удаленным источ
инком цилиндРа с произвольным nоперечным сечением (рис. 1 1.5,6). Если .; длина ди-

фракционного луча, отсчитываемая от точки касания q до точки наблюдения р , а 11 -

длина дуги, проходимая лучом на поверхности тела, то решение для области тени можно 
записать в виде: 

fJ = OO"(i1)(� -rJ}-112 схр(-Щ), ( 1 1.89} 

где fJ - величина, проnорциональная напряженности поля, D - дифракчионный ко

эффичиент. Последний определяется сравнением решения (1 1 .89) с асимптотикон строго
го решения для круглого цилиндра. При этом радиус круглого цилиндра прннимается 

равным радиусу кривизны заданного цилиндра в точке «отрыва» луча Ь2 . Если рассмат

ривается дифракция лучей на крае экрана произвольной формы, то в качестве эталонного 
берется строгое решение задачи о дифракции на крае nолуnлоскости, касательной к экра
ну. Считается, что токи вблизи точки касания этих двух экранов nримерно одинаковы. 

S. Метод краевых волн, уточняющий метод физической оnтики, развит nриме
нителыtо к выnуклым метвллическим телам, nоверхность которых имеет изломы [49, 67]. 
Метод основывается на nредположении, что на искривленной идеально nроводящей части 

поверхности тела 1ок отличается от значения j0 = z&J" ,n], которое используется в мето

де физической оптики. В значение тока вводится nоправка j' и обrций ток представJrnется 

в форме j j0 + j' ,  где j0 называется равномерной частью тока, а j' - нерввномер-
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а б 
Рис. 1 1 .5 .  Дифракционные лучи 

ной. Точное значение j' можно определить лишь на основе строгого решения электродн
намической задачи. Однако, в ряде случаев оказывается возможным вычислить прибли
женное выражение неравномерной части тока. Например, если размеры изломов (ребер) и 
расстояния между изломами на поверхности тела велики по сравнению с длиной вол-

ны i\. , то предnолагается, что j' отлично от нуля только в непосредственной близости от 
ребра и соответствует распределению тока у ребра клина, аппроксимирующего излом. Ток 
на ребре клина имеет характер краевой волны, распространяющейся от ребра, амплитуда 
тока быстро убывает с удалением от ребра. 

6. Изложенные в п. 4 и n. 5 методы имеют ряд недостатков. Например, в случае 
тела сложной формы трудно nолучить эталонное решение. Решение ( 1 1 .89) становится 
несправедливым у поверхности тела, где ; � 11 . Метод параболического уравнения, раз
витый В.А.Фоком и М.А.Леонтовичем, имеет ряд nреимуществ [49, 57]. Параболическое 
уравнение nри определенных условиях является уnрощенным уравнением Гельмгольца и 
позволяет найти главный, превосходящий по величине остальные, член решения. 

Если согласно обобщенному nринцилу Ферма в пространстве оnределены на
правления лучей как обычных, так и дифракционных, то следующим шагом является 
предnоложение о характере энергического обмена между лучевыми трубками. Гиnотеза о 
независимости распространения nоля внутри лучевых трубок заменяется следующими 
гипотезами: а) сохраняется понятие луча, энергия не накапливается в какой-либо точке 
лучевой трубки и не колеблется внутри нее; б) обмен энергией между разными лучевыми 
трубками - поперечная диффузия: амплитуды - происходит в соответствии с принцином 
локальности, т.е. только между соседними лучевыми трубками. Из требований метода 
геометрической оnтики сохраняется требование медленности изменения амплитуды на
пряженности nоля: вдоль луча. 

Рассмотрим скалярное уравнение Гельмгольца для функции u , описывающей 

с точностью до постоянного множителя продольную составляющую вектора Е или Н 
в однородной изотропной линейной среде: 

�u + k2u о. ( 1 1 .90) 
Пусть задана пекоторая идевльно проводящая поверхность, функция и удовле

творяет на ней однородному граничному условию. Построим во всем внешнем простран
стве траектории лучей и ортогональные к ним поверхности равных фаз (волновых фрон
тов) н будем искать решение (1 1 .90) в виде и "' А ·  ехр( -ikL), где L длина вдоль луча. 
Таким образом, решение представлено а виде произведения двух сомножителей: медленно 
меняющейся ам1шитуды и быстро меняющегося фазовоrо множителя. 
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Составим выражение д1IЯ амrшитуды А , д1IЯ чего подставим значение u в (! 1.90): 
divgrad(Ae-ikL) + k2 Ae-ikL = -k2(gradL)2 Ae-ikL -

-i2k(gradL·  gradA)e-ikL -ikAe-ikl.divgradL+ 
+ е  -ikL div grad А +  k2 Ае -ikL = О. 

( 1 1 .9 1 )  

В соответствии с уравнением эйконала ( 1 1 .63) при n = 1 (gradL)2 = 1 .  Поэтому 

из (1 1 .91)  имеем 
i2k(gradL ·  grad A) + ikAdivgradL - div grad A = О. ( 1 1 .92) 

Если за счет медлениости изменения амплитуды поля иренебречь последним 

членом, то получим уравнение div(A 2 grad L) = О  , выражающее гипотезу о сохранении 

энергии внутри лучевой трубки, т.е. вернемся к методу геометрической оптики. 
Чтобы получить более точное решение, по сравнению с методом геометриче

ской оптики, сохраним в слагаемом div grad А те производные, которые описывают попе

речную диффузию в направлении, перпендикулярном границе света и тени. 
Запишем уравнение ( 1 1 .92) в лучевых координатах L,� , где L - длина вдоль 

луча, а � - расстояние вдоль волнового фронта [ 48]. Поскольку jgrad Ч = 1 ,  метрический 

коэффициент hL = 1 , то {1 1 .92) можно представить в виде: 

i2k дА + ik �  дh� _ _!_l_(_!_ дА ) _ _!_�(h� дА )= о. 
дL h� дL h� д� h� д� h� дL дL 

( 1 1 .93) 

Условием применимости квазиоптики является k >> /gradA/ , поэтому четвер

тое слагаемое в этом уравнении должно быть мало по сравнению с первым и вторым. Это 
соответствует утверждению о малости продольной диффузии. В то же время третье сла-

гаемое может быть соизмеримо с первыми двумя за счет большой величины !дА 1 д�l или 

малой величины h� . Первый случай имеет место вблизи границы света и тени, а вто

рой - вблизи каустических поверхностей, т.е. поверхностей, где сходятся близкие лучи и 
где велика кривизна волнового фронта. Подобные области называются зонами эффектив
ной диффузии. Сравнение слагаемых, т.е. соотношение 

ikA дh� ""_!_l_(_!_ дА ) h� дL h� д� h� д� 

позволяет оценить ширину зоны эффективной диффузии (знак "" означает равенство по 
порядку величин). 

Если отбросить последнее слагаемое в ( 1 1 .93), то получим параболическое 
уравнение (т.е. уравнение, в котором отсутствует хотя бы одна из вторых производных). 

Существо метода параболического уравнения состоит в том, что на основе фи
зических соображений о разной скорости изменения искомой функции по различным 
направлениям осуществляется приближенный переход от уравнения Гельмгольца к пара
болическому уравнению. 

1 1 .9. Понятие о методе интегрального уравнения 

1. Из методов численного решения граничных задач электродинамики наи
большее применение получил .метод интегрального уравнения. Это связано с тем, что 
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размерность интеrрального уравнения задачи на единицу меньше размерности соотвеТL'Т
вующеrо дифференциального уравнения в частных nроизводных той же задачи. Кроме 
этого, интеrральное уравнение в компактной форме включает в себя все данные, относя· 
шиеся к задаче, в том числе и rраничные условия, искомую функцию никаким дополни
тельным условиям nодчинять не надо [ 1 5 ,  28, 48, 5 1 ,  53, 54, 57]. 

Получить интеrральное уравнение данной задачи можно на основе соотноше-

ний (3.1 5), (3. 1 6) для Е(р) и Н(р) . При формулировке уравнений используются задан

ные rраничные условия. Интеrральное уравнение тем или иным способом сводится 
к сястеме лянейных алrебраическях уравнений (СЛАУ), которая решается на ЭВМ. При 
этом необходимо определить щ1тимальный численный метод, который бы позволил при 
задаином объеме памяти ЭВМ и ее быстродействии получить при минимальных затратах 
мащииноrо времени максимум информации об ЭМ явлении. Это возможно, если при ре
шении электродинамической задачи использованы методы вычислительной математики. 

Ниже на nримерах рассмотрим получение иитеrральных уравнений поверхно
стных токов, а затем сведем решение их к решению СЛАУ. 

2. Пример. Пусть бесконечный круговой импедансный цилиндр радиуса а воз

буждается прямолинейной н1пью синфазного магнитного тока. Нить параллельна оси 
цилиндра (рис. 9.З,а). Поверхностный импеданс зависит от азимутальной координаты 
и однороден по z . Среда, заполняющая неоrраииченное пространство, однородна и изо

троnна, линейна. Ее nараметры !':a ,f!a . Необходимо найти возбуждаемое ЭМ поле, удов· 

летворяющее уравнениям Максвелла, rраиичным условиям и условию излучения. 
Эта задача отличается от задачи, nоставленной в §  9.3, только тем, что nоверх

ностный импеданс является функцией азимутальной координаты, т.е. z .. = Z.,(q>) . Со-

ставляющие fl,,й,., и Ё, векторов ii: и Е отсутствуют, nоэтому ii I , Й, , 
Е =  l,E, + 1"'Е"' . ГраНIIЧное условие nолучаем из (4.29) 

Eop(q>) = -Z .. (q>)Йt(q>), r = a. ( 1 1 .94) 

Аналитическое решение этой задачи получить в замкнутой форме (например, 
методом собственных функций) не удается. Для решения задачи численным ме-rодом 
сформулируем ее в виде интеrрального уравнения для nоверхностного тока. Приближен
ным решением последнего можно вычислить поверхностный ток. Затем по nоверхност
ным электрическому и магнитному токам с nомощью соотношения (3. 1 5) или (3. 1 6) мож-

но найти Е(р) и Н(р) . 
Выберем в качестве поверхности S nоверхность цилиндра (рис. 9.3). Учтем, 

что по условию задачи jc = О .  Составляющие вектора Н(р) полного nоля можно оnреде

лить из (З.1 6), rде J = [R,-1,]= -I,.,fl, . J" [-l,,E] = -l, E'P , т.e. J, = J, = O, J'P 

J� J: = o. J: = -E"'. 

Чтобы определить Й z , зададим М = 1 z • В качестве вспомогательного тока 

в (3 . 1 6) используем нить сиифазного магнитного тока, т.е. 

j�·c Mo(q - p1 ) = 1,o(r'- r)';(q>'-q>)/r' , где р1 = p1 (r,q>} q = q(r',q>') . Тогда Е .. .  в .. -

векторы напряженности поля синфазной нити магнитного тока (nри i: 1 ), однородного 

по z . Считаем, что граничные условия, которые могут быть наложены на вспомогатель
ное nоле по nоверхности S , тоже однородны по z . Тогда поле вспомогательного тока 

является полем Н-волны, т.е. ii., l, Й zм ,  Ем = l,E"' + l<рЕ<рм . 
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Сторонний ток где 

q0 = q0 (r0 ,fP0 ) .  В (3 . 16) поверхностный импеданс, а значит, и поверхностные токи, тоже 

однородны по z . У читывая это, интегрируя в (3 . 1 6) по z вдоль цилиндра единичной 

длины dSq = adq>'dz' и имея в виду, что J = l<P1<P , J" = l, J� ,  получаем при r' = a 

В z (r,<p )= 1:;' В zм (r,<p; r0 ,<p0 ) -

2J11 <P(<v')Eq>м (r,<p;a,qJ')- 1� (<v')fl zм (r,<p;a,t:p')�d<p' . ( 1 1 .95) 
о 

Когда функции 1rp, 1� будут известны, то H, (r,<p) может быть найдено по этой форму

ле. Однако, вторичные токи неизвестны. Для того, чтобы иметь уравнение для их вычис
ления, расположим точку р _j_ на поверхности цилиндра, т.е. положим r = а . Учтем, что 

В, (а,<р)= -119• Тогда 

-j <Р(<р) = io Н"" (а,<р; ro ,<vo >l 'IJ?:a -

- У  (j <P (<p')Ef/>A< (r,<p;a,<p') - j z (<р')Н"" (r,q>;a,<p') ]r=a+Oad<p'. 
( 1 1 .96} 

о 
На вспомогательное поле наложим граничное условие 

Ё (r,<p) = O, r = a , 'Рм ( 1 1 .97) 

соответствующее цилиндру идеальной проводимости. При этом первое слагаемое под 
интегралом в ( 1 1 .96) равно нулю и получаем 

2n 
- 1  19(q>) = JQ' В zм (а,<р; r0,<p0 )1 'IJ?:a + J 17<<v')B zм (r,q>;a,<p')] r=a+oad<p' . 

о 

Так как при r = а Erp(a,<p) = -17 , то из ( 1 1 .94) имеем 1<Р = -1� IZм . С учетом этого 

2n 
17 (t:p) - J Zм (<р)В '• (r,q>;a,<p')] r=a+O 1; (<p')adq>'= 10 Z., (<р)В,. (а,<р; r0<p0 >1 'IJ?:a· ( 1 1 .98) 

о 
Это есть интегральное уравнение Фредгольма второго рода относительно 

17 C<v) . Если z .. зависит от <р , то найти аналитическое решение этого уравнения в об
щем случае не удается. 

3. Ядро интегрального уравнения ( 1 1 .98) определяется полем вспомогательного 
тока и условием ( 1 1 .97). Решая граничную задачу для Н zм так же, как в §  9.3, получаем 

при i: = 1 

. . , _ i � cosn(<p- q>')  (2) H, .. (r,<p,a,<p ) - -- "'En (2). Нп (kr), 
2W1ta n=O Hn (ka) 

. 
. _ i � cosn(q> - <vo) (2) Н zм(a,<p, r0 ,<p0) - -- "'En (2). Н n (kr0 ). 

2W7ta n=O Н n (ka) 
4. Перейдем от ( 1 1 .98) к СЛАУ. Подставим ( 1 1 .99) в ( 1 1 .98); 

z .. IW = Z0(q>) и для удобства разделим результат на Z0 . Имеем 
21t 

17 C<v) /Z0(<p) - f K(<p,<p')17 <<v')d<p'=f(<p,<p0 ) ,  
о 

где ядро К и свободный член f : 

( 1 1 .99) 

обозначим 

( 1 1 . 100) 
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· � н<2J(ka) K(qJ, qJ' ) = __!__ LEn cosn(qJ - qJ') �2). • 
27t n=O Н n (ka) 
ijм � H(2\kr. ) j(qJ,(/Jo) = -0- L e" cosn(qJ- qJ0)-----ъ-r . 
2па n=O Hn (ka) 

В ( 1 1 . 1  00) точку наблюдения тока на цилиндре можно зафиксировать 
( qJ = const ). Точка интегрирования в процессе выполнения интегрирования, перемешаясь 

в интервале О�  qJ'� 2n , попадает на точку наблюдения тока, т.е. при некотором qJ' может 

выполняться равенство qJ = qJ' . При qJ'� qJ имеем IK(qJ,qJ')I � оо , т.е. ядро имеет особен

ность. Если r0 # а ,  то при (/Jo = qJ функция f(ЧJ,(j)o) не имеет особенности. 

Чтобы перейти от ( 1 1 . 100) к СЛАУ, разобьем интервал интегрирования в 
( 1 1 . 1  00) на N одинаковых промежутков /!tp = 21t/ N . Середина промежутка номера j 

( j = 1,2, . . .  , N )  tf!j = l!qJ/2+(j-1)/!qJ . Примеиим метод Крылова-Боголюбова [ 15]. На 

каждом из промежутков /!qJ значение функции J; (qJ) считаем постоянным и равным 

значению (приближенному) в серединной точке J; (qJm) . При этом вынося J;Ctflm) из

под знака интеграла, имеем 
N q>.,+.l.q>/2 

J; (tpj)/Zo((/Jj ) - .L); (qJm ) JK(qJj ,tp')dqJ' = j(qJj ,(/Jo) , j = 1,2, . . . , N .  (1 1 . 10 1 )  
m=l q>.,-.loq>/2 

q>., +.l.q>/2 
Вводя обозначения J; (IPj ) = Jj , Djm = fK(qJj,qJ')dqJ' , j(qJj ,fPo) = jj ,  Zo((/Jj ) = Zj ,  

q> .. -.l.q>/ 2  
соотношение ( 1 1 . 10 1 )  запишем в виде 

. N . 
Jj I Zг L l}Djm = jj ,  j = 1,2,3, . . .  , N  

m=l 
Это СЛАУ. Матрица ее известна, так как Z j и D jm известны. 

( 1 1 . 102) 

Если вычислить J; ( qJ j) , то значения J '1' в точках !р j находятся с помощью 

граничного условия: J '1' (!р j)  = _ум (qJ j )1 Zм (tp j ) . 
5. Когда нить стороннего магнитного тока расположена на поверхности цилин

дра ( r0 = a )  при (/Jj = fPo свободный член в (1 1 . 100) имеет особенность C IJC(j),(/Jo)l � "" 

при qJ � fPo ). Положение точек, в которых определяется ток, при этом необходимо зада

вать так, чтобы qJ j # (/Jo . 
Порядок N СЛА У определяется числом точек, в которых вычисляются значе

ния тока. С увеличением N может быть реализована большая точность вычисления 

функции J;(qJ) . Однако, при этом возрастает порядок системы, а значит, и - трудности 

реализации численного алгоритма на ЭВМ. Надо иметь ввиду, что система (1 1 . 102) явля-
. . . 

ется комплексной ( J j = Re J j + i Im J j ), поэтому порядок действительной СЛА У ра-

вен 2N . 
Оценка точности вычислений тока может быть проведена рассмотренными 

в [15] методами. 
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Отметим, что на E,.,il,. в ( 1 1 .96) может быть наложено на поверхности S 
граничное условие, отличающееся от условия ( 1 1 .97). Наnример, можно наложить имnе
дансное граничное условие EqtМ -Z1Йzм , где Z1 - постоянный поверхностный имnе-

данс. Значение Z1 может выбираться из соображений уnрощения алгоритма или увеличе

ния точности рещения nолучаемого интегрального уравнения. 
6. Выще рассмотрен пример получения одномерного интегрального уравнения 

и сведения его к СЛАУ, когда искомая функция зависит только от одной координаты. 
В уравнение входил интеграл по дуге окружности на цилиндре. Если поверхностный им
nеданс или сторонние источники зависят не только от азимутальной координаты, но и от 
координаты z или цилиндр имеет конечную длину, то из выражения {3. 16) можно nолу
чить интегральное уравнение, но оно будет уже двумерным, nоверхностный ток становит
ся функцией координат q> и z и в уравнение будет входить интеграл no nоверхности 

цилиндра. 

Задачи 
l . Пусть неподмаrниченная мазма граничит с нейтросферой, имеющей Е1 l .  

Плотность N электронов плазмы линейно убывает с увеличением высоты. Если плос

кость xz совместить с границей плазмы и нейтросферы, то N(z) = bz . На высоте z'= 150 

км над границей N(z') = 106 эл/см3 . Оnределить nоложение плоскости xz0y , фазу Ф .l 

коэффициента отражения на частоте f = 8 МГц, если угол nадения волны &0 = 7:5" . 

2. Угол nадения волны f)0 из нижнего nолуnространства с диэлектрической 

nроницаемостью Е1 на границу раздела со средой с диэлектрической проницаемостью 

Е e1(l ± Bz) равен 75' (рис. l l . l )  Оnределить радиусы крRвизны лучей nрц 

B = S ·l0-3 м -1 для z , близких к нулю. 
3. Методом геометрической оптики найти поле, рассеянное круговым металли

ческим цилиндром, расположенным в оДRородной изотропной среде. Падающее поле 
возбуждается нитью электрического тока. 

4. На nлоскую nрямоугольную металлическую пластину с размерами ахЬ , 
расnоложенную в однородной изотроnной среде, падает с направления нормали к ней 
nлоская ЭМ волна. Методом физической оптики найти nоле рассеяния. 

5. Методом физической оnтики найти эффективную площадь рассеяния мо
ской nрямоугольной металлической пластины с размерам��: ахЬ . Пластина расположена 
в неограниченном однороДRОМ, изотроnном nространстве. 

6. СформулRровать исходные положения геометрической теории дифракции. 
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12. РАДИОТРАССЫ И ИХ МОДЕЛИ. ЗЕМНАЯ 
ВОЛНА 

12.1 .  Краткая характеристика радиотрасс 

1. Для передачи сигналов от радиопередающей антенны (излу
чателя) к радиоприемной антенне в качестве линий передачи энергии 
часто исnользуют естественную среду. Линию передачи при этом назы
вают естественной радиотрассой или радиолинией. ЭМ волны распро
страняются в nриповерхностных толщах Земли, атмосфере или косми
ческом пространстве. Параметры среды зависят от частоты ЭМ поля, 
темnературы, влажности почвы, времени суток и года и т.д. Под влия
нием среды в распространяющемся :ЭМ поле по сравнению со свобод
ным пространством изменяются амплитуда, фаза, групповая и фазовая 
скорости, фронт волны (направление распространения), поляризацион
ные характеристики. 

При расчете радиолиний возникают следующие основные зада
чи: а} расчет напряженности электрического (магнитного) поля или 
мощности на входе радиоприемного устройства при заданной мощности 
излучения (мощности радиопередающего устройства), б) расчет необ
ходимой мощности излучения для обеспечения заданных значений на
пряженности ЭМ поля или мощности на входе радиоприемного устрой
ства, в) выбор оmимальной рабочей длины волны, г) определение ско
рости распространения и направления прихода ЭМ поля, д) изучение 
поляризационных хара:ктеристик и возможных искажений сигнала. 

Принято измерять и рассчитывать наnряженность электриче
ского поля. 

2. Параметры почвы, воды, льда, снега в приповерхностных 
слоях Земли или атмосферы зависят от многих факторов. Поэтому изу
чают влияние физических пропессов на эти параметры. Математическая 
модель, учитывающая влияние всех физических пропессов на парамет
ры радиотрассы, а последних - на хара:ктеристики ЭМ поля, оказыва
ется очень сложной. Поэтому ее строят для каждой конкретной радио
трассы, учитывая основные факторы, оказывающие воздействие на рас
пространяющееся ЭМ поле. 

ЭМ поле рассматривается в дальн.ей зоне излучателя. Радиовол
ны, распространяющиеся на малом электрическом расстоянии от земли, 
называют земными. На их характеристики влияют �>at• 0'1 приповерхно

стных слоев Земли, сферичность Земли и отклонения от сферичности 
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(гладкости), параметры атмосферы. В математической модели первого 
приближения влияние атмосферы и сферичности Земли не учитывают
ся, Земля считается локально плоской. Только математическая модель 
второго nриближения учитывает влияние сферичности Земли. Затем 
в математическую модель вводится фактор, учитывающий параметры 
атмосферы. 

В атмосфере Земли нейтросфера и ионосфера отличаются друг 
от друга электрическими свойствами. Поэтому они по-разному влияют 
на распроетраняющееся ЭМ поле. Нейтросфера состоит из нейтральных 
молекул газов. Это нижний слой атмосферы толщиной около 60 км. Ее 
делят на тропосферу и стратосферу. Тропосфера - это приземный 
слой, имеющий толщину около 1 0-15 км, неоднородный в вертикаль
ном и горизонтальном направлениях. Коэффициент преломления тропо
сферы неоднороден, поэтому возможна рефракция ЭМ поля. На неодно
родностях возможно рассеяние ЭМ поля. Эти явления обуславливают 
распространение тропосферных волн. 

Так как плотность газов уменьшается с высотой, то в страто
сфере € близка к 1 и мало зависит от каких-либо факторов. Поэтому 
стратосфера меньше, чем тропосфера, влияет на распространение ра
диоволн. 

Ионосферой называют слой атмосферы от высоты, равной 
60 км, до 20 · 1  03 км над поверхностью Земли. Газ малой плотиости 
в ней частично или полностью ионизирован. Образовавшаяся плазма 
с N = 103 + 106 эл/см3 находится в постоянном магнитном поле Земли, 
N зависит от высоты. Поэтому возможны явления рефракции и отра
жения ЭМ поля в ионосфере. Ионосфера статистически неоднородная 
среда, коэффициент преломления ее меняется в вертикальном и гори
зонтальном направлениях. Поэтому возможно явление рассеяния 
ЭМ поля, что обуславливает возможность его распространения на 
большие расстояния. Радиоволны, распроетраняющиеся посредством 
отражения и рассеяния в ионосфере, называют ионосферными. На ха
рактеристики последних свойства тропосферы и приповерхностных 
слоев Земли мало влияют. 

На высотах, равных 3-4 радиусам Земли, атмосфера переходит 
в межпланетную плазму, в которой газ полностью ионизирован, 
N 1 0  100 эл/см3• Распространение ЭМ поля в космическом про-

странстве изучается отдельно. 
Таким образом, возможно построение математических моде

лей, изучающих раздельно влияние па распространяющееся ЭМ поле 
приповерхностного слоя Земли, тропосферы, ионосферы, межпланет
пой плазмы. 
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3. Условия распространения ЭМ поля в пределах частот каждой 
из 9 частотных полос примерно одинаковы. Поэтому рассматриваются 
особенности распространения радиоволн в диапазонах СДВ и ДВ, СВ, 
КВ и УКВ (см. табл. В . 1  ). 

1 2.2. Модель свободного пространства 

1. Простейшей математической моделью является модель сво
бодного пространства. При заданном (измеренном) токе в прямолиней-

ном излучателе поперечная составляющая вектора Е в дальней зоне 
определяется по (2. 18), (2. 1 9), (2.22). В случае элементарного электри-

ческого вибратора распределение тока jc (z) = i0 по вибратору дли-

ны L равномерно. Поэтому в (2. 1 8) а3 F (8) = 1 0L sin 8 . Получающиеся 

выражения просты и удобны для расчетов. Поэтому часто заданный 
прямолинейный излучатель с пекоторой функцией распределения тока 
по его длине L приводят к «эквивалентному» излучателю с равномер-

ным распределением тока i0 и действующей длиной Lд , вычисляемой 

из условия равенства напряженности его поля в дальней зоне 

'l3f L W. -ikR 
E6(p) = ��F(8)-e-

4n R 
(12. 1 )  

напряженности поля заданного излучателя. Приравняв ( 1 2 . 1 )  и (2.22), с 

учетом (2. 1 8), (2. 19) получаем Lд = а3 1 i0 .  В случае элементарного 

электрического вибратора и прямолинейной нити с бегущей волной то
ка Lд = L (§ 2.4, § 2.6). Для вычисления Lд линейного излучателя необ-

ходимо задать (измерить) функцию распределения тока по линейному 
излучателю (§§ 2.2). 

• 2. Если задана (измерена) мощность излучения Ру_ ,  то для эле-

ментарного электрического вибратора из (2.42) 

J10J = {3Py_ /7tW0J12 (Л /L) . Подставляя /io/ в ( 12 . 1 )  и считая, что L = Lд , 
получаем Е6(р) = JE6(p)j exp{iФ), где JE6(p)j = �ОРу_ JF(8)j / R, 

Ф = -13R + arg F(8) + n/2+ arg /0 . 
Одним из основных параметров излучателя (антенны) является 

коэффициент направленного действия Dy_ (КНД). D2., - число, пока-

зывающее во сколько раз пришлось бы увеличить Ру_ при переходе от 

направленной антенны к пенаправленной при условии, что остается не
изменным значение Е6(р) (коэффициенты полезного действия обеих 
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антенн равны). Тогда D'i = Р2. 1 P'i. , где P'i. - мощность излучения 

иенаправленной антенны. Элементарный электрический вибратор в эк
ваториальной плоскости имеет D'i = 1,5 . Для него 

/E'0 (p)l = J6oP'iD� sin 8/ R .  Это выражение совместно с ( 12. 1 )  можно 

обобщить на линейную антенну, имеющую значение D2. , соответст

вующее максимуму характеристики направленности: 

Е8 (р) = IEe (P)/eiФ(p) = �60P'iD�/F(8, q>)/eiФ(p) 1 R. ( 12.2) 

Ниже индекс « 8 »  в выражениях (12. 1 ), ( 12.2) заменяется ин

дексом «0», означающим поперечную составляющую вектора Е0(р) 
в свободном пространстве. 

3. Пример. Радиолиния расположена в свободном пространстве. Передающая и 
приемпая антенны заданы в виде прямолинейных четвертьволновых несимметричных 
электрических вибраторов, причем приемпая антенна находится в экваториальной плос
кости передающей и составляет угол у с ее осью (рис. 3.2,г). Измеренный ток на входных 
зажимах передающей антенны llol = 1 А .  Приемпая антенна расположена на расстоянии 
10 км от передающей. Найти напряжение на выходе радиоприемной антенны, если 
Л = 10 см. 

При вычислении Lд = a3 l i0 по (2. 1 8) учтем, что lc (z) = l0 sinf3(L - z) ,  
где L = Л/4 . Тогда действующая длина передающей антенны при е =  n/2 

1 Л/4 л. Lд = - J !0 sinf3(L- z')dz' = - < L. 10 0 2n 

По ( 12 . 1 )  имеем IE:0(p)l = 3  мВ/м. На nриемной антенне передающая наво

дит (§ з.s) э.д.с. Э12 = IE0(p)l · 4p cosy , где 4р = Л.t2n - действующая длина приемной 

антенны. Таким образом, Э12 = (3000 · 10-J / 2n) cos у = 48 cos у мкВ. 
4. При расчете радиолиний в УКВ диапазоне определяется, 

в основном, мощность на входе приемной антенны Ро,пр = П0Sпр . Так 

как П0(р) = IЁ0(р)12 / 2W0 , а эффективная площадь антенны 

Sпр = DпрЛ? / 4тr.v ,  где Dпр и v - КНД и коэффициент использования 

площади приемной антенны, то используя (1 2.2) при /F(8,q>)/ = 1 ,  V = 1 ,  

получаем 

( 12.3) 

Значит, применение направленных антенн эквивалентно увели
чению мощности радиопередающего устройства в D"IPпp раз. Целесо-
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образность увеличения или Pr или Dr,Dnp определяется экономиче

скими и экологическими соображениями. 
При Dr = Dnp = 1 Сненаnравленные антенны) из ( 12.3) имеем 

Г0 Po,np 1 Pr (Л / 41tR)2 - основные потери передачи. 

12.3. Множитель влияния среды. Замирания 

1. Земные радиоволны распространяются у границы раздела воз
дух-земля. Все виды земной поверхности считаются немаrиитны
ми ( j.t1 1 ). Оrноснтелъная комплексная дизлектрическая проницаемостъ 
t ta1 / в0 = в1 -ia.1 1 rов0 = в1 - i60Лcr.1 • Если отношение плотноетей токов 

смещения и проводимости в почве !Jc ! tiJвl = rова1 1 cr.1 ?: 3 , то поч«у счи
тают дuэлеюпрuком, если rова1 1 cr1 S 1 /3 , то - проводником (§ 1 .8). По
скольку в диапазонах УВЧ-ГВЧ rова1 / cr.1 > 3 , то все виды земной по
верхности, за исключением морской воды, считаются диэлеюприкамu. 
Морская вода в диапазоне дециметровых волн имеет IJcl "" /?/ . Для длин 
волн Л > 300 м все виды почв считаются проводниками. 

Отметим, что деление сред на проводники и диэлектрики зави
сит от частоты и является условным. 

На проводимость почвы основное влияние оказывает ее влаж
ность (см. рис. 1 . 1 7). Считается, что влажность почвы меняется в тече
ние года до глубины в 1 м. Глубина 51 проникновения поля в почву 
в зависимости от частоты меняется от единиц до десятков метров. Для 
морской воды на частотах f > 30 МГц 01 меньше единиц см, в диаnа-
зоне НЧ 01 равно единицам метров. 

Для земной поверхности обычно IEil > 10 , только на участках, 

покрытых сухим песком, в сантиметровом диапазоне длин 
волн 1t:;! 2 - 5 . Поэтому при решении граничных задач применимы 
импедансные граничные условия (4.29). 

2. Решить граничные задачи при неоднородном поверхностном 
сопротивлении даже для простых моделей не удается. Поэтому при рас
четах радиотрасс применяется следующий метод. Считается, что со-
ставляющие Йm (p,ro) ( т  х, у или z )  вектора Е для заданной радио
линии определяются так же, как в свободном пространстве, но влияние 
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среды учитывается с помощью множителя влияния среды 

Vm(p,(J)) = \Vm[ exp(i\j/ т) . 
Тогда 

( 12 .4) 

где Ёот вычисляется по ( 12 . 1 )  или (12.2). Мгновенные значения Em 
определяются по ( 1 .60): 

Em (p, t) = kn ]Eom\[Vm[ei[rot+Ф(p,ro)+Wm (No)]d(J) , 

т.е. Vm(p, (J)) имеет смысл коэффициента передачи эквивалентного про

странству четырехполюсника. Строго Vm можно определить, решая 

граничную задачу дифракции ЭМ поля на неоднородном импедансном 
шаре (Земле), по крытом неоднородной атмосферой. Но строгого реше
ния такой задачи из-за ее сложности не получено. Позтому в инженер
ных расчетах применяют модели радиотрасс с гладкой поверхностью 
раздела сред при усредненных по трассе постоянных параметрах среды. 
В более сложных моделях могут задаваться однородные (но разные) 
параметры сред на выделенных участках радиотрассы (стыки однород
ных участков). 

3. Из (1 2.4) и (12.3) для мощности Pnp на входе радиоприемно-

го устройства с учетом влияния среды имеем 

pnp = Po,np [Vm (p, (J))\2 . ( 12.5) 

Эквивалентный естественной радиотрассе четырехполюсник 
должен характеризовать случайный процесс. Детерминированный сиг
нал после прохождения через такой четырехполюсник приобретает ха
рактеристики сл)",,айного сигнала. Его форма, амплитуда, фаза, частота, 
время прихода, поляризация флуктуируют, т.е. отклоняются по случай
ным законам от средних значений этих параметров. Флуктуации ампли
туды сигнала называют замирания.ми (федингами). Они вызывают ис
кажения сигнала и определяют устойчивость работы радиолинии. 

Множитель влияния среды рационально рассматривать как 
сложную функцию большого числа случайных аргументов. Для моде
лирования последней используется аппарат предельных теорем теории 
вероятностей, приводящий к моделям Релея, Райса, Хойта и др. 

Физическими причинами возникновения флуктуаций сигнала 
являются изменения во времени свойств среды и многолучевость в про
цессе расnространения ЭМ nоля. Свойства среды могут меняться во 
времени, например, под влиянием метеорологических условий. Много
лучевоетЪ в точке р создается в результате появления луча-О, 
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распространяющеrося по пу
ти qp (расстояние Rqp ) и лучей 
1 ,  2, .. . , N .  Лучи 1 + N отража
ются, например, от 
N неоднородностей в атмосфере, 
имеющих случайный характер 
(рис. 12. 1 }. Высота неоднородно
сти d11 (t) и ее положение в гори-

зонтальной плоскости Rqь. (t) меняются по случайным законам. Если 

Rqь. , Rь.р >> d11 то 

( 2 zJ 12 ( 2 2 'i12 2 Rqs.p Rqь. + dn + Rь.р + dn J "" Rqp + dn 12Rqp�n (1 -;n) , 
где .;n (t) Rqь. 1 Rqp - меняется по случайному закону. 

Причиной изменения высоты неоднородности d11 и ее горизон
тального положения могут быть, например, нисходящие и восходящие 
потоки воздуха, ветер. Разность хода луча-О и луча номер n равна 

AR.n ;::;:. Rqsnp -Rqp � d: 1 2Rqp;n (l - ;n ) . Разность фаз 6-'Jf n := PARn меня

ется по случайному закону. 
Поле луча-О с напряженностью Em0(p,ro) интерферирует с nо

лями N лучей. Тогда 
N 

Em(p, t) = 1Em01 cos[rot + Фт(t)] + L IEmп i cos[rot+Фmn (t)]. (12.6) 
11"'1 

Различают быстрые и медленные замирания. Флуктуации амплитуд и 
фаз сигналов изучают на основе измерений Em (p,t) на конкретных ра
диотрассах. Результаты измерений показъmают, что замирания являются 
нестационарным случайным процессом. Но с достаточной для инже
нерных расчетов точностью в течение ограниченных интервалов време
ни их можно определить как стационарный случайный процесс. Дли
тельность этих интервалов времени для конкретных условий оnределя
ется эксnериментально [68J. Замирания в течение ограниченного интер
вала времени назъmают быстрыми, а изменение средних значений ам
плитуды сигнала за большие интервалы времени - медленными. Ско
рость замираний определяется их частотой, равной среднему числу пе
ресечений мгновенным значением огибающей сигнала заданного уровня 
за единицу времени, или обратной частоте величиной средним пе
риодом замираний. Медленные замирания связаны с изменением во 
времени коэффициентов затухания и отражения поля. Например, для 
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луча-О ln(IEmol t!EmoiR;O) = -a.Rqp . Предположив, что случайная величи
на а распределена по нормальному закону, имеем распределение ам

плитуды \E:mo\ по логарифмически-нормальному закону. Измерения 

подтверждают, что медленные замирания описываются логарифмически 
нормальным законом. 

Быстрые замирания являются результатом случайных измене-
ний фазовых набегов лучей. Плотность распределения р(\ЕтN \) ампли-

туды EmN напряженности суммарного поля N лучей (суммы по n ) 
в ( 12 .6) подчиняется закону распределения Релея: 

P(IEmN I) = 2IEm l exp[-IEi / 2у2 ] /у$,  где у2 - дисперсия \Е:т \ · 
Плотность распределения амплитуды напряженности поля Ёт ( 12 .6) 
подчиняется обобщенному закону Релея. 

Применяются понятия медианного значения Емед - величины 
напряженности поля в точке р , превышаемой в течение 50% времени 
наблюдения, а также уровни Е99 , Е90, Е10 и т.д., превышаемые в интер
валах времени наблюдения соответственно 99, 90, 10 и т.д. процентов. 
По записям сигнала вычисляется интенсивность флуктуаций, т.е. дис
персия. 

Временная функция корреляции C('r) описывает статистиче-
скую связь сигналов в точке р nри их временном разнесении. Норми
рованные функции корреляции удовлетворительно описываются зако
ном C('t') = exp(-t/t0) , где t - интервал разнесения сигналов во вре-
мени, t0 - масштаб временной корреляции. Пространствеиная функ
ция корреляции описывает статистическую связь сигналов двух разне
сенных в пространстве на интервал l точек наблюдения р1 и р2 • Ее 
нормированное значение С(/) = exp(-l / /0) , где 10 - масштаб про
странетвенной корреляции. 

Применяется также понятие частотного спектра флуктуаций. 
Он характеризует распределение энергии флуктуирующего сигнала по 
частоте, его называют энергетическим спектром или спектром мощно
сти случайного процесса. Он связан с функцией корреляции и наиболее 
полно характеризует частотные свойства замираний (68]. 
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12.4. Модели радиотрасс без учета влияния 
атмосферы 

1. При расчете напряженности поля земной радиоволны в мате
матических моделях первого приближения атмосферу считают однород
ной непоглощающей средой при € = 1 ,  cr = О , поверхность земли глад
кой и однородной. Пусть передающая антенна расположена в точке q на 
высоте h1 > Л над поверхностью Земли, а приемпая - в точке р на вы
соте hz > А  (рис. 12.2,а,6). Расстояние между точками q и р равно 
Rqp = R . Область пространства, существенная для распространения ра-

диоволн, в зависимости от соотношения между R, h1, hz и Л может не 
включать в себя часть поверхности Земли (случай а), а может включать 
(случай б). Если область пространства, существенная для распростране
ния радиоволн, перскрывается земной поверхностью (случай б), то сфе
ричность Земли с высотой сегмента 1::1 является «препятствием» для 
ЭМ волны и последняя может распространяться в точку р только за счет 
дифракционных явлений (если не учитьiВается влияние атмосферы) по
добно тому, как это nроисходит в области полутени и тени в случае полу
плоскости (§ 9.5). Для уменьшения влияния Земли на ЭМ поле в точке р 
необходимо не только, чтобы высота сегмента 1::1 была равна нулю, но 
первой зоной Френеля не охватывалась бы поверхность Земли (случай а). 

в r 

Рис. 12.2. К обоснованию моделей 

466 



� построения математических моделей применяют понятие 
расстояния прямой видимости - расстояния R0 между точками q 
и р , при котором Прямая линия, проведеиная через эти точки, касается 

земной поверхности: R0 = [(a + h1 )2 - a2 ]
1
1 2 + [(a + hz )2 - a2 ]11 2 • По

скольку радиус Земли а =  6370 км >> hц , то R0 == (2a)11 2 (hf12 + �12 ) . 
Используют три следующих модели радиотрасс: а) радиотрассы 

малых протяженностей, при которых R < 0,2R0 • При этом сферичность 

Земли мало влияет на ЭМ поле в точке р .  Землю считают лакальна 

плоской; б) радиотрассы средней протяженности, при которых 
0,2R0 < R < 0,8R0 • Первая зона Френеля при этом не перекрывается сег

ментом А . Но сферичность Земли необходимо учитывать; 
в) радиотрассы, у которых R > 0,8R0 . При этом вычисляется поле ди

фракции на земном шаре (§ 9.4). Область трассы, лежащая на расстоя
ниях 0,8R0 < R < 1,2R0 , называется областью полутени; при R > 1,2R0 
точка р находится в тени. 

2. В случае первой математической модели ( R < 0,2R0 ) отра

женное от земли ЭМ поле можно вычислить с помощью метода зер
кальных изображений (§ 4.5). Фиктивный (зеркальный, мнимый) источ
ник тогда находится в точке q1 (рис. 12.2,в). Область пространства, су

щественная для распространения отраженного поля, ограничена эллип
соидом с фокусами в точках q1 и р . Пересечение эллипсоида с поверх

ностью Земли происходит по участку поверхности Земли, существен
ному при отражении ЭМ волны. Он ограничен эллипсом, большая ось 
которого вытянута в направлении распространения поля. Размеры ма-

лой и большой осей эллипса ЬФ = [R{R;'AI(R{ + R;)]112 , аФ = ЬФ 1 cosfi , где 

R{ = q1т, R; = тр . Если h1 << h2 , то участок расположен вблизи излу

чателя и вытянут в сторону точки р . Если h1 >> Jz2 , то существенный 

участок поверхности земли расположен вблизи точки р и вытянут 

в сторону излучателя. Таким образом, если существенный участок ров
ный, то поверхность Земли считается плоскостью. 

В пределах существенного участка Е1 может изменяться. Это 

изменение приводит к изменению коэффициента отражения ' 1 1 1 м11,j_ = дR11,j_ 1 дfi · (дfil дR) · аФ . Если iм11 ,j_ , << IR1щ , то этим изменением 

пренебрегают. 
3. Замена сферической поверхности ( 1 )  Земли на существенном 

участке плоской поверхностью (2) приводит к тому, что трубка лучей, 
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отраженных от сферической поверхности, заменяется трубкой лучей, 
отраженных от плоской поверхности раздела сред (рис. 12.2,г). Но пло
щадь поперечного сечения S1 первой трубки больше площади попереч-
ного сечения S2 второй, так как лучи, отраженные от шара, имеют 

большую расходимость. Позтому амплитуда вектора Е8 убывает с рос
том расстояния R в v "' [1 + h1h2R2 1 a(h1 + hz)3Г112 раз быстрее [7 1 ], чем 
в модели плоской Земли ( v называют коэффициентом расходим ости). 

4. Математические модели радиотрасс применяются при глад
кой в пределах существенного участка поверхности Земли. Однако, в 
оригиналах это условие не выполняется. Величину допустимых откло
нений от гладкости определим с помощью рис. 12.3,а. Пусть � есть 
глубина неровности в плоской поверхности. Если плоское ЭМ поле па
дает на плоскую поверхность раздела сред под углом 11 , то отраженные 
под тем же углом 11 лучи называют зеркальными. Плоский фронт па
дающего ЭМ поля находится на плоскости аа' , а плоский фронт отра
женного ЭМ поля - на плоскости ЬЬ' . Если луч qmM зеркально отра
зится от неровности, то он дополнительно проходит путь 
2� cos 11 = пт + тп' , его разность хода по сравнению с лучом Qm' М' , 

который мог бы отразиться от плоскости в отсутствие неровности, рав
на 2�cos 11 . За счет этого появляется разность фаз ilФ = f32�cos 11 .  
Допустимая разность фаз ilФg зависит от назначения приемного уст-

ройства. Обычно задают ilФg= n/ 2 .  Тогда ilФg= п/2  = 2f3�g cosi} . По

этому допустимая глубина неровностей �g = Л/ 8 соs 11 .  Это соотноше

ние называют критерием Релея. Если неровности покрывают весь су
щественный участок (или значительную его часть), то требования к ве-

f,дБ 

а б в 

Рис. 12.3. К пояснению влияния на ЭМ поле неровностей 

468 



личине �g ужесточаются. 

Горизонтальный размер неровности l (или всех неровностей, 
если их много) должен быть значительно меньше аФ . Тогда допусти-

мый горизонтальный размер неровности lg << (nAR)112 1 cos tt . 
При расчетах часто используют не угол падения tt , а угол 

скольжения (возвышения) \jf == n/ 2 - tt (рис. 1 2.3). Тогда �g < Л / 8sin \jf , 

/g << (nAR)112 / sin \jf ,  т.е. вертикальный и горизонтальный размеры не

ровности для зеркального отражения существенно зависят от угла 
скольжения \jf . Чем меньше угол скольжения, тем больше допустимые 

о размеры неровностей. Например, при �Фg == n / 2  и \jf = 20 име-

ем �g = 0,35Л. , а при \jf == 1° получаем �g = 7Л . 

Если неровности не удовлетворяют критерию Релея, то отра
женное ЭМ поле является полурассеянным. При рассеянном, или диф
фузном, отражении поля (оптический термин) плотность потока мощно
сти отраженного ЭМ поля зависит от угла наблюдения <р по «закону 
косинуса» (закону Ламберта): П = П0 cos <p при любом угле падения tt ,  
где П0 - значение плотности П при <р == О . Диаграмма рассеяния (1)  
изображена на рис. 1 2.3,6. Она не зависит от tt .  Но в природе нет по
верхностей, которые полностью диффузно рассеивают ЭМ поле. Отра
женное подстилающей поверхностью поле является полудиффузным, 
или полурассеянным. Его диаграмма рассеяния (2) изображена пункти
ром на рис. 12 .3,6. Полурассеянное отражение поля объясняется нали
чием в пределах существенного участка поверхности Земли располо
женных по случайному закону неровностей. Чем меньше Л ,  тем легче 
выполнение условий, при которых отраженное поле близко к диффуз
ному. Это относится, в первую очередь, к диапазону СВЧ. 

При рассеянии ЭМ поля неровной земной поверхностью, как 
следует из диаграмм рассеяния, изображенных на рис. 1 2.3,6, и из ре
зультатов, полученных в §  9.3,9.5, вторичное поле распространяется и в 
направлении к источнику поля. В однопозиционных системах из отра
женного в обратном направлении поля может извлекаться информация 
о характеристиках неровностей, но часто это поле создает помехи ра
диоприему полезного сигнала. Уровень обратного отражения оценива
ют эффективной площадью обратного рассеяния 0"3 (§ 9.2). Чаще всего 
0"3 ('6) определяется экспериментально. На рис. 1 2.3,в изображены нор
мированные диаграммы обратного рассеяния /('6) = 0"3('6) /сrэ,о(О) 
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(в децибеллах) для взволнованной поверхности моря, где 0'3,0(0) -

значение cr, при нормальном падении волны на Л =  3,2 см ( 1'} = О ), 1 -

соответствует Л = 3,2 см, 2 - Л =  0,85 см. Графики показывают, 
что cr, существенно зависит от � 1 Л, l 1 Л и уменьшается с уменьшени
ем (�соs'6) / Л , что объясняется уменьшением разности фаз 
�Ф = (4n� cos '6) /Л . 

5. В диапазоне СВЧ при расчетах обычно используют экспери
ментальные графики зависимости R11,.L (\11) , 

так как теоретические гра-
фики, рассчитанные для ровной поверхности, для неровной поверхно
сти могут существенно отличаться. Это отличие особенно проявляется 
для взволнованной поверхности моря при горизонтальной поляризации 
падающего ЭМ поля. Например, при Л =  3 см jR.L j при .\if = 5° и при 

высотах морских волн, сравнимых с Л ,  меньше в 10 раз расчетного. 
При вертикальной поляризации растительный покров на почве может 
существенно изменять R11 . 

Влияние на ЭМ поле малых выступов, пологих хаотически рас
положенных на поверхности неровностей, неоднородностей Ei_ рас
смотрено в [71 ,  72]. 

1 2.5. Поле излучателя ,  поднятого над земной 
поверхностью. Первая модель 

1. Пусть протяженность радиолинии удовлетворяет условию 
Rqp = R < 0,2R0, h1,2 << R . Но h1,2 > Л .  Тогда применима первая мо-

дель - модель плоской Земли. Обозначим через r горизонтальное рас-
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Рис. 1 2.4. Модель (первая) плоской земли 



стояние между точками q и р (рис. 12.4,а). В точке q расnоложен из
лучатель, имеющий в свободном nространстве характеристику направ
ленности F(e) в вертикальной плоскости. Он возбуждает в точке р 
первичное поле, имеющее вектор E3.l1R . На существенный однород
ный участок поверхности раздела сред падает ЭМ поле и отражается от 
него. Вектор Е8 отраженного поля в точке р можно определить, как 
показано в §  4.5, методом зеркальных изображений. Фиктивный источ
ник расположен в точке Q . Так как RQp >> Л , то точка р находится в 
дальней зоне фиктивного источника, nозтому 
Rqp = [r2 + (h2 - h1 )2 ]1 1 2 , RQp = [r2 + (h1 + h2

)2i12 • Значит, разность 
хода лучей Qp и qp равна М = RQp - Rqp = 2h,. h2 

1 r - h1hz (h12 + hi_) 1 r3 
(рис. 12.4,6). Считаем, что набег фазы поля j3h1hz (h[ +hJ.)!r3 << n и им 
можно пренебречь. Кроме того, 1 1  Rqp ""' 1  1 RQp ""' 1  1 r , е1 "" 1t-е , t} ""' е . 
Так как векторы Е3 и Е8 в дальней зоне параллельны (рис. 12.4,6), то 
Е(р) = Е3 (р) + Е8 (р) = ь(Бg + Ёв )= ЬЁ(р), где Ё(р) = Ё0(р) + Ё8 (р), 
Ь - орт b.ll8 . В свободном пространстве по (12 .1), (12.2) 

Е0(р) = (60P:�:D:�)112 IF(e)i exp[iФ0(p)]/ r ,  где Ф0(р) = -j3R + arg F(8) + 
+nl 2+argl0 .  Для поля фиктивного источника по (4.49), (4.50) имеем 

Е8(р) = R�,.L (t})(60P�;DL)112 r-1 IFЩ)/ · exp[iФ(p)] , 
где R11 и R.L - коэффициенты отражения по электрическому nолю при 
вертикальной и горизонтальной nоляризациях поля, �� = �IEY (§ 4. 1 ), 
Ф(р) = -BRQp + argF(e1 ) + n/2 + arg f0 . Тогда для полного поля получа
ем Е(р) =. Е0 + Ев = Е0(1 + E8(p) l Е0(р)) = EgV(p) , где V(p) = 1 + 
+ Ё8 (р)/ Ёп (р) - множитель влияния среды, в данном случае множи
тель влияния плоской земли. 

Подставляя значения Е8 (р), Ёп (р) и учитывая, что t} "" e , 
находим 

V(p) = 1 + R. (е) F(el ) e-i[3M . 
. ,ц F(e) 

Модуль множителя влияния среды 
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IV(p)/ == [1 + 1�1 .L (8)\2 1F(n-�(2 + 2\�1 .L (8)\ (7n-�)( cos�]l/ 2 ' (12.7) . 
(F(8)( 

' F(8) 
где � == -ФJI,.L (8) -I3M + arg F(n-8) - arg F(8) . 

Выражение \Ё(р)\ == \Ё0(р)\ · \V(р)\ называют интерференцион-

ной формулой ( 1 Е0 (р )( = 1 Е3 (р )1 ). 
2. В случае слабонаправленного излучателя 

F(8) "" FЩ) "" F(8-n). Поэтому из (12.7) имеем 

(V(p)\ "" [1+ \�I.J. (0)\2 + 2\R11,J. (8)\ cos(Ф11.J. + !32h1h2 / r)]112 • (12.8) 
Если r 1 Л меняется, то аргумент косинуса меняется. При коси

нусе, равном единице, \V(p)\ принимает максимальные значения 

/V (р )/ = /V (р )/макс 
= 1 + ��I . .L (8)j , а при косинусе, равном минус единице, 

\V (р )\ = \V (р )\Мfш = 1- \�I . .L (8)\ . Зависимость \V (r 1 Л)\ при фиксирован

ных h1 1 Л., � 1 Л и G изображена на рис. 12.5,а. За счет изменения раз

ности хода лучей qp и Qp при изменении r 1 Л возникают интерферен

ционные явления (см. § 2.7): разность фаз векторов En и Е8 на фазовой 
nлоскости меняется, появляются лепестки в множителе влияния среды. 
При уменьшении r 1 Л угол падения в уменьшается, значения j�1 • .Lj , 
как видно из рис. 4.2,в, уменьшаются. Поэтому значения (V ( r 1 Л)/ в мак

симумах уменьшаются, а в минимумах возрастают. Ширина интерфе
ренционных лепестков с ростом r 1 Л увеличивается, что объясняется 
гиперболической зависимостью разности хода М лучей от r 1 Л . 

IVI 
2 

1 

о 
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Рис. t2.5. Зависимость \V\ от координат 



В стационарных радиолиниях обычно выбирают r 1 Л > r1 / Л . 

3. В случае слабонаправленного излучателя рассмотрим 
ЭМ поле в направлении е "'  тt/ 2 .  Как следует из графиков, изображен
ных на рис. 4.2, при е -7 тt/ 2  Ф11 = тt - .i\11 , Ф1. = тt + L\1. , где .i\11,1. (8) -

малые величины. При этом 
1t h1 + hz = r tg(- - 8) = rctg8 .  Поэтому 
2 

hz == r ctg е - �  . Значит, М == 2h1hz 1 r == 2h1 ctg е - 2h( 1 r . Таким образом, 
в (12.8) 

соs(Ф + 2f3�hz 1 r) "' cos[тt+ д( е) +  2f3h1 ctge -2f3hf 1 rJ = 

= -cos[2f3h1 ctg8 + д( е) - 2/3hf 1 r J = 

= -{cos(2f3h1 ctge+ L\)cos(lf3hf 1 r) + sin(2j3h1 ctge+  .i\)sin(2(3hf 1 r)], 
где верхний знак соответствует вертикальной поляризации, а нижний -
горизонтальной. Так как здесь 2/Зh? 1 r = 4n(h1 1 Л.) h1 1 r << 1 ,  а L\ - ма
лые величины, то вторым слагаемым в квадратных скобках можно пре

небречь. Кроме того, при этом cos(2(3�2 1 r) "' 1 . При этих условиях nо-

лучаем соs(Ф + 2!3�hz 1 r) "' -cos(2[3h1 ctge +  L\) и IVJ1 (p)l = [1 - 2IR(e)!x 

х cos(2[3h1 ctg е - .i\(e)) + /R(Э)/
2 ]112 • При е == 1t / 2 аргумент 

2/3h1 ctg в+  L\ << 1 , поэтому при обеих поляризациях имеем 

IVJ\,1. (p)l "' [1 - 21�/,1. (8)1 + 1�1,1.(8)12 ]112 = 1 -�\,1. (е) . Поскольку ���� < IR 1.! 
(см. рис. 4.2,в), то 1"'11 1 > IV1.I · Таким образом, для направлений, близких 

к направлению, определяемому углом е =  90° , модуль множителя влия
ния среды для вертикальной nоляризации поля больше, чем для гори
зонтальной, т.е. при вертикально поляризованном поле в горизонталь
ном направлении возбуждается ЭМ поле большей интенсивности, че.м 
при горизонтально поляризованном. Это обстоятельство используется 
при выборе вертикальной поляризации в радиолинии, суюественный 
участок которой имеет большое значение параметра 60Лсr1 • Например, 
в случае навигационной радиолокационной системы, которая должна 
облучать цели, расположенные на море, выбирается вертикальная 
nоляризация. 

4. Рассмотрим формулу Б. А. Введенского, часто применяемую 
при приближенных вычислениях напряженности поля. При е == 90° 

имеем ��\.1.1 == 1 , .i\\1,1. = О . Из ( 12.8) nолучаем 
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IV\ "' -J2[1 - cos(2j3h1� 1 r))11 2 . Поскольку 1 -cos(213�� 1 r) = 2sin2 j3h1� 1 r ,  
то [У[ "' 2sin i3h1� 1 r "' 2j3h1� 1 r ,  так как синус при j3h1� 1 r << 1 ,  то мож

но заменить его аргументом. Таким образом, 

[Е(р)[ = [Е0(р)[ · [У[, [V{p)[ "'  
4nh1� .  

Лr 
Это соотношение называют формулой Б.А.Введенского. Необычную 
зависимость IE(p)l - 1 1 r2 можно объяснить тем, что в горизонтальном 

направлении поле истинного источника за счет интерференционных 
явлений компенсируется полем зеркального изображения, ток в котором 
по амплитуде почти равен току истинного источника, а по фазе сдвинут 

почти на 180° . Формулу Введенского применяют, если j3h1 cos8 < n/9 . 

5. Рассмотрим зависимость [V(8)[ для слабонаправленных ан

тенн при заданном значении h1 / Л . В случае горизонтальной поляриза-

ции, если 2j3h12 / r « l  из (12.8) имеем [VJ. (8)[ "' [1 + [RJ. (8)[2 + 2[RJ. [x 
xcos(2j3h1 ctg 8+Ф  1. {8))]11 2 • С изменением 8 изменяется [R1.(8)I и ар

гумент косинуса. При 2j3h1 ctg еп.мн + Ф 1. (8п.мн) = 27tn , где 

n = О, 1, 2, . . . , N ' cos(2j3hl ctg еп,мс + ф l. (8п,мс )) :::: 1 и IVJ. сеп,мс )1 "" 

"' 1 + IR l. сеп,мс )1 . в направлениях вп,мс обеспечиваются максимумы ам

плитуды возбуждаемого поля. Углы еп,мс можно определить из транс

цендентного уравнения 2[3h1 ctg еп,мс :::: 27tn- ф l. <еп,мс )  или 

ctg8n,мc = nЛ/ 2h1 - [Ф 1. (8п,мс ) /21t](Л /2h1) .  Число минимумов ограниче

но и зависит от h1 1 Л . 
При 2/3h1 сtg 8т,мн + Ф  1. (8т,мн ) = (2т + 1)1t , где т = О, 1, 2, . . . , М ,  

обеспечиваются минимумы возбуждаемого поля, так как 

cos(2i3h1 сtgет.мн + Ф l. сет.мн )) == -1 и !vl. сет.мн)l "' 1- IR 1. сет.мн )1 . 
Для вертикальной поляризации !V�11 "' [1 + 1�112 + 21�1 ! х 

xcos(2j3h1 ctg8 +Фн)]l/2 • При 2j3h1 ctg8m,мc +ФI/(8m,мc) == 27tm , где 

т =  О, 1, 2, . . . , М , имеем и 

l\'ii(8m,мc )l "' 1  + 1�1 (8m,мc )l . В направлениях ет,мс ЭМ поле имеет макси

мальное значение IE<em,мc )! . 
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При 2f3h1 ctgen,мн + Ф11(611,мн ) = (2п + l)п , где n = 0, 1, 2, .. . , N , 

cos(2f3h1 сtgЭп,мн + Ф11) = -1 и /\-11(8п,ми )i = 1- :�1 (911,ми )! . В направлениях 

еп,мн ЭМ поле имеет минимальные значения jЕ(8,цш)\ . Число макси

мумов М и минимумов N ограничено величиной h1 1 Л . 
Для примера на рис. 12.5,6 изображен график зависимости мо

дуля множителя влияния среды от угла е для горизонтального электри

ческого вибратора при h1 /  Л = 3 , е1 = 1,5 , cr1 = О . 
6. Отметим, что характеристика направленности излучателя 

в плоскости, параллельной поверхности Земли, такая же, как в свобод
ном пространстве. В плоскостях распространения ЭМ поля, перпенди
кулярных поверхности Земли, в которых имеются и вертикально поля-

ризованная составляющая Eu и горизонтально поляризованная 

составляющая Е1 , поле в точке р оказывается эллuптически 
поляризованным (см. § 4.2). 

7. Поднять передающую и приемную антенны на высоту не
скольких длин волн ( h1 > Л  , � > Л  ) можно только при Л < lO м (диаnа-

зоны УВЧ-ГВЧ), иногда - при Л <  1 00 м .  Только при �. � > Л можно 

считать приближенно, что на существенный участок поверхности пада
ет однородная локально плоская волна и применимо понятие коэффи
циентов отражения nоля от однородной nлоской nоверхности. 

1 2.6. Поле излучателя, nоднятого над шаром. Вторая 
модель 

Рис. 12.6. Параметры второй 
модели 

1. Пусть протяженность 
радиолинии удовлетворяет условию 

0,2R0 < R < 0,8Ro , h1,2 << R , но 

h1.2 > Л .  Тогда следует учитывать 

сферичность Земли. Выпуклость 
земной поверхности изменяет длину 
пути отраженной волны. Поэтому 
меняется разность хода лучей AR 
прямой и отраженной волн. Ее 
учитывают, заменяя геометрические 
высоты ht и J12 приведеиными 
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высотами h;, � (рис. 12.6). При этом h{,2 = h1,2 - д.h1,2 , где М1,2 можно 
найти, зная длину радиолинии R "" r и положение «точки отраже
ния т ». В точке т плоскость GG' касается поверхности Земли. Поль
зуясь малостью угла у , можно показать, что 
д.hl.2 = [h1,2 l(h1 + �)]2 · r2 1 2а . 

Сферичность Земли приводит к изменению угла падения (по 
сравнению с плоской моделью). Поэтому изменяются коэффициенты 
отражения. Угол падения определяется выражением ctg8 "" (h; + � ) /  r .  

Сферичность Земли приводит и к появлению коэффициента 
расходимости лучей v "" [1 + 2h;�r2 1 a(h{ + � )3Г112 (§ 12.5). Уменьше
ние напряженности поля за счет расхождения лучей оценивается с по
мощью коэффициентов отражения. Последние над сферической по
верхностью равны Rc,//.-L = vR11,.L • 

При расчетах по второй модели в uнтерференцuонной формуле 
(12.8) и формуле Введенского используют значения h;, h:z и Rc.I/..L . Мате-
матическая модель справедлива, если cos 8 >> 0,7(.Л. / па)113

• 
2. Пример. Найти напряженность поля в точке р , расположенной на высоте 

12  м над поверхностью Земли на расстоянии 20 км от излучателя. Мощность излучения 
равна 10 Вт, коэффициент направленного действия излучателя равен 3, максимум излуче
ния направлен на точку р . Поляризация поля вертикальная. Радиолиния работает на 

частоте 2500 МГц, излучатель находится на высоте 15 м. Существенный участок распо
ложен на влажной глине (влажность 10%). 

Найти мощность на входе радиоприемного устройства, если коэффициент на
правленного действия приемной антенны равен 2. 

При решении задачи учтем, что приемную и передающую антенны можно счи
тать слабонаправленными. Определим математическую модель. Расстояние прямой види-

мости Ro = (2а)112 (h[12 + hY2 )  = 26,2 км. При этом R 1 R0 = 0,76 , что соответствует воз

можности применения 2-й модели. Находим приведеиные высоты антенн. Так как 

м1 = 9,69 м, !:>hz = 6,2 м, то h\ = 5,3 1  м, h2 = 5,8 м. 

Условие j3h\hz(h? + h22 ) ! r3 << rc ( r "' R )  выполняется, поэтому применима 

интерференционная формула. Определяем 8 :  ctg8"' (h\ + hz)l r = 0,266· 10-3 , поэтому 

8 "' 89°43' . 
По графикам рис. 1 . 1 7  находим для глины при f = 2500 МГц Е1 "" 1 О , 

cr1 "" 0,5 · 10-2 См/м. Параметр 60Лсr1 "" 3,6 · 10-2 . Из графиков рис. 4.2,в следует, что при 

8 = 90° lя1 j = 1, Фi = n .  Условие применимости формулы Введенского ( j3h\hz l r < п/9 ) 

выполняется. Поэтому применяем формулу Введенского IVI = 47th\ hz 1 Л.r = 0,161  . 
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Напряженность поля в точке р вычисляем по ( 12.4), ( 12.2): /Е(р)/ = 342 мкВ/м. 

Мощность на входе радиоприемного устройства находим по (12.5), (1 2.3): 

Рпр = 3,55 · 10-\3 Вт. 

1 2.7. Поле вертикального электрического вибратора, 
расположенного вблизи земной поверхности 

1. В диапазонах ОНЧ-СЧ и частично в ВЧ диапазоне, где длины 
волн равны от десятков километров до десятков метров, расположить 
антенны на больших по сравнению с Л высотах невозможно. У слови е 
h1 ,� > Л  нереализуемо. Антенны, обычно в виде вертикальных мачт 
или башен (1), располагаются непосредственно у земной поверхности 
(рис. 12.7,а). Падающее на земную поверхность ЭМ поле при этом нель
зя считать локально плоским. Вторичное поле нельзя вычислить с по
мощью коэффициентов отражения. Для определения поля применяются 
строгие методы, аналогичные методу, использованному в §  4.5. При 
небольшой протяженности радиотрасс применяют модель плоской Зем
ли. Параметры почвы сначала считают однородными. Влияние атмо
сферы на ЭМ поле не учитывается . 

Согласно результатам § 4.5, если проводимость нижней сре
ды cr1 � оо ,  то воздействие нижней среды на ЭМ поле в верхнем полу
пространстве можно заменить зеркальным изображением вибратора (2). 
Ток в зеркальном изображении равен по амплитуде и фазе току в истин
ном источнике . Так как вибратор расположен у земной поверхности, то 
общая действующая длина (излучатель плюс зеркальное изображение) 
удваивается. Поэтому при вычислении вертикальной составляющей 

а б 

Рис. 1 2.7. Поле вертикального вибратора 
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Е У = 1 У Е У вектора Е при у 2: О по заданному току i 0 имеем по ( 12. 1 )  

Е = Е  = if3lo2LдWo F(8 tn)e-if3R 1 R ( 1 2.9) у О, в 41t ' 't' ' 

т.е. множитель влияния среды V(p) = 2 .  Если Ё0 в вычисляется по за
данной мощности излучения, то надо учесть, что величина Dт, в на
правлении е = 90° увеличивается в 4 раза, так как в (2. 19) 
а3 F(e) = 2Lдlo sin е .  Из ( 12.2) имеем 

Е у = Ео,в = �бОР}; · 4D}; !F(e,<p)leiФ(p) 1 R .  ( 12. 10) 

Горизонтальная составляющая Ёог = Ez на поверхности разде
ла сред ( у = О )  при cr1 � оо отсутствует. 

Математическая модель, соответствующая cr1 � оо ,  неприме
нима при расчетах земной волны, но полезна для оценки значения Е У • 

Ниже рассматриваем земную волну. При этом точка р распо
ложена на малой высоте, е "'  n/ 2 и F(n/ 2, <p) = F(<p) . 

2. В природных условиях � - комплексная величина. В IШЖНей 
среде имеются потери. Фронт распространяющейся вшrnы у поверхности 
раздела сред так же, как в случае фронта волны над проводом конечной про
водимости (§ 2.9, § 7.5), искривляется (см. фронт4 на рис. 7.9,а). Кроме вер-
тикальной составляющей Ев на фронrе у поверхности раздела сред имеется 
mризонтальная продольная составляющая Ёг = Ёz (см. (2.59)). Последняя 
определяет составляющую Ii У вектора Пойнтивга, направленную в почву и 
характеризующую потери на нагревание последней. 

Над поверхностью раздела сред Е = 1 У Е У + 1 z Е z , где Е У = Б. ,  
. . . . . . 1 Ez = ЕГ '  Н :=: 1хНх . В дальней зоне излучателя Hx = -EyWo- . На по-

верхности S раздела сред по (4.28) Ёz :=: -W1Й х .  Поэтому на S 

Ez = W1W0-1Ey = ЕУ 1 . .Jr, , т.е. вблизи земной поверхности 
1 / 2 . 1 : i 1 / 2 . i г 2 � 2 ]1 / 2 Er = Ев 1 tJ. = Ев ехр( -z :2 arg Е1 ) /;E1i , IE1: = Lf1 + (60лсr1)  . 

Амплитуда горизонтальной составляющей вектора Е у земной 
1 1 /2 д 

• 
поверхности в r1 : раз меньше амплиту ы вертикальнои составляю-

щей. В диапазонах НЧ и СЧ это отличие составляет десятки раз. Поэто-
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му в точке р вблизи земной поверхности применяют приемные антен
ны вертикальной поляризации. 

Поскольку Е11 и Ег сдвинуты по фазе на угол O,Sarg t; , то ре
зультирующее ЭМ поле шиеет эллиптическую поляризацию. Так как 

!Бв l >> !Бг l для обычных почв, то эллипс поляризации вытянут в верти
кальном направлении (рис. 12 .7,6). Угол между его большой осью и 

осью у определяется выражением tg'Jf l "' l l г. . ; :- 1/2 
r.r 1 r-11 = Ei ! . Параметры 

эллипса поляризации подробно изучены в [71 ]. Угол 'lf определяет и 
угол наклона фронта волны. . . ,  . , . . , 

В почве (у �О) Е1 = 11Ey + lzEz ,  Н1 = lxHx . Из граничного 

условия ( 1 .82) имеем Еу1 = Е  у 1 t; при у = О ,  т.е. амплитуда вертикаль

ной составляющей jE111 j в почве в it1 !  раз меньше амплитуды верти-

кальной составляющей jБв l над почвой вблизи поверхности почвы. Из 

граничного условия ( 1 .85) получаем при у = О ,  т.е. амплитуды 
горизонтальных составляющих над почвой и под почвой у поверхности 
раздела почти одинаковы. Но при cr1 :F: О с ростом IYI в почве 

и IБ1г l , и IE18 1 затухают по экспоненциальному закону (глубина про

никновсиня равна 81 ). 
3. Итак, распространяющееся над почвой ЭМ поле затухает, фа

за его тоже зависит от параметров почвы. Строгое решение задачи воз
буждения ЭМ поля вертикальным диполем при однородном значении 
t; в интегральной форме дано в 1 909 г. А.Зоммерфельдом. Вид, при
годный для инженерных расчетов, этому решению придали 
М.В.Шулейкин и Ван дер Поль. Для неоднородных трасс решение зада
чи получено Е.Л.Фейнбергом [71] . 

Влияние почвы на ЭМ поле в инженерных расчетах учитывает
ся с помощью множителя влияния среды, который при заданном токе в 
вибраторе определяется как V(p) == 2w(p) , где р = �r - численное рас-

стояние, � -i�(t1 - l) /2t12 , w(p) = lw(p)\exp[-i1'\(P)] - функция (мно
житель) ослабления (по сравнению с полем над идеально проводящей 
плоскостью) поля. Тогда над почвой 

Й8(р) = Eo.8 (p)w(p), ( 12. 1 1) 
где Ео,в определяется или выражением ( 12.9) или ( 12 . 10). 
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Для функции w(p) получено [7 1] интегральное уравнение, ре

шение которого численным методом позволило построить графики за

висимости lw(p)l и f\(P) при различных значениях параметра е1 / 60Ла1 • 
Для всех видов почв, кроме песка, jt.;J >> 1 .  Поэтому р = -i!3r 1 2t.; .  Гра

фики функции ослабления: с достаточной для практики точностью ап
проксимируются выражением 

jw(p)j === (2+0,Зiф/(2+ !rl + 0,6jp1\ ( 12. 12) 
Выражение ( 12. 1 1 )  называют формулой Шулейкина-

Ван дер Поля. Из ( 12 . 12) следует, что при \PJ ---t О , когда 0'1 ---t оо или 

r ---t О ,  jw(p )j ---t 1 ,  т.е. волна по ( 12. 1 1 ) распространяется без затухания:. 

Если Jpj велико, то iw(p)j "" 1 / 2!Р\ , и \Бвl убывает с ростом \Р\ как 1/j�2 , 

т.е. не по экспоненциальному закону, как в среде с тепловыми потеря
ми, а гораздо медленнее (так же как по формуле Введенского). 

Учтем, что jpl = nr /jt1 JЛ , r = R . Фазовая скорость вол-

ны vФ = dR/dt . Фронт волны (12. 1 1 )  определяется выражением 

rot -f3R + .arg F + n/2 + .arg 10 - 'llQP/) = const . Дифференцируя это выра

жение по t , имеем ro- f3dR 1 dt -d:r] 1 dR · dR 1 dt О.  Отсюда получаем 

v Ф = c[l + (ll 2jt.;\)d:r]/ d!pJГ1 • 

о 
1') 
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Графики зависимости arg w(p) от !� при разных значениях па-
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v/ � Q 
Уо=90 
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....-
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раметра у0 = arctg( е1 / 60Лсr 1 ) 
изображены на рис. 12.8. С ростом 

r (или iri ), как видно из графиков, 

сначала d:r] 1 djpi уменьшается, а 

затем при jpj > 20 имеем 

d'l') 1 djpi = О . Поэтому v Ф с ростом 

Рис. 12.8. Графики зависимости 

r сначала возрастает, а затем при 

ir! > 20 становится равной с .  Таким 

образом, скорость распространения 
радиоволн на больших расстояниях 
от излучателя не зависит от 
параметров почвы и равна скорости 
распространения ЭМ поля в воздухе. 
Это существенно для радиолокации, 
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радионавигации, радиогеодезии. Исследования зависимости v Ф (р) для 
разных видов почв выполнены П.А. Рязиным. 

4. Формулу ( 1 2. 1 1) применяют при расчетах до r s; 7 · 103 .).}13 • 
Ошибки вычислений при этом не превышают 1 0% [7 1 ] .  

5 .  В случае неоднородной трассы, когда комплексная диэлек
трическая проницаемость почвы имеет скачки на существенном участ
ке, функция ослабления представляется в интегральном виде [7 1]. Если 
на участке имеется один скачок и 'i - длина nервого участка-! трассы 

с tj ,  а r2 - длина участка-2 трассы с tz ( r = 'i + r2 ), то обозначив че

рез р1 = �t'i , р2 �2r2 - численные расстояния nервого и второго уча-

стков, при fp1f » l, fp2f » l  по [7 1 ]  имеем: w{p) = 1/ 2(�1�2)if 2r , 
т.е. w(p) симметрично относительно nараметров �1 и �2 (рис. 12.9,а). 
Это указывает на то, что существенные участки, примыкающие к излу
чателю и приемной антенне, одинаково важны. 

Рассмотрим качественно воnрос об изменении функции w(p) . 
Пусть на участке-! cr1 меньше, чем cr2 на участке-2. При 

этом f�1j > �2f . Тогда l.tЧ в пределах участка-1 при больших fp1 f  будет 

меняться в соответствии с функцией ослабления jw1f "" ll 2j�1 l'i . На уча-

а 

б в 

Рис. 12.9.  Разнородные участки tpacc и зависимость �� от заполнения 

трассы сушей 

1 7-3652 48 1 



появиться скачок lw<P)I вверх, т.е. напряженность поля по ( 1 2. 1 2) долж
на скачком увеличиться. 

Если на участке-! 1�11 < !�21 , то при переходе на участок-2 дол-
жен появиться скачок \w(p)\ вниз. Этот эффект наиболее четко проявля
ется на берегу моря, реализующего скачок диэлектрической проницае
мости от 1; до Е2 , если точка q находится на море, а точка р на 
суше. 

Пусть на существенном участке имеются два скачка параметров 
почвы на расстояниях r = 'i , r = fi + r2 , r = r1 + r2 + rз , но IP11, \P21 ,  

!Рз1 >> l (рис. 1 2.9,6). Функция ослабления при этом 
w(p) = l /[2(�1�3i12 

• r] , т.е. определяется свойствами участков, примы
кающих к излучателю и приемной антенне, и не зависит от свойств 
среднего участка. Это показывает, что передающая и приемпая антенны 
должны расnолагаться на почвах с малыми значениями парамет
ров �� н �3 , т.е. cr1 и е1 , cr3 и е3 должны быть большими. Эти сооб
ражения подтверждаются [71 ]  расчетами функции ослабления для слу
чая, когда на трассе имеется два скачка параметров: для переходов типа 
море-суша-море и для переходов типа суша-море-суша (l и 2 на 
рис. 1 2.9,в). Считалось, что морская вода - идеальный проводник, 
а суша такова, что при 2а 1 r 1 численное расстояние равно 1 00. Гра
фики показывают, что хорошо проводящие участки, примыкающие к 
передающей и приемной антеннам, существенно увеличивают амплиту
ду напряженности электрического поля. Например, при 2а 1 r 0,5 ам
плитуда поля в точке р при q и р , расположенных на море, увеличи
вается на 30 дБ по сравнению со случаем, когда q и р расnоложены на 
суше, а участок между ними занимает море. Хорошо или плохо прово
дящий средний участок мало влияет на амплитуду поля. 

6. При переходе границы раздела участков 1 и 2 (рис. l2.9,a) 
фазовая скорость волны изменяется, поверхность равных фаз возмуща
ется. Если линия, разделяющая участки 1 и 2, не перпеидикулярна ли
нии qp , то фронт волны, перссекающий линию разделения, искажается, 
направление распространения волны изменяется. Эти искажения могуг 
привести к ошибкам в радионавигации, в радиопеленгаторах, исполь
зующих фазовые методы. Особое значение эти ошибки имеют для мор
ской навигации, когда излучатель расположен на море, а точка р нахо-
дится на суше вблизи береговой черты АА' (рис. 1 2. 1  0). Явление изме
нения направления распространения волны при прохождении береговой 
черты называют береговой рефракцией. 
482 



Рис. 12. 10. К объяснению явления 
береговой рефракции 

Причина явления состоит 
в том, что при распространении 
волны на участке-1 до точки А 
(если пренебречь отражением от 
неоднородности) фронт АВ' волны 
является сферическим. Если бы 
граница АА' раздела участков 
отсутствовала, то фронт А'В 
расnространяющейся волны бьш 

бы сферическим (изображен пунктирной линией). Но волна после точ
ки А и в наnравлении точки В распространяется над сушей, на отрезке 
nB ее фазовая скорость равна vф , она зависит от параметров суши (см. 

рис. 12.8). Волна на отрезке В'А' распространяется над морем с фазовой 
скоростью v Ф > vф . Поэтому фронт Г волны наклоняется. Нормаль 

к фронту отклоняется от направления qp (от наnравления нормали 

к фронту А'В) на угол <р0 • 

Если направление на излучатель pq в точке р определяется по 

нормали к фронту Г, то возникает угол рефракционной ошибки 
<р0 === [2n(60cr2r2 )

112Г1 tge при хорошо проводящем сухопутном участ-

ке-2 ( cr2 - его проводимость, r2 = mp ). При сухопутном участке-2, 

являющемся диэлектриком, <р0 === [2(nf3e2r2/12] tg8 [71]. Величина уг

ла <р0 зависит от положения точки р относительно береговой чер

ты АА', если r2 велико, то <р0 === О . Это значит, что с увеличением r2 
волна переходит в сферическую и в точке р возмущения фронта волны 

отсутствуют. 
Если излучатель расположен на суше, а точка р - на море, 

то <р0 определяется приведеиными выше выражениями путем замены 

в них r2 на 'i = qm .  
В строгой постановке задача о береговой рефракции рассмотре

на В.А.Фоком [57]. 

12.8. Поле в зоне тени 

1. При расчете напряженности поля в области тени (третья мо
дель) используются результаты строгого решения задачи дифракции 
поля на шаре с граничными условиями, в которых � однородно по уг-
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ловым координатам (§ 9.4). Решение задачи получено Г.Н.Ватсоном в 
1 9 1 8  г. для частиого случая хорошо проводящей поверхности [46, 7 1 ].  
Рядом авторов найдены решения для более общих граничных условий и 
nостроены асимптотические решения [46, 57, 7 1 ,  73). В области тени 
точка р находится за nрепятствием, трасса становится закрытой, так 

как ее nерекрывает за счет сферичности Земли сегмент высотой А/А 
(рис. 1 2.2,6). Анализ асимптотического nоведения решений задачи nри-

водит к расчету вертикальной составляющей \Ев! no (12.4), rде 

Vm = U(x)F(y1 )F(y2 ) . Функция U(x) зависит от г и t:; ( r - расстоя

ние между точками q и р по дуге окружности), х =  r l(a2Aiтt)11� . Зна

чения функций F(y) определяются высотами подвеса антенн, 

у1,2 = 2�.2 /(аА2 / тt2 )1 13 • Графики функций U(x), F(y) nриведены на 

рис. 12. l la,б. Расчет по изложенной методике выполняется, если 

�.2 /A > l .  
В диаnазонах ОНЧ-ВЧ антенны поднять на большие по сравне

нию с А высоты трудно. Они расположены у поверхности Земли, 

h1,2 / А <  1 .  Позтому F(y1 ) "' F(y2 ) "" 1 .  Для расчета наnряженности nоля 

при этом используют графики Международного Консультативного Ко
митета no Радио (МККР). Для примера на рис. 12. 1 1 ,в nриведены гра-

фики для поля над сушей, 0'1 = 10-2 
См/м, Е1 = 4 (пунктиром), и для 

поля над морем, 0'1 = 4 См/м, Е1 80. При этом P'EDy_ = 103 Вт. Ампли

туда напряженности поля с увеличением r убывает по экспоненциаль-
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Рис. 12.12. "Усиливающие" препятствия 

потери на нагревание почвы. 

ному закону быст-
рее, чем в случае 
второй модели. С 
увеличением Л увели-

чивается j.Ев 1 , так как 

уменьшаются А 1 Л и 

Рассмотренная модель не учитывает влияния атмосферы. Ре
зультаты расчетов дШtеки от опытиых даииых, поскольку поле в облас
ти тени определяется в диапазонах УВЧ-ГВЧ, в основном, влиянием 
тропосферы, а в диапазонах ВЧ-ОНЧ , в основном, влиянием ионо
сферы. Эта модель имеет ограниченное применение. 

2. Поле в области тени оказывается очень малым даже при 
больших мощностях излучения. Для увеличения напряженности поля 
может использоваться явление «усиления препятствием». Оно состоит в 
том, что JE1 (р )j в присутствии препятствия на трассе может оказаться 

больше jE(p)j , но при отсутствии препятствия на той же трассе. Пусть 

препятствием является металлический экран ( 1 )  высоты Н 0 
(рис. 12 . 1 2,а). На экран падает первичное ЭМ поле (луч qn ) и вторич
ное ЭМ поле (луч qmп ). Результирующее ЭМ поле в точке р опреде
ляется интерференцией полей, приходящих от истинного источника по 
пути qп и затем - по путям пр и пт1р , и поля, приходящего в точ-
ку п от фиктивного источника по пути qmn , а затем - по 
путям пр и nm1p . Считая экран полуплоскостью, по графикам 
рис. 9.7, 9. 1 1  можно рассчитать поля в точке р и вычислить результат 

их интерференции. Поле в точке р зависит от hz. l h1 и от Н 0 1 Jf;. и 
носит колебательный характер при изменении � 1 Н 0 или hz. l  Н 0 • «Ко-

эффициент усиления» g препятствием определяется как Jй1(p)j1JE(p)j . 
Например, применяя для расчета поля вторую модель, при 
qn = пр 50 км, Л. 1 м, h1 == hz. 10 м, Н0 = 1250 м получаем 

g = 13,5 . В случае шара IE(p >1 - малая величина в области тени и g 
может достигать больших величин ( g = 60 80 дБ), но между точка
ми q и n и п и р должна существовать прямая видимость. Формулы 
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для вычисления g приведены в [7 1 ]. При расчетах гора или холм 

аппроксимируется клином или полуплоскостью (рис. 12. 12,6). 
Расчет ЭМ поля в условиях города имеет большое практическое 

значение. Город в моделях часто рассматривают как пересеченную 

местность. Строго рассчитать �� в этих условиях не удается. Из опыта 

еледует, что �� в городе в ОВЧ-СВЧ диапазонах меньше в 3-5 раз, чем 

на открытой местности. В елучае прямой видимости между точка

ми q и р оценка IE:I проводится по формуле Введенского, в которой 

высоты антенн отсчитываются от среднего уровня крыш. Разработан 
ряд компьютерных программ для приближенного расчета ЭМ поля 
в разных условиях города. 

ЗАДАЧИ 
1. Радиолиния расnоложена в свободном nространстве и работает на частоте, 

равной 3 ГГц. Чувствительность радиоnриемного устройства равна 10-14 Вт, а коэффи

циенты наnравленного действия (КНД) радиопередающей и nриемной антенн равны 103 . 

Найти необходимую мощность излучения, если Rqp = 1 03 км. 

2. Рассчитать наnряженность ПОШI на расстоянии 3,6 км от передающей антен
ны, подвешенной на высоте h1 10 м, если nриемная антенна находится на высоте, рав
ной 4 м, расnространение поля происходит над морем, Л = 30 см, мощность излучения 
равна 10 Вт, а КНД передающей антенны равен 3,6. Поляризация nоля - горизонтальная. 
(Влияние троnосферы не учИТЬIВать). Вычислить мощность на входе радиоnриемного 
устройства, если КНД nриемной антенны равен 9. 

3. Вертикальная nередающая антенна расnоложена у земли. Измеренный ток 
в пучности равен 10 А. Действующая длина равна 100 м на Л = 500 м. Расnространение 
ПОШI происходит над влажной nочвой. Найти вертикально поляризованную состаВЛJ!Ю
щую электрического поля, если Rqp = 100 км. 
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13. ТРОПОСФЕРНАЯ ВОЛНА 

1 3. 1 .  Диэлектрическая проницаемость и показатель 
преломления тропосферы 

1. Чтобы учесть влияние тропосферы на распространение земной волны н рас
считать напряженность поля тропосферной волны, необходимо определить злектроднна
мнческне параметры н построить математическую модель тропосферы. Деление атмосфе
ры на нейтросферу, состоящую из тропосферы н стратосферы, и на ионосферу показано 
на рис. IЗ.l ,a, где h - высота над уровнем моря. Границы между ними по высоте выра
жены не резко н зависят от времени года, времени суток, географического положения 
точки р .  

Газ в нейтросфере no объему состоит из примерно 78 % азота, 2 1 % молекуляр
ного кислорода, 0,93 % аргона н очень малых количеств неона, гелия, криnтона, ксенона, 
водорода, метана, углекислого газа, озона, закиси азота. В тропосфере имеется пыль 
и водяной пар. Содержание последнего (по объему (0-4) %) убывает с ростом h и зависит 
от метеорологических условий. 

Плотиость атмосферы N м равна числу молекул в 1 см3 на данной высоте h 

(рис. lЗ. l ,a) и связана с давленнем р' (в паскалях) и абсолютной температурой Т' зако

ном N м р
' 1 kвТ' . В однородной атмосфере давление зависит от высоты по барометри

ческой формуле: p' = p0exp(-MghlmТ') , где р0 давление при h = O ,  М - масса 

грамм-молекулы газа, g - ускорение силы тяжести, т =  8,32 Джlград·молъ - универ
сальная газоавя постоянная. ТемпераТУРа воздуха меняется с высотой (рис. IЗ.l ,a). В тро
посфере воздух нагревается от поверхности Земли и обычно темпераТУРа убывает с рос
том h на (5-6)0 К на км. На неболъших интервалах высот может возникнуть местное воз
растание темпераТУРы темпераТУРная инверсия. Увеличение темпераТУРы на высотах 
около 60 км объясняется поrлощением озоном ультрафиолетового излучения Солнца. 

h,км h,км 
Ион о-сфера 

8 

1 0
3 

_ _ _  l 6 

С:rрато-�
_:.Е-

а
- 4 

Тфопо-с ера 
2 о 

10
7 1о' ' 

1015 1019 Nм 

о 200 400 600 т,к о 100 200 300 Nт 

а б 
Рис. 1 3 . 1 .  Изменение параметров атмосферы с высотой 
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Начиная с высот около 80 км, температура возрастает из-за логлощения солнечного излу
чения и достигает [ (2 - 3) · 1  03 ]0 К при h > 500 км. 

Абсолютной влажностью тропосферы называется парциальное давление водя
ных паров Рп ; относительная влажность s' выражается в процентах s' = Рп · 100/ es , 
где es - давление водяных паров, насыщающих пространство при заданной температу
ре, - определяется по специальным таблицам. Давление, температура, влажность тропо
сферы зависят от метеорологических условий. 

При построении математичесiСИх моделей радиолиний используется понятие 
«lюрмальной (стандартной) тропосферы». Параметры последней соответствуют средне
му состоянию тропосферы со следующими свойствами: при h = О давление 
р0 = 0,1013 МПа, Т' = 288° К, s' 

= 60% ; с увеличением h на 1 км давление уменьшает
ся на 1 ,2 кПа, температура - на 5,5° К. Верхней границей нормальной тропосферы счи
тают высоту h = 1 1  км. 

В тропосфере непрерывно происходят случайные изменения, вызываемые воз
душными потоками в вертикальном и горизонтальном направлениях. Движение воздуха 
носит вихревой, турбулентный характер. При этом скорости перемещения воздуха в ло
кальных областях отличаются от средней. Поэтому и плотности воздуха в этих областях 
отличаются от средней, причем они флуктуируют. 

В стратосфере плотность газа значительно меньше, чем в тропосфере. Поэтому 
стратосфера мало влияет на распространение радиоволн и ниже рассматриваются модели 
для изучения влияния только тропосферы. 

2. Относительные магнитная и диэлектрическая проницаемости 
тропосферы: J-l = 1, Е = 1 + k3 , k3 = kг + kп , где kГ ' kп - диэлектрические 

восприимчивости газа и пара. Молекулы газа не имеют начального диполь
ного момента, их поляризация обусловлена только смещением зарядов 
в молекуле относительно равновесного положения. Поэто
му kг = kг1 N м = kг1 Рг 1 kБТ' , где Рг - парциальное давление газа. Моле

кула воды (пара) обладает дипольным моментом. Поэтому вектор электри
ческой поляризации ее обусловлен не только смещением зарядов в молеку
ле, но и поворотом последней в направлении вектора Е . С повьппением 
температуры пара увеличивается скорость движения молекул, что затруд
няет ориентацию молекул в направлении вектора Е и делает k0 зависи-

мым от температуры воздуха: kп = (kг1 + kпl / Т')Nмп , где Nмп - плот

ность пара в тропосфере. Значения kr1 , kп1 определяются эксперименталь

но. Учитывая их численные значения, при р' = Рг + Рп получаем 

_ 1 1,552 · 10-6 ( , 4810рп } 
е - + т' р + т' 

J/2 1 0,776( ' 48 10рп ) 10-6 n = € "" + -- р + . . т' т' 
Считается, что n не зависит от частоты для Л > 1 см. Значение 
отличается от 1 .  Поэтому при расчетах используют 
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ну Nт (n 1) · 106 
- приведенный коэффициент преломления тропо

сферы. Численные его значения называют N единицами. У поверх-
ности Земли Nт = N0 = (260-460) N единиц. 

В диапазоне КВЧ сказываются потери (например, в парах во
ды), диэлектрическая проницаемость становится комплексной, а n за
висит от частоты. 

3. Непосредственное измерение коэффициента преломления 
производится рефраrсrометром, расположенном на летательном аnпара
те. Способ измерения основан на сравнении собственных частот двух 
резонаторов, один из которых герметизирован, а другой продувается 
воздухом.  При одинаковых резонаторах, но разных заполняющих их 
средах отношение собственных частот равно n , а разность собственных 
частот пропорциональна Nт . График (1) зависимости от высоты изме

ренных значений Nт приведен на рис. 13 . 1 ,6. 
4. При расчете радиолинии, протяженность которой незначи

телыю превышает расстояние прямой видимости (для расчета земной 
волны) применяется упрощенная модель тропосферы, в которой учиты
вается только средний профиль изменения Nт(h) (график (2) на 
рис. 13 . 1 ,6). Средний профиль изменения Nт(h) для модели нормаль
ной тропосферы аnпроксимируется экспоненциальным зако
ном Nт N0 exp(-b0h) , где Ь0 = (0,1 +0,14) км·1• При O S. h < З  км 

Nт "" N0 + Гh , где Г =  dNт 1 dh при h = О .  Для нормальной тропосфе
ры Г -40 км·1; при h = 1 0  км Nт = 93 и постоянно в течение года. 

При расчете радиолиний большой протяженности (использую
щих тропосферную волну) применяется более точная модель тропосфе
ры, в которой зависимость Nт(h) определяется: а) средним профилем 

изменения Nт с высотой, б) слоистыми неоднородностями, в) турбу
лентными флуктуациями. 

Средний профиль Nт определяется так же, как выше. Слои-
стые неоднородностн (слои) определяются как отклонения Nт от сред
него профиля. Толщины слоев (по высоте) меняются от единиц до сотен 
метров, а протяженности в горизонтальном направлении от сотен 
метров до сотен километров. Отклонение Nт в слое от среднего значе
ния, называемое интенсивностью слоя, для О S. h S. l  км может состав
лять до 20N -единиц, а для высот 4 км < h < 5 км - до 2N -единиц. 
Слои перемешаются со скоростью ветра. 
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Обусловленные турбулентным движением воздуха флуктуа
ции N т определяются средним квадратическим отклонением N 1 от 

среднего значения - интенсивностью l!.N2 = 10-3 +10-4 - и  масшта
бом неоднородности Lo = {0,01 + 500) м. Тропосфера заполнена мелко
масштабными неоднородностями, интенсивность их почти не зависит 
от h , а Lo растет с увеличением h . 

1 3.2. Рефракция электромагнитного поля в 
тропосфере 

1. Рассмотрим модель тропосферы, у которой показатель пре
ломления зависит только от высоты: n = n(h) . Джоулевы потери не 
учитываем. Тогда в тропосфере как неоднородной среде происходит 
рефракция распространяющегося ЭМ поля. 

Среда имеет центральную симметрию . Используем приближе
ние геометрической оптики. Все лучи являются плоскими кривыми, 
лежащими в плоскости падения (см. § 1 1 .6). Радиус кривизны луча в 
тропосфере определяется по (1 1 .78). 

Учтем, что R = а +  h .  Тогда dnl dR = dn / dh . Так 

как Nт = (n - 1) · 106 , то n = 1 + Nт · 10-6 . Если средний показатель пре
ломления тропосферы аппроксимируется линейным законом, 
то n = 1 + N0 · 10"-6 + (Г · h) · 10-6 . При этом dnl dh = Г  · 10-6 , 
n-1 • dnl dh "" Г · 10-6 . Радиус кривизны луча находим по ( 1 1 .78): 

Ро "" 106 -�г� (1 3.2) 
Г соs(\1 · 1я )  sin -61 ' 

где -61 - угол падения волны на нижнюю границу тропосферы 
(рис. 13 .2, а). 

При среднем профиле изменения Nт(h) , аппроксимируемом 

экспоненциальным законом, имеем n(h) = 1 + N 0 · 10-{) · ехр( -b0h) , 
dnldh = -N0b0 · 10-{) exp(-b0h) . При h = O  получаем dnldh = 
= -N0b0 · 10-{) , n-1 • dn l dh "" -N0b0 · 10-{) . Поэтому 
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Рис. 13 .2. Траектории лучей в троnосфере 

Для земной волны, распространяющейся под влиянием тропо
сферы, обычно выбирают уrол '61 = 1t 1 2  (пологие лучи}. Тогда при ли-

нейном n(h) имеем р0 "" -10-6Г-1 • В нормальной тропосфере 
р0 "" 25 · 103 км. 

2. Чтобы пояснить Jtвленпе рефракЦJtи, разделим тропосферу на G сфериче
ских слоев толщины bll8 {g = 1,2,Э, ... , G) каждый (рис. 13.2,а). Слой номер g имеет 

nоказатель nреломления n8 = n8 (а + h8 ), а +  h8 = R8 • Источник поля находится в точ

ке q .  Границы, разделяющие слон, имеют радиусы кривизны R8 >> Л.0 , поэтому их 

можно считать локально nлоскими 11 точках m8 nадения nоля н nрнм:енить законы Снел
лиуса (см. § 1 1 .6). 

Пусть nлоская волна под углом -д1 nадает (точка � ) на rрашщу раздела слоев, 
где происходит ее nреломление (и отражение). На границе первого слоя 
sin '61лр = (n1 sin '6 1 )  1 п2 • Пусть в первом случае n.z = n1 + &11 . Если � полоЖJIТеЛьно, 

ro '61лр < �� , т.е. угол преломления меньше угла падения. Аналогично, для любого слоя 

при возрастающем с увеличением h значенИ!I п (п8+1 = n8 + &18 , м8 - положитель

но) из выражения: sin �лp = (n8 siп-д8 }ln8+1 следует, что угол t}gпp уменьшается:, наnрав
ление расnространения поля nриближается к цормалям к слоям. Луч уходит из тропосфе
ры. Если он не отразится от ионосферы, ro ЭМ поле уносит энергию в космическое nро
странство. 
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Пусть во втором случае n уменьшается с возрастанием h .  Тоrда дп8 < 0 . При 

преломлении на каждом слое угол бgnp увеличивается (луч-!). Но l&zкl могут быть 
такими, что возрастание б gnp мало и луч (при данном б1 ) уходит из тропосферы (луч-2). 

Если l&zкl велико, то угол б8nр быстро возрастает от слоя к слою и (при заданном -1}1 ) 

на некоторой высоте h,. станет равным тt/2 . Тогда луч направляется к земной поверхно
сти (луч-3). 

3. Траекторию луча-! определим по закону преломления. Для слоя номер g 
имеем n8 sin &8 = n8+1 sin &8пp · Но по теореме синусов R8+1 /sin(тt- б80p ) = 

Поэтому из nредьщушего выражения имеем 
n8R8 sin б 8 = n8+1Rg+l sin б g+l · Этот результат повторяет вывод, сделанный в § 1 1 .6, и. 3: 
вдоль каждого луча выnолняется уеловне - nроизведение n8R8 sinб8 остается nостоян
ным, т.е. nри t.h8 ---t О 

( 13.3) 
где R = а +  h, n0 , б0 - значения n(h), б при h = О . 

Таким образом, если известна функция n(h) и угол nадения б в начале траек
тории, то б(h) вычисляется в каждой точке. Так, в частности, можно найти условия, nри 
которых б(h) = тt/2 и луч приобретает горизонтальное направление, после чего из-за 
симметрии задачи он будет направлен к земле. 

Если t.h8 ---t О ,  то ломаная траектория qm1m2 .. . m8 . . •  mG становится nлавной. 
Радиус р кривизны траектории оnределим, используя рис. 13.2,6, где сферические по
верхности 2 и 3 с центром О в центре земного шара проведены на расстоянии дh по высо
те, на этом расстоянии коэффициент n монотонно меняется на величину дп . Волна па
дает на нижнюю nоверхность 2 nод углом б , расnространяется по искривленной траекто
рии и nадает на верхнюю сферу 3 под углом б +  t.& . Длина отрезка кривой 
aB = t.l = aC/sin(б+дб) = Rt.y/sin(б+ t.&) = Rt.ylsin& .  Радиус кривизны кривой аВ в 

точке а равен р = lim Ы 1 д\lf при /!,.\lf ---t О , где д\lf - угол смежности. Считаем точ-
ку 01 центром кривизны. Так как /!,.\lf = б  пр - б + t.б =  t.у + Аб ,  то 
р = limRдy/(дy+ t.б)sinб = lim R/(1 + дб/ t.y) · sin б .  При t.y ---t О имеем 
р = R/(1 +d&!dy)sinб .  Чтобы найти dбl dy ,  продифференцируем (1 3.3) по у .  Получаем 

d(Rnsinб)/dy = Rncosбdбldy+ (Rdnldy+ ndR!dy)sinб = O. (13.4) 
Поскольку аС = Rt.y = t.h tg(б+ дб) = Mtgб , то при M ---t O tgб =  R · dyldh . Кроме 

того, dR/dh = l .  Поэтому из (10.4) dбldy = -tgб(dnlndy + dRIRdy) ={I + R!!!!._) · To
ndh 

гда, обозначая Ь = dnl dh , имеем 
p = -n(bsin&)-1 

4. При инженерном методе учета влияния тропосферы на рас
пространение земной волны искривленную траекторию спрямляют, ис-
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а. 

а б в 
Рис. 1 3.3. К определению а3 и различные виды 

троnосферной рефраiЩНи 

пользуя понятие эквивалентного радиуса Земли [60, 74]. Искривленную 
траекторию в неоднородной тропосфере над землей (рис. lЗ.З,а) заме
няют прямолинейной траекторией луча в однородной среде над Земным 
шаром с эквивалентным радиусом а3 (рис. 1 3.3,6). Эту модель исполь-

зуют при линейном законе изменения п(h) = п0 + bh .  Отсчитывая высо
ту от значения h1 , имеем: h = h1 + h' , где h' ·- переменная. Из (13 .3) 
при этом имеем 

(а + h1 + h')[n0 + b(h1 + h')]sin t't = (а +  ht )(п0 + bh1 ) sin '61 • 
Разделив равенство на (а + h1 )(п0 + blzt ) , перемножив содержимое ско
бок слева, считая, что а + h1 "" а в знаменателе и пренебрегая слагаемы
ми второго порядка малости, имеем 

[1 + h'(ll а +  b)] sin t1 ""  sin '61 . { 13 .5) 
Если тропосфера над шаром с радиусом аз однородна 

и n(h) n0 , то при h = h1 + h' из (13.3) имеем 

(а3 + h1 + h')п0 sin t1 = (а3 + h1 )п0 sin '61 , 
или [1 + h' /(аз + h1 )]sin t't = sin '61 • Если (а3 + h1 )-1 "" аз-! , то 

(1 + h' 1 а3) sin t't ""  sin '61 • Сравнивая левые части этого 
и (13.5), имеем l + h'(l l a+b) .::: l + h'/a: P  откуда получаем 
ный радиус Земного шара 

аз "' a(l + аЬ)-1 а(1 + а ·  dN 1 dh · I0-6)-1 • 

выражения 

эквивалент-

(13 .6) 
В этой Jwодели прямолинейный луч проходит над Землей экви

валентного радиуса на той же высоте, что и криволинейный луч над 
реальной Землей. Для нормальной тропосферы К= аз 1 а 413 , при 
этом рефракция называется нормальной тропосферной рефракцией. 
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5. Влияние тропосферы на поле земной волны необходимо учи
тывать для второй и третьей моделей, особенно в области тени и полу
тени, где существенно влияние кривизны Земли. Поскольку над эквива
лентным шаром распространение волны происходит по прямолинейной 
траектории, то справедливы все расчетные выражения, полученные на 
основе интерференционной формулы. В расчетных выражениях а за
меняется на а3 • При нормальной рефракции это приводит к увеличению 

на 1 5% расстояния прямой видимости, приведеиные высоты h;,2 увели-

чиваются, следовательно, j.Em (P)I возрастает; в зоне тени и полутени 

это тоже приводит к увеличению j.Em(P), .  
6. Различают положительную и отрицательную тропосферные 

рефракции. При положительной рефракции Ь < О ,  п убывает с увели
чением h и траектория луча обращена выпуклостью вверх (р > 0) . При 

этом вьщеляют три частных случая: а) случай нормальной рефракции, 

nри котором Ь = -4 - 10-5 км·', р = 25 · 103 км, а3 = 4а/3 (1 на 

рис. 13.3,в); за счет влияния тропосферы j.Em (P)j возрастает; б) случай 

критической рефракции, при котором Ь = -1/а = 1,57 · 10-6 км·', р = а, 

а3 ---t оо ; nри этом эквивалентная земная поверхность становится плоской 

и луч-2 параллелен этой поверхности; в) случай сверхрефракции, при 

котором Ь < -а -l и р < а, а3 < О  ; происходит полное внутреннее от

ражение волны в тропосфере, луч-3 возвращается к земной поверхности. 

При отрицательной рефракции Ь > О  и условно можно счи-

тать, что р <О, а3 < а  (луч-4). При этом за счет влияния тропосфе-

ры j.Eт (P)j уменьшается . 

В (13 .6) dN 1 dh зависит от метеорологических условий. Поэто

му а3 зависит от этих условий и изменяется с их изменением. Таким 

образом, j.Em(P)j зависит от метеорологических условий. Кроме того, 

угол '6 прихода волны тоже зависит от метеорологических условий. 
7. Явление сверхрефракции обязано резкому уменьшению п(h) 

nри увеличении h . Последнее может происходить при температурной 
инверсии, появляющейся как вблизи земной поверхности, так и на вы
сотах h = (2 + 3) км. Температурная инверсия может возникать над су-

шей после захода Солнца, когда воздух вблизи почвы быстро охлажда-
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ется, а над морем - nри движении с берега теnлого сухого воздуха. 
Температурные инверсии - нерегулярные метеорологические явления. 

В условиях сверхрефракции земная волна расnространяется 
между земной поверхностью и тропосферой аналогично распростране
нию волны в ВО)Шоводе, образованном стенкой диэлектрического вол
новода (сверху) и полупроводящей поверхностью ЗеМJiи (снизу). Для 
тропосферного волновода существует, как и в диэлектрическом волно-

воде, критическая длина волны Лкр = 8 . lQ-4 �12 • Высота ha , на кото

рой происходит изгиб траектории луча и он наnравляется в сторону по
верхности Земли, обычно достигает нескольких десятiюв метров. По
этому в условиях тропосферного волновода могут распространяться 
только поля сантиметрового и дециметрового диапазонов. Точки q и р 
должны nри этом находиться в тропосферном волноводе. Основывать 
работу радиолшшй большой протяженности на явлениц тропосферного 
волиовода трудно из-за нереrулярности явления. Однако, зто явление 
может быть nрцчиной существенных помех радиолиниям, разнесенным 
на большие расстояния и имеющим близкие частоты. Кроме того, явле
ние тропосферного волновода может ограничить работу радиолокаци
онных станций обнаруженця летательных аппаратов, так как nри высоте 
последних, большей ha , они не могут быть обнаружены. 

8. Пример. Решить задачу § 1 2.7, п.2, но с учетом влияния тропосферы: точ
ки q и р находятся в нормальной тропосфере. 

Считаем, что распространение волны происходит по прямолинейной траекто

рии над Землей эквивалентного радиуса а, . С учетом троnосферы Rrь = K112Ro . Для 
нормальной тропосферы К =  4/3 . Поэтому Rоэ 1,15 ·  26,2 = 30,3 км. Оrношение 

R 1 Rоэ = 0,66 . Имеем вторую модель. Эквивалентный радиус Земли а, = Ка и с учетом 

влияния троnосферы Аh1.2.э = М1,2 1 К; Аh1э = 8,43 м, �э "' 5,39 м. Поэтому 

h; = 6,57 м, h2 = 6,61 м. Условия nрименимости интерференционных формул выполня
ются. Условия примениы.ости формулы Введенского выполняются: 

!V! = 41th{,h1., 1Л.r = 0,227 и IE(p�= 482 мкВ!м, Рпр = 7,06 · 10-13 Вт. 
За счет рефракции ам.плитуда напряженности nоля в точке р и мошность на 

входе радиоприемного устройства увеличились. 

13.3. Дальнее троnосферное распространение 
радиоволн 

1. Модуль множителя влияния среды IV(p)l земной волны в об

ласти тени мал, хотя из-за нормальной рефракции он и повышается 
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на 1 5-20 %. Однако, оnыт nоказал, что на расстояниях, nревЬПilающнх 
расстояние прямой видимости, в диапазонах метровых и более коротких 
волн амплитуда напряженности nоля на десятки и даже сотни децибел 
больше расчетного значения. Высокие по сравнению с дифракционной 

теорией уровни jEI объясняются, главным образом, рассеянием 

ЭМ волны, во-первых, стабильными слоистыми неоднородностями тро
посферы, и, во-вторых, мелкомасштабными неоднородностями турбу
лентного происхождения (§ 13 . 1 ,  п. 4). В результате появляется поле 
рассеяния неоднородностей тропосферы - тропосферная волна. Явле
ние называют дальним тропосферным распространением радио
волн (ДТР). 

2. Пусть точка р находится в области тени (рис. 1 3.4,а). В эле-

менте объема А V , выделенном вокруг точки Q , относительная диэлек

трическая проницаемость отличается от среднего значения на величи
ну At:: . За счет турбулентного движения воздуха АЕ имеет порядок 1 0"6• 
Вектор Еп(Q) первичного поля, возбуждаемого излучателем, располо

женным в точке q ,  является поперечным: Еп (Q) = 1� Еп (Q) , где 1� -

орт, Еп (Q) определяется по ( 12.2), где R = RqQ = R1 • Среда в элементе 

объема А V под действием падающего поля поляризуется, в ней появ

ляется вторичный ток электрической поляризации с плотностью jэ,п , 
который возбуждает вторичное (рассеянное) поле с векторами напря

женностей Е8, Н8 • Для полного поля Е =  Еп + Е8, ii = нп + Н8 . Век

тор электрической поляризации в изотропной среде (см. § 1 .2) 

АР = AEt::0E "' АЕЕ0Е" , так как из-за малости АЕ в первом приближении 

считаем, что IE8j << jEп\ · При этом по ( 1 .43) j3'0 = дАР/дt . Учтем, что 

частота флуктуаций АЕ мала по сравнению с частотой ro .  Тогда 

в 

а б 
Рис. 13.4. К определению поля рассеяния при ДТР 
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j3'0 = iooAEE0E" = 1�; j� э,п , где }� э,п = iOOE0AEE" (Q). 
Рассматривая элемент объема А V с плотностью тока J3'0 как 

«электрический момент» jэ,п AV элементарного вибратора, по (2.40) 
в дальней зоне на расстоянии R2 = RQp в точке р имеем 

·R ·. э,п л vw  -ikR . в . в . в ltJJ� il . е 2 
АЕ (р) = 1�АЕ , АЕ (р) = sю у -- , 4n R2 

( 13 .7) 

где у =  (1;,111 ) .  Учитывая (12.2), имеем 

л N  AEJ32�60PrP"LAV I 1 .  exp[-ifj(R1 + R2 ) + iФ] 
ilL (р) = - F(8,<p) SIO у . 4n R1R2 

Пусть 280,2<р0 и 28�,2<р� - ширины диаграмм направленности 

излучателя и приемной антенны в главных плоскостях (рис. 13.4,6). То
гда первичное поле воздействует только на часть тропосферы, попа
дающую в телесный угол 200 х 2<р0 . Приемпая антенна принимает рас-

сеянное поле только из телесного угла 2% х 2<р� . Таким образом, в соз

дании поля на входе приемной антенны участвует только рассеивающий 
объем V , ограниченный линиями qA, qB и Вр, Dp . Высота расположе-

ния объема обычно составляет (0,6+5) км (lz..ин = r2 /8a3 ) при 

r = 200- 600 км. Объем V вытянут вдоль трассы, угол у = (91,3 + 94 )0 • 

Поле, рассеянное объемом V , получаем, считая, что А V � О  и интег
рируя (13.7) по объему V : 

е(р) = _ J32 �.-60
_
P,
_"L_D_"L J AE(Q) exp[-ifj(R1 + R2) + iФ] х 4n v R1R2 ( 13.8) 

х sin YIF(8,<p)ldV. 
В радиолиниях, использующих ДТР, применяются передатчики 

большой мощности (P"L = 10- 100 кВт), антенны, имеющие большие 

эффективные площади, такие, что D"L , Dnp равны (50-60) дБ (до 40 м 

в диаметре), на входе приеминков устанавливают малошумящие пара
метрические усилители, линии работают на частотах 300+5000 МГц. 
Радиолинии ДТР используют там, где нельзя или невыгодно устанавли
вать радиорелейные линии: в оборонных объектах, на малонаселенных 
территориях, через проливы и др. 
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3. В (13.8) необходимо интегрировать по слоям, где меняет
ся дЕ(Q) . При этом тропосферная волна в точке р становится «много-
лучевой». Значение Ев (р) зависит от степени неоднородности дЕ(Q) , 
меняющейся в пространстве и во времени случайным образом. Расстоя
ния RqQ и RQp тоже меняются случайным образом. Это приводит к 

случайному изменению разности фаз интерферирующих полей мв (р) . 
Поэтому !Б в (р >1 - случайная величина и поле Ев , н в подвержено бы-

стрым замиранням. Амплитуды jм"(Q)j при слабонаправленных ан
теннах приближенно можно считать одинаковыми для элемен
тов дV(Q) объема V ,  фазы же их - случайные величины, плотность 
вероятности их равномерно распределена в интервале от О до 360° . При 
этом lвв (р)l в (13.8) распределена по закону Релея (§ 12.3, п. 2). Интер
вал пространствеиной корреляции быстрых замираний в направлении 
«Вдоль трассы» значительно больше, чем в перпендикулярном направ
лении. Поэтому для борьбы с замираниями применяют разнесенный 
прием на 2 или 4 антенны, отстоящие на (70 + 1 ОО)Л друг от друга по 
фронту волны; припятые сигналы детектируют, а затем суммируют. 
В случае разнесения по частоте относительный частотный разнос со-
ставляет N 1 f "' (2 + 5) · 10-3 • 

Случайные изменения метеорологических условий приводят 
к медленным замираниям. 

Характерным для радиолиний ДТР является наличие амплитуд
ных искажений сигнала. Рассмотрим причину их возникновения. Пусть 
ТОЧКа рЕ S0P , где Sпр - эффективная ПЛОЩадЬ приемной антенны. 
Для упрощения считаем, что поле в точке р является результатом ин
терференции только двух лучей от элементов д V1 и д V2 , расположен
ных у точек В и Г. Длины путей лучей равны qBp и qГр .  Сдвиг фаз 
полей, возбуждаемых моментами J3'08 V1 и jэ,п д V2 , за счет разности 
М = qBp - qГр хода лучей до точки р на частоте f равен 
д\fl = 21С/М 1 v Ф , а на частоте f + Fn имеем д\fl n = 2n(f + Fn )М 1 v Ф .  
lla каждой частоте передаваемого спектра частот возникает своя раз
ность фаз д\fl . За счет интерференции суммарное поле на этих частотах 
может быть равно нулю, а может удвоиться. Поэтому сигнал искажает
ся. Так как дЕ флуктуирует, то д\fl флуктуирует и искажения меняются 
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IVI, 
дб 

-12Q,__ __ ...__ __ ..__ __ .....j 
100 300 500 r, км 

Рис. 13.5. Зависимость медианных 
значений \V(r)\ 

во времени. Для уменьшения 
искажений необходимо, 
чтобы l:J.'Jf - l:J.'Vn << 2n , т.е. 

Fn << v Ф 1 М . Это ограни-

чивает максимальную ши

рину полосы частот !:J.f 

радиолинии. Для увели

чения !:J.f надо уменьшать 

М . Это достигается умень
шением объема рассеяния за 
счет сужения диаграмм на
правленности антенн. Увели
чение же направленности 
антенн выше векоторого 
предела приводит в линиях 

ДТР к потере усиления антенн. Эти потери проявляются в том, что при 
увеличении линейных размеров антенны коэффициент направленною 
действия ее увеличивается не пропорционально увеличению площади 
Sap , а гораздо медленнее. Причина этого явления в том, что на Sпр 

имеются фазовые искажения, увеличивающиеся с увеличением линей
ных размеров антенны. Фазовые искажения на Sпр появляютси из-за 

того, что RQp разное для точек рЕ Snp . В аналогичном положении на

ходится и передающая: антенна. 
Радиолинии ДТР являются узкополосными, их полосу час

тот д/ (МГц) при слабонаправленных антеннах можно определить по 

формуле !:J.f = 16,7 / r3 , где r - расстояние, выраженное в сотнях кило
метров. 

Множитель влияния среды \V\ зависит в радиолиниях ДТР 

от Л , времени года (уровень сигнала зимой существенно ниже, чем ле
том), от метеорологических условий, географического положения и др. 
факторов. На рис. 1 3.5 изображены графики зависимости медианных 

значений \V(r)\ , полученные при условии 50 % вероятности ведения 

радиосвязи в зимние месяцы. Для получения более надежной связи уве
личивают P'Z, D'L и Dnp . Инженерные методы расчета радиолиний ДТР 

изложены в [75]. 
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1 3.4. Затухание радиоволн в тропосфере 

1. Различают нерезонансное и резонансное (селективное) зату
хание радиоволн в тропосфере. Нерезонансное затухание обусловлено 
тепловыми потерями энергии распространяющегося ЭМ поля. Резо
нансное затухание связано с тем, что каждая молекула вещества может 
поглощатъ и излучать ЭМ поле только своих собственных наборов час
тот - спектров поглощения. Поглощение энергии распространяющего
ся ЭМ поля молекулами происходит при совпадении его частоты с од
ной из дискретных частот внутримолекулярных переходов. Молекула 
при этом переходит в более высокое энергетическое состояние. 

Переход молекулы с более высокого энергетического уровня на 
более низкий сопровождается излучением ЭМ поля на собственной ре
зонансной частоте. Это поле является одним из полей шумов в радио
диапазоне. 

Затухание волны учитывается множителем влияния среды. Если 
коэффициент затухания меняется по длине трассы, то 

r 
V(r) = exp[-J a.(r')dr']. 

о 
(13.9) 

2. Рассмотрим нерезонансное затухание радиоволны. Распро
страняющееся ЭМ поле затрачивает часть энергии на нагревание капель 
(частиц) дождя, тумана, льдинок, града, снега (гидрометеоров), пыли. 
Кроме этого, происходит рассеяние ЭМ поля на частицах (гидрометео
рах, пьmи) и напряженность поля в точке р зависит от значения эффек-

тивной площади рассеяния каждой частицы и их совокупности. При 
нерезонансном затухании а. зависит от количества частиц в единице 
объема, их размеров, формы и электрических параметров, от длины 
волны. Значения а. в сухом снеге и граде составляет единицы процен
тов от а. дождя той же интенсивности. Значение а. в тумане и облаках 
тоже мало, но при их больших протяженностях и длительности сущест
вования затухание в них приходится учитывать. 

На рис. 1 3.6,а изображены графики зависимости а.д (в дБ/км) 

от частоты для дождя при разной его интенсивности J д . При этом за 

счет дождя в соответствии с (13.9) Vд = ехр(-а.дrд) ,  где rд - часть 

длины трассы r , учитывающая неравномерное распределение интен
сивности дождя как вдоль поверхности земли, так и в вертикальном на
правлении. 

Множитель влияния Vт тумана и облаков рассчитывается ана-

логичным образом; графики зависимости ат (в дБ/км) от частоты при 
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Рис. l3.6. Коэффициенты затухания в дожде, тумане, 

кислороде, парах воды 

разной дальности видимости d изображены на рис. 1 3 .6,а (пунктнрные 
кривые). 

3. В радиодиапазоне расположены спектры поrлощения только 
кислорода н паров воды. Множитель влияния среды за счет резонансно
го затухания рассчитывается по ( 1 3 .9). Поскольку по длине трассы а 
может меняться, то интеграл в (1 3.9) вычисляется приближенно. Коэф
фициенты затухания а в и ак (дБ/км) в парах воды и в кислороде опре

деляются по графикам рис. 1 3 .6,6, рассчитанным для нулевой высоты в 

тропосфере, при давлении 760 мм рт.ст., температуре 20° С и плотно
сти паров воды 7,5 г/м3• Из графиков видно, что пары воды имеют поло
сы поглощения вблизи длин волн 0,164 и 1 ,36 см, а кислород -- вблизи 
длин волн 0,25 и 0,5 см. Частоты, на которых происходит резонансное 
поглощение ЭМ поля, неприменимы для передачи сигналов в тропосфе
ре. Например, для О, 1 см < Л < 1 см «окна прозрачности» атмосферы 
имеются вблизи длин волн, равных 0,4 и 0,8 см. Эти длины волн реко
мендуются для работы в диапазоне КВЧ. 

4. При учете нерезонансноrо и резонансного затуханий в ( 1 3 .9) 

а =  ад + «т + а8 + ак. 

13.5. Рассеяние и деполяризация поля осадками 

1. При падении ЭМ поля на гидрометеары и частицы пыли возникает рассеяние 
ЭМ волн (§§ 9.3, 9.4). Амnлитуда поля рассеяния частицы зависит от ее диэлектрической 
и магнитной проницаемостей, от электрического размера. Каждая частица характеризует-
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ся диаграммой рассеяния. Совокупность частиц описывается ЭПР. Полное поле в точке р 
за ечет дифракционных явлений может уменьшаться по амплитуде. 

Амплитуда поля рассеянИя в обратном направлении (т.е. величина эффективной 
площади обратного рассеяния) может быть значительной. При применении однопозици
онных радиолокационных снетем поле рассеяния частиц может прнннматься в точке р 
вместе с полем, рассеянным объектом. Поэтому поле, рассеянное частицами, является 
полем помехи. Для подавления помех применяют круговую поляризацию первнчного 
пошt н поляризационные фильтры в прнемных антеннах. Объясняется это следующим. 
Если форма частиц близка к сферической, то рассеянное ими поле имеет поляризацию, 

близкую к круговой, а направление вращения вектора Е" 
- обратно направлению вра

щения вектора Е0 • При этом приемпая антенна значительно ослабляет поле помехи. 
2. В диапазонах СВЧ-ГВЧ проявляется деполяризация поля, рассеянного части

цами. Поэтому полное поле оказывается деполярнзованным. Причиной деполяризации 
является искривленная форма поверхности частиц: при падении на них первнчного поля 

линейной поляризации вторичное поле имеет составляющую Eg , параллельную векто-

РУ Е0 , и составляющую Е1 , ортогональную вектору Е0 • Деполяризацию поля опреде

ляют коэффициентом деполяризации у n = IE'i. l tiEn + En 1 == IE'i. l tiEn 1· В СВЧ диапазоне для 
оцекки Yn (в дБ) применяют [75] справедливую при -15 дБ � Vд � -50 дБ эмпирическую 

формулу у n = -Q,4Vд -35,5 , где Vд - множитель влияния дождя, в дБ. Деполяризация 
nоля увеличивается при увеличении интенсивности осадков, при этом амплитуда поля 

IEfl + Enl уменьшается. Величина Yn меняется по случайному закону. Явление деполяри

зации ноля изучено мало. 

ЗАДАЧИ 

1. В нормальной тропосфере передающая антенна подвешена на высоте, рав
ной 25 м, имеет КНД, равный 5; мощность излучения равна 10 Вт на Л =  0,1 м. Опреде
лить напряженность поля на расстоянии, равном 20 км, на высоте 9 м, если максимум 
днаграммы направленности ориентирован на точку р , распространение поля происходит 
над влажной почвой. 

2. Рассчитать напряженность поля на расстоянии 24 км от передающей антен
ны, подвешенной на высоте, равной 10 м н имеющей КНД, равный 3. Точка приема нахо
дится на высоте h2 = 8 м от поверхности земли. Мощность излучения равна 15 Вт, а час
rота f = 1 0  ГГц. Распространение ЭМ поля происходит в тропосфере, коэффициент пре

лоМ!lення которой аппрокс!fмнрован линейной функцией высоты с dNт 1 dh = -36 1/км. 
3. Расечитать наnряженность поля при условиях предыдущей задачи, но учесть, 

что в пределах раднолинии появился туман с дальностью видимости, равной 30 м. 
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14. ИОНОСФЕРНАЯ ВОЛНА. ОСОБЕННОСТИ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН ОНЧ-rВЧ 
ДИАПАЗОНОВ 

14.1 . Строение ионосферы 

1. Ионосфера представляет плазму, квазинейтральную в преде
лах макрообъема, т.е. число положительных зарядов в ней равно числу 
отрицательных. Свободные заряды появляются в ионосфере в процессе 
ионизации, при котором один или несколько электронов с наружных 
оболочек атомов и молекул отрываются путем воздействия внешних 
источников энергии. Основным источником ионизации газов атмосфе
ры является солнечная радиация. Солнце излучает ЭМ колебания широ
кого спектра и выбрасывает движущиеся с большой скоростью потоки 
заряженных частиц (корпускул - электронов, протонов). Эти потоки 
называют солнечным ветром. Ионизацию (фотоионизацию) способно 
производить ЭМ поле с Л < 0,134 мкм. Ударная ионизация возникает 

при столкновении корпускул с атомами и молекулами. Роль ударной 
ионизации проявляется главным образом в полярных районах, куда за 
счет магнитного поля Земли стекается солнечный ветер. Источником 
фотоионизации является и радиация звезд. Но роль этого источника ма
ла. Также мала роль еще одного источника ударной ионизации - ме
теоров, вторгающихся в земную атмосферу со скоростями 1 1-73 км/с и 
создающих местную ионизацию в столбах газа, столбы существуют от 
одной до нескольких секунд на высотах от 80 до 120 км. 

Процесс рекомбинации обратен процессу ионизации. При теп
ловом движении частицы с -зарядами противоположных знаков оказы
ваются на малых расстояниях друг от друга. Под действием кулонов
ской силы они соединяются, иревращаясь в молекулы и атомы. Часть 
электронов присоединяется к нейтральным молекулам, образуя отрица
тельно заряженные ионы. 

Изменение плотности N(t) электронов во времени на высоте h 
подчиняется дифференциальному уравнению баланса ионизации. С за
ходом Солнца (источника ионизации) электронная плотность N 
уменьшается тем быстрее, чем больше плотность атмосферы. 

2. Сведения о строении ионосферы получены эксперименталь
ным путем. На высотах от 250 до 400 км имеется основной максимум 
ионизации, называемый слоем F2 • Области ионосферы, находящиеся 

выше и ниже основного максимума ионизации, называют внешней и 
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внутренней ионосферой. Части ионосферы, содержащие относитель
ные .максимумы N , называют слоями. Во внутренней ионосфере име

ются четыре реrулярных слоя D, Е, FJ. и F2 (рис. 14. 1  ). Каждый слой 

характеризуется электронной плотностью N м (lzм ) в максимумах lzм 

ионизации, высотой ho нижней границы слоя, числом v соударений 

электрона с тяжелыми частицами. 
Параметры ионосферных слоев определяются реrулярными су

точными и сезонными изменениями излучения Солнца. С наступлением 
темноты из-за рекомбинации исчезает слой D , но слой Е сохраняется, 
ночью его значение N м уменьшается. Слой F1 в средних широтах на

блюдается только в летние дни. В остальное время он сливается со сло
ем F2 , образуя область F . 

3. Реrулярные изменения N м, 1zм , ho, v связаны и с l l- летним 

циклом изменения солнечной активности, характеризуемым относи
тельным числом солнечных пятен. Зависимость Nм , lzм ,ho, v от числа 

последних позволяет проrнозировать параметры ионосферы на некото
рый период вперед. 

4. Реrулярная структура ионосферы может нарушаться. Разли
чают два вида отклонений N(h) от реrулярного среднего значения: 

флуктуации около средних значений, существующие всегда, и длитель
ные аномальные изменения средних значений, появляющиеся в перио
ды ионосферных возмущений. 
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локальную структуру ионосферы. Неоднородности разделяют на мел
комасштабные (с горизонтальными размерами 100-1000 м) и крупно
масштабные (с горизонтальными размерами в десятки и сотни кило
метров). Мелкомасштабные неоднородности неустойчивы, они образу
ются за счет вихревых движений и диффузии и быстро сменяют друг 
друга. Среднеквадратические скорости хаотического движения неодно
родностей в слое D равны приблизнтелъно 1 м/с, в слое Е - 2-4 м/с, 
в области F - 6-7 м/с. Скорости регулярного дрейфа в слоях D и Е 

около 60-80 м/с, в области F - от 20 до 500 м/с. 
Аномальные существенные отклонения N(h) от средних зна-

чений и нарушения самой структуры ионосферы, длящиеся более 1 ч, 
называют ионосферными возмущениями и бурями. Больше воздейству
ют на работу радиолиний возмущения корпускулярной природы. При 
этом Земля попадает в корпускулярные потоки, испускаемые активным 
Солнцем. Заряженные частицы, двигаясь вокруг силовых линий маг
нитного поля Земли по траекториям, подобным спирали, направляются 
к полярным областям (см. § 10.3, п. 1). Они вызывают не только ионо
сферные, но и магнитные бури. Возмущения зависят от широты точ
ки р . В полярных широтах возмущается вся ионосфера, возраста-

ют N и v слоя D ,  повышается значение cr и, значит, возрастает а. .  
В слое F2 уменьшается N м в освещенной части Земли и повышается 

в затененной - за счет появления спорадических образований. У полю

са в любое время суток появляется спорадический слой Е s . В средних 

широтах в основном возмущается область F , только при сильных ио
носферных бурях возмущаются и нижние слои ионосферы. 

При вспышках рентгеновского излучения на Солнце в ионосфе
ре появляются возмущения волнового происхождения, длящиеся от не
скольких минут до 1-2 ч в освещенной части земного шара. При этом 
быстро возрастают N и а. слоя D . 

14.2. Условия расnространения волн в ионосфере 

1. Плазма ионосферы находится в магнитном поле Земли. Его 
напряженность у поверхности Земли увеличивается от 28 Nм у эквато
ра до 40 Nм в средних геомагнитных широтах и затем до 56 Nм у маг
нитных полюсов. Тензор диэлектрической проницаемости подмагни
ченной плазмы определен в (10.8) и зависит от N и v ,  меняющихся 
в пространстве. Поэтому ионосфера - анизотропная диспергирующая 
неоднородная среда. 
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Можно считать, что условие оо2 >> v2 удовлетворяется на час

тотах 1 > 3 МГц, т.е. в диаnазонах декаметровых и более коротких 
длин волн. При этом неподмагничениая плазма имеет е = 1 - оо5 1 (fi, 
О' = е0 voo5 t оо2 

, где оо0 = 21f/0 = 21t · 9 · JN - собственная частота плаз

мы. На частотах, где е < О ,  а имеет большую величину; при оо = v на
блюдается резонансное поглощение ЭМ поля. И Е ,  и О' зависят от про
изведения N · V . На рис. 14. 1 ,6 изображены графики зависимо

стей v и N · v от высоты h . При этом использована зависимость N (h) 

(рис. 14. 1 ,а). Из графиков впдно, что N · V  имеет максимум на высотах 
расположений слоя D и нижней части слоя Е . Поэтому О' и а имеют 
максимумы на этих же высотах. Поскольку слой D существует только 
в дневное время, то из этого следует, что затухание радиоволн в дневное 
время значительно больше, чем в ночное. 

Как отмечалось в § 1 0.3, при оо2 >> v2 с увеличением f 

уменьшается О' и при f > 100 МГц а в ионосфере мало. С ростом час

тоты е --+ 1. О' --+  О и параметры ионосферы приближаются к параметрам 

свободного пространства. Поэтому основное влWlНие на распростране
ние радиоволн ионосфера оказывает на частотах 1 < 100 МГц. 

2. При распространении волны в подмагниченной ионосфере 
вдоль магнитного меридиана линейно поляризованная волна распадает
ся на две волны круговых поляризаций: положительно и отрицательно 
поляризованные волны (§§ 10.3, 10.5). Условия распространения их ока
зываются разными. Коэффициенты фазы и затухания в анизотропной 
ионосфере определяются по ( 10. 1 1 ), ( 10. 1 0). Если оо -+  оо .. , то наступа-
ет продольный гиромагнитный резонанс, а+ принимает nовышенное 

значение, амплитуды векторов поля волны положительной поляризации 
затухают больше, чем отрицательно nоляризованной волны. При nро-

дольном распространении волны (v 0) n± = [1-oo5 1ro<oo+ oo  .. )]11 2 , 
а постоянная Фарадея у0 = rо(п_ n+) 1 с. 

При распространении волны перпендик.улярно силовым линиям 
магнитного поля Земли в ионосфере волна расщепляется на обыкновен
ную и необык.новенную волны (§ 10.6). Для обыкновенной волны ионо
сфера является изотропной средой с коэффициентом преломления 

n06 = (1 - оо� 1 оо2)112 при v = О . Для необыкиовенной волны пно зависит 

от напряженности подмагничивающего nоля. Волновой nроцесс не
обыкновенной волны в ионосфере не может существовать, если частота 
расnространяющегося поля удовлетворяет условиям 
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w < w1,2 = [(Wм / 2)2 + w�i12 +wм /2  (см. § 10.3, п. 7 и §  10.6, п. 6). При 
поперечном гиромагнитном резонансе резко возрастает значение ко
эффициента затухания необыкновенной волны. При падении линейно 
поляризованной волны из свободного пространства на ионосферу воз
никает явление двойного лучепреломления. 

3. В случае произвольнога направления распространения волны 
вектор П составляет с вектором h напряженности магнитного поля 
Земли угол Х .  Тогда продольная и поперечная составляющие вектора h 
равны hn = h cos х. hnп = h sin Х , а гироскопические частоты «продоль

ная» (J)мп = (J)м cos Х , «поперечная» (J)мпп = (J)м sin Х . При V = О имеем 

Е J. = Е\,2 = 1 - 2W� . {2w2 -(J)�пп /Т) ± [W�пп /Т)2 +4ro2w�п] }-l/2 ' 
где Т) = 1 - wб t w2 • Волна распадается на две составляющие, параметры 

которых описываются е1 и е2 • Обе составляющие поляризованы
. 

по 

эллиnсу и имеют различные коэффициенты затухания. Если 

w�пп >> 4w2w�пТJ2 , то последним членом в знаменателе выражений Е1,2 
можно пренебречь. При этом значения е1,2 соответствуют двум значе

ниям Е для обыкновенной и необыкновенной волн при распростране
нии в поперечном магнитном поле. Это случай квазиnоперечного ( QT ) 

распространения волн. Если же (J)�пп << 4w2w�п Т)2 
, то получаем значе

ния е1,2 , соответствующие продольному расnространению волн. Это 

случай квазипродолъного ( QL ) распространения волн. 

Выполнение неравенств зависит от w0 1 w (от Т) ). Если w0 1 w � 1 , 
то даже при малъiХ углах Х распространение волны является приближенно 

квазиnоперечным. Если wб 1 w2 << 1 ,  то даже при больших углах Х рас

пространение волны является приближенно квазипродолъным. 
Условие w0 :::: w выполняется при отражении волны (в отра

жающем слое, см § 1 1 .4). Поэтому в отражающем (отклоняющем) слое 
распространение волны относят к типу QT . Условие w0 << w выnол

няется в неотражающем (неотклоняющем) слое. Поэтому в неоткло
няющем слое распространение волны относят к типу QL . Распростра-

нение метровых и более коротких волн в неотклоняющих слоях ионо

сферы относится к типу QL , если Х � 89° . В диапазоне декаметровых 

волн распространение считают типа QL в слоях D, Е ,  если 

Х < 70- 75° . Магнитное nоле Земли оказывает наибольшее влияние на 
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распространение волн в диапазоне СЧ. Эффект Фарадея проявляется 
в диапазоне ВЧ и даже - в диапазоне УВЧ. 

14.3. Траектории радиоволн в ионосфере без учета 
влияния магнитного пеля Земли 

1. Коэффициенты затухания и преломления ионосферы в маг
нитном поле Земли зависят от значений ro ± rом . При ro >> rом они совпа
дают с коэффициентами затухания и преломления неподмагниченной 
плазмы. Поэтому в ряде случаев можно пренебречь влиянием магнитного 
поля Земли и рассматривать упрощенную модель ионосферы. Считаем, 
что магнитным полем Земли и потерями в ионосфере можно пренебречь. 

Электронная плотность N согласно графика рис. l4. l ,a во 
внутренней ионосфере возрастает с высотой по сложному закону, дос
тигая максимума на высоте 300-400 км. Относительная диэлектриче-
ская проницаемость по ( 10.9) E = l- fi 1/2 , где fo [кГц] = 9(N)112 • 
С ростом высоты во внутренней ионосфере Е немонотонно уменьшает
ся, имеет максимумы на высотах, где имеются максимумы электронной 
плотности слоев, достигает абсолютного минимума на высоте слоя F2 , 
а затем при увеличении высоты возрастает до единицы во внешней ио
носфере. Ионосфера, таким образом, неоднородная среда. Если ее па
раметры меняются мало на протяженности длины волны, то определить 
траектории волны в ней можно методами геометрической оптики. 
Предполагаем, что в горизонтальном направлении параметры ионосфе
ры не меняются и выполняются условия применимости геометрической 
оптики. Пусть ho,n0 - высота нижней границы и коэффициент пре-
ломления ионосферы на этой границе, t10 - угол падения волны на 
нижнюю границу (рис. 13.2,а). Условно разделим ионосферу на тонкие 
слои, в пределах каждого g -го слоя, находящегося на высоте hg , счи-
таем e(hg ) постоянной. Тогда траектория волны определяется выраже
нием ( 13.3), полученным для тропосферы: 

(a + ho)n0 sint10 = (a + hg )n(hg ) sint1g . (14. 1 )  

При уменьшении толщины Ahg слоев траектория волны обра
щается в кривую. Так как n(hg ) уменьшается с ростом высоты hg , то 
угол падения t1 g волны на следующий слой увеличивается. На пекото
рой высоте могут создаться условия для полного внутреннего отраже-
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ния волны. Траектория при этом направлена по касательной к сфериче
ской rранице раздела слоев. Даже nри малой неоднородиости тр�екто
рия может отклониться вниз и тогда волна возвратится на Землю. Это 
явление называют (Jmражением волны от ионосферы (см. § 1 1 .4). Та
ким образом, отражение волны от ионосферы nроисходит в той ее об
ласти, где е убывает с высотой ( N возрастает с высотой). Поэтому 
волна может отражаться только во внутренней ионосфере ниже макси
мума электронной IШотности. 

2. В результате рефракции угол '(} должен достигнуть значе
ния х/2 на высоте h 1 •  На rранице нижнего слоя п0 == 1 . Поэтому усло-
вием отражения по ( 14. 1 )  является sin'60 = n(h1)(a + h1)1(a + ho>· Учтем 

здесь, что п = (1 - /02 / / 2)112 • Обозначим h1 = ho + z0 , где Zo - высота 
над нижней rраницей ионосферы, на которой nроисходит отражение 
волны. Тогда sin'60 = (1 - !02 1 /2)112[1 + z0 /(а+ 1/о )]. Из этого выражения 
следует, что ЭМ поле на частоте f отразится от ионосферы при данной 
электронной плотности N(z0) только, если sin '60 не меньше nравой 
части этого выражения. Поэтому, чем больше N ,  тем nри меньших зна
чениях угла 110 возможно отражение поля. У_ гол t10,r<p , nри котором в 
данных условиях еще возможно отражение nоля, называют критиче
ским yzno.м. Выражение позволяет оnределить частоты nолей, которые 
могут отражаться ионосферой на данной высоте z0 nри заданном уг-
ле Bu : 

(14.2) 
Так как z0 <= 200-300 км, а 6370 км, ho <= 100-300 км, то 

z0 !(а + 1/о) << l и этим слагаемым можно пренебречь. Тогда nолучаем 
приближение плоской Земли: f s; fo sec'60 , называемое законом секан
са. Из этих выражений видно, что, чем бОJ/ьше частота ЭМ поля, тем 
необходw.ш большая электронная плотность в ионосфере для его от
ражения. С увеличением угла 110 необходимая N уменьшается. Одна-
ко, электронная плотность оrраничена значением N�.� . Угол nадения 110 
тоже оrраничен значением t10,м из-за сферичности Земли и rраницы 
ионосферы. Если направление падения волны на ионосферу касательно 
поверхности Земли, то sin iJ0,м а /{а + ho) , т.е. О S '60 s f10,м . Позтому 
максимально высокая частота fм ЭМ поля, которое отражается ионо
сферой 
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fм == 9-JN:: sес-6о,м· 
( 14.3) 

Из этих выражений и результатов § §  14. 1 , 14.2 следует, что ус
ловия отражения ЭМ поля регулярно выполняются только для диапазо
нов ВЧ-ОНЧ. Максимальные частоты поля, отражающегося от ионо
сферы при наклонном падении, не превышают 30-40 МГц. 

Из (14.3) следует, что при вертикальном падении поля на слой 
fв = fo , т.е. при вертикальном падении волны на ионосферу отражение 
ее происходит на той высоте, где частота поля равна собственной, т.е. 
там, где Е =  О (см. § 1 1 .4 ). Сравнение выражения fв = fo с законом се
канса показывает, что при одной и той же электронной плотности ионо
сферы ЭМ поле, падающее на слой наклонно, может отразиться при 
частоте f-6 , превышающей в sec-60 раз частоту fв поля, отражающе-
гося при вертикальном падении волны на слой. Частоты fв и f f) 
ЭМ полей, отражающихся от одного и того же уровня электронной 
плотности слоя, называют эквивалентными. 

3. Обычно антенна в точке q имеет такую диаграмму направ-
ленности (1), что на нижнюю границу ионосферы (2) падает пучок лу
чей под разными углами '60 (рис. 14.2). Чем меньше угол '60 , тем 
глубже проникает в слой поле частоты f . Радиусы кривизны лучей 
в точках перегиба их неодинаковы. В нижней части слоя ldп 1 dhl велико 
(см. рис. 14. l ,a), поэтому радиус кривизны мал. Если Zo приближается 
к области, где N имеет максимум, ldпl dhl уменьшается и радиус кри
визны траектории увеличивается. Траектория луча относительно то
чек q и р при расчетах радиолиний считается симметричной. Наи-
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Рис. 14.2. Траектории 
ионосферных волн 

меньшее расстояние по 
поверхности Земли, на котором 
возможен прием ионосферной 
волны, называют предельным рас
стоянием зоны .молчания для 
частоты f . В точке р , распо
ложенной в зоне молчания, при 
rqp < r3м , ионосферная волна 
отсутствует, ЭМ поле может 
существовать только за счет 
земной волны. 



Наибольшие дальности распространения ионосферной волны 
имеют значения r,.. = 2 · 1  03 км для слоя Е и r,.. = (2,5 - 4) · 103 км для 

слоя F2 и соответствуют углу падения -д о, м при отражении на высоте, 
где N близко к N м . Если r qp > r,.. , то ионосферная волна в точку р 
может попадать за счет нескольких отражений от ионосферы и поверх� 
ности Земли. 

14.4. Радиоnроrнозы 

1. При вертикальном nадении на ионосферный слой отражается ЭМ поле, 
имеющее максимальную частоту f 11М , соответствующую максимуму электронной nлот-

иости N,.. : /8,.. = 9(N,..)112 • Если частота при вертикальном nадении f > /.,.. , то ЭМ поле 
от ионосферы не отражается. Частоты /.,.. называют Rритическими WJcmomaмu /rq. 

слоев E, Fj , F2 н ебозначают fкpE,fжpF1 ,/кpF2 • 
Результаты систематических измерений параметров ионосферы исnользуютс'! 

для составлеНИ!I долrосрочных и краткосрочных радиопрогиозов критических частот 
и высот ионосферных слоев. Долгосрочный прогиоз опредешrет среднее сосrояние ионо
сферы на некоторый период времени. Краткосрочный протноз оnредел'lет вреМR ионо
сферных возмущений, веропных отклонений параметров ионосферы от средних значений 
nри спокойной ионосфере. 

Долгосрочный протноз состаi!ЛJI'етси no результатам изучений nараметров ионо
сферы ионосферными стаиЦИJiмн. Критические частоты слоев меняются в течение суток, 
месяца, года и цикла солнечной активности. Поэтому прогноз составляют на каждый ме
сяц каждого года в течение циЮiа солнечной активности. СостаiiЛJI'ется также график за
висимости f rч> от днЯ месяца и времени суток. Зависимость f "Р от широты и долготы 

точки р устанавливается по измерениям параметров, nолученным мировой сетью ионо
сферных станций. Основу протноэа cQCТ3IIЛJI'eт измеренная зависимость f "Р от числа 

солнечных П'IТСН. Прогноз числа солнечных П'lтеи с0СТ311ЛJ1'ет Главная астрономическая 
обсерааторШ!. Прогноз f "Р дли географических точек nозволяет составить мировые карты 
с иаиесеииымн ЛИНИ!IМИ равных !tритических частот для каждого ионосферного слоя. 
Карты публикуются в выпусках «Месячный прогиоз распростраиенни радиоволю>. 

2.. Экспериментальное исследование ионосферы выnолняется в осиовном мето
дом вертикального ее зоиднроваиИJt на ионосферной станции. Ионосферной станцией 
называют приемно-передающее устройство, определ'lющее зависимость высоты отраже
ния излучаемого вертикально вверх ЭМ поля от частоты. Она состоит из передатчика, 
работающего в импульсном режиме, частота которого nлавно меияетси от 1 до 20 МГц, 
антенны с ориентированным вертикально вверх максимумом излучения, и приемиика, 
синхронно иастраивающеrося на изменяемую частоту nередатчика. На векоторой часто-
те f излученный импульс отражается от ионосферы на высоте, где f = fo , затем nрини
мается станцией и nодается на устройство обработки сиrnала. Если считать, что скорость 
расnространения волны равна с , то действующая высота отражеипя h' = cl!J /2 , где 
l!J - время запаздыванИJt отраженного импульса. Таким образом измеряются fo и h' . 
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Рис. 14.3. Изменение критических частот на средних широтах 

По fo вычиСЛJ!етсJI зависимость N(h'), /кр соответствует N,.(h') . По зависимо
сти N(h), f(h') можно определить истинную высоту, соответствующую отражению поля 
на частоте f = fo и отличающуюся от h' из-за того, что скорость распространения им
пульса в плазме отличаете• от с .  Для: примера на рис. 14.3 приведены графики зависимо
сти усредненных значений f кр от времени суток, месяца, числа солнечных пятен (ПТ). 

Изучение ионосферы проводится и с помощью ракет и искусственных спутни
ков Земли. Применяют и другие радиофизические методы исследования ионосферы. 

14.5. Влияние магнитного поля Земли 

1. Отражение ЭМ волны от ионосферы с учетом магнитного 
поля Земли рассматривают как квазипоперечное. Волна расщепляется на 
обыкновенную и необыкновенную (§ 10.6). Условия распространения 
обыкновенной волны рассмотрены в § 14.3. Необыкновенная квазипо
перечная волна имеет коэффициент преломления 
n80 = [2E+E_ I(E+ + E_)i1 2 , где Е± - комплексные величины, зависящие 
от ffio, v, ffiмп , (() . При этом волновой процесс в подмагниченной плазме 
отсутствует, если п'но = О  (при V = О ), т.е. Е± = О .  Условия Е± = О при 
(() > ffiмп приводят к ограничению частоты (() распространяющегося 
ЭМ поля двумя предельными частотами 
ffi10,20 = [(ffi00 / 2)2 + ffi�]112 + ffiмп /2  (§ 10.3). Необыкновенная волна, 

имеющая частоту (() :S ffi10,20 ,  в плазме распространяiпься не мож:ет, 
она отраж:ается от нее. 
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Из первого условия (Е+ = 0) отражения необыкновенной волны 
находим собственную частоту плазмы, при которой происходит отра
жение: ro01 = [ro(ro-roмп)i12 • Частоте ro01 соответствует электронная 
плотность слоя N(z01) на высоте Zot : ro01 = 21t · 9N112 (z01 ) . Из второго 
условия (Е_ = 0) имеем: ro02 = [ro(ro+roмn )]112 • Частоте ro02 соответст
вует электронная плотность слоя N(z02 ) на высоте Zo2 : 
ro02 = 21t · 9N112 (z02 ). Так как ro02 > ro01 , то второе условие отражения 
необыкновенной волны выполняется на большей высоте, т.е. z02 > z01 • 
Таким образом, необыкновенная волна отражается на двух уровнях 
электронной плотности и ей соответствуют две отраженных волны. 

Обыкновенная волна отражается при ro= ro0 • Но ro01 < ro0 < ro02. 
Значит, N(z01) < N(Zo) < N(z02) .  Таким образом, необыкновенная волна 
отражается выше и ниже уровня z0 отражения обыкновенной волны. 

Поскольку значение !е+ + e_ l2 для луча-2, отражающегося выше уров

ня Zo ·  больше значения !е+ + Е_ \ 1 для луча-1 ,  отражающегося ниже 

уровня z0 , то коэффициент затухания а. .1..2 волны, определяемой траек
торией луча-2, больше коэффициента затухания а..�..1 волны, определяе
мого траекторией луча-1 .  Поэтому в точке р обычно доминирует вол
на, определенная лучом-1 .  Критическая частота этой вo.JiliЫ 
/кр,ОI = /кр +0,5fм "" /кр + 0,7 МГц. 

При ro < rомп (f :5 1,4 МГц), т.е. в части диапазона СЧ и в диа
пазонах НЧ и ОНЧ, волна, соответствующая лучу-1, существовать не 
может. 

2. Поляризация ЭМ поля, отраженного ионосферой или про
шедшего через ионосферу, определяется значениями N,x,ro. На nути 
распространения волны N и Х меняются. Поскольку в произвольнам 
случае вектор Пойнтинга распространяющейся волны имеет состав
ляющие, параллельные вектору h ,  то имеет место и эффект Фарадея 
и эффект Фохта (см. § 10.5, § 10.6). Если падающее на ионосферу 
ЭМ поле имеет линейную поляризацию, то при выходе из ионосферы 
его поляризация становится эллиптической. При выходе из ионосферы 
(при N = О )  поляризацию называют предельной. 

Различают два случая: а) поляризация поля, прошедшего через 
ионосферу (характерной является радиолиния космос-Земля), б) в точ-
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ку р приходит несколько волн, Отразившихея от разных участков ионо
сферы (радиолинии Земля-Земля, работающие на ионосферных волнах). 

Первый случай соответствует однолучевому приему. При этом 
в точке р рассчитывается поле обыкновенной и необыкновенной волн. 
Поскольку в радиолиниях этого типа применяются частоты f > 1 ГГц, 
то условия распространения соответствуют квазипродольному случаю. 
Угол поворота большой оси эллипса поляризации может быть рассчитан 
интегрированием постоянной Фарадея по пути распространения волны. 

Второй случай соответствует многолучевости в точке р . Все 
параметры эллипса поляризации поля в точке р оказываются флуктуи
рующими. 

14.6. Затухание радиоволн в ионосфере 

1. В случае nроизвольноrо наnравления расnространения волны на возбуждение 
nродольно расnространяющейся волны расходуется ЭМ энергия, nриближенно nропор
циональная cos Х , а поперечно расnростраияющейся - nроnорциональная sin х . Поэто

му мощность излучения, расходуемая на возбуждение обыкновенной волны, зависит от 

угла Х .  В ( 12.2), ( 12.3) необходимо учитывать уменьщение � . 
Коэффициент затухания обыкновенной волны в однородной ионосфере рассчи

тывается по ( 10. 1 1), ( 10. 1 0). Он рассмотрен в §  10.3. Но ионосфера является неоднородной 
средой, а в каждом слое зависит от высоты z . Поэтому множитель влияния среды рас-

считывается по ( 13.9), т.е. V = ехр(-Гqр ) ,  rде Г qp - общий интегральный коэффициент 

затухания, nредставляющий собой сумму интегралов от коэффициентов затухания по 

nутям в слоях D,E,F1 и F2 • Если луч отражается, наnример, от слоя F1 , то считается, 

что aF2 = 0. 

В неотклоняющих слоях сnраведливо nриближение QL , nоэтому могут быть 

рассчитаны а± и интегралы по путям, пройденным в каждом слое. В отклоняющем слое 

сnраведливо nриближение QT . 

Расчет Г(rqp ) декаметровых волн выполняют, считая, что в нижних слоях ио

носферы сnраведливо nриближение QL , а в отклоняющем слое - nриближение QT . 

2. Для расчета функции V nрименяются и результаты вертикального зондиро

вания ионосферы. Если г. - измеренное значение на частоте fв nри вертикальном 

зондировании, то для волны на эквивалентной частоте f = fв sec-60 , падающей на ионо

сферный слой nод углом '60 , Г =  Г8 / sec-60 (теорема Мартина). Зависимость Г(f) мо

жет быть очень сложной. 
При т -кратном отражении волны от ионосферы и nочвы длина nути волны 

увеличивается. Увеличивается и значение Гqр .Параметры слоев при каждом nоследую

щем отражении меняются. 

5 14 



14.7. Особенности распространения волн ОВЧ-ГВЧ 
диапазонов 

1. В этих диаnазонах не удовлетворяется условие отражения 
волн от ионосферы, антенны имеют узкие диаграммы направленности, 
их обычно располагают на больших высотах над nоверхностью Земли. 
Поверхность Земли нельзя считать ровной. Тропосфера оказывает влия
ние на распространение волн. Встречающиеся случаи делят следующим 
образом: а) rqp < 0,2R0 (nервая модель - модель плоской Земли, rqp до 

5-6 км); для расчетов nрименяют интерференциониые формулы, 

б) 0,2R0 < rqp < 0,8Ro ( rqp до 80-lОО км); применяются интерференци-

онные формулы и понятия nриведеиной высоты и эквивалентного ра

диуса Земли, в) 0,2R0 < rqp < 0,8R0 , но на nути распространения волны 

имеются значительные nрепятствия (большой город, гористая мест
ность), г) rqp до 200-1000 км, распространение волны - за счет рассея-

ния на неоднородностях тропосферы, д) rqp > 1000 км, расnространение 

волны - за счет отражения от ионосферы и рассеяния на ее 
неоднородностях. 

2. Нерегулярное сверхдальнее распространение поля диаnазо
на ОВЧ связано с повышением электронной плотности в слое F в годы 
максимума солнечной активности или с появлением спорадического 
слоя Е s . Радиус зоны молчания nри отражении поля от слоя 

F (Л = 6 - 1  О м) не менее 2000 км, путем двух последовательных отра

жений от слоя F и почвы временами поле распространяется на рас
стояния до (2+ 7)·103 км. 

Спорадический слой Es , имеющий значение N ,  достаточное 

для отражения поля УКВ диапазона, может nоявляться днем в летнее 
время в южных широтах. Закономерность появления слоя Е s не уста

новлена. Высота слоя составляет 100-120 км, поэтому максимальная 
дальность расnространения ионосферной волны (2+2,5)· 1 03 км, радиус 
зоны молчания (1+2,5)· 103 км. С появлением слоя Es возникают взаим

ные помехи в работе радиолиний, использующих ионосферное рассея
ние радиоволн. 

3. Регулярное ионосферное расnространение за счет рассеяния 
радиоволны на неоднородностях ионосферы nроисходит так же, как 
в случае рассеяния на неоднородностях тропосферы. Используются от
клонения электронной плотности от среднего значения, nри этом 

.L\.c -e;.L\.N /m3f-ofJJ2 , т.е. неоднородность Е убывает с увеличением 
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частоты как 1 /  ro2 • Поэтому напряженность поля в точке р резко убывает 

с увеличеннем частоты, возрастают искажения сигнала, накладываются 
ограничения на полосу частот радиолннни. Применяются частоты 30+ 
60 МГц. Возникают глубокие замирания, для борьбы с ними применяют 
прием на разнесенные антенны. Эrо рассеянное поле устойчиво к нару
шениям, возникающим для ионосферной волны в диапазоне ВЧ; радио
линия работает круглосуrочно на одной частоте (не меняются антенны}, 
уровень помех определяется только космическими шумами и шумами 
Солнца. Однако, необходимо иметь PL � 10 кВт и антенны с коэффици-

ентами направленного действия (около 20+ 30 дБ). Длина радиолиний 
составляет до 2300 км, минимальная длина - около 900 км. 

4. В радиолинии, принимающей в точке р поле рассеяния на 

следах метеоров, рассеивающий объем расположен на высоте около 
100 км над поверхностью Земли. Метеорные следы существуют корот
кое время, поэтому радиолиния работает так, что передача информации 
происходит только во время появления интенсивных метеорных следов. 
Применяются частоты 40-80 МГц, протяженность радиолинии до 1600-
1800 км, антенны имеют коэффициенты направленного действия 
6+ 18  дБ. Радиолинии не имеют нарушений, связанных с ионосферно
магнитными бурями. 

14.8. Особенности распространения волн УВЧ и СВЧ 
диапазонов на космических радиолиниях 

1. В траектории искусственного спутника Земли (ИСЗ) выделя
ют три участка. На стартовом участке работающие двигатели ракеты
носителя в плотных слоях атмосферы образуют ионизированный газ 
большой электронной плотности с большим значением cr ( v - вели
ко). На втором участке траектории движение спутника вокруг Земли 
происходит по эллиптической орбите в разреженной атмосфере. Рас
пространение радиоволн происходит как в пределах расстояния прямой 
видимости, так и за его пределами, на распространение волны влияют 
тропосфера и ионосфера. Третий участок траектории проходит, в ос
новном, в плотных слоях атмосферы и соответствует возвращению 
спутника на Землю, ионизация газа происходит за счет термодинамиче
ского его нагрева спутником, имеющим сверхзвуковую скорость при 
вхождении в атмосферу. На первом и третьем участках распространение 
волны происходит в пределах прямой видимости, на ЭМ поле влияют 
ионизированный газ, окружающий ракету-носитель или ИСЗ, ионосфе
ра и тропосфера. 
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Траектория космического корабля отличается от траектории 
ИСЗ вторым участком. При этом корабль движется в межnланетной 
nлазме. На распространеJIИе волны в радиолинии Земля-космический 
корабль влияет тропосфера, ионосфера и межnланетная nлазма. В ра
диолинии космическИй корабль-космический корабль на распростране
ние ЭМ поля влияет межnланетная nлазма. 

2. Межnланетная nлазма квазинейтральна. Ионизированные 
частицы двигаются в радиальном направлении от Солнца, электронная 
nлотность убывает с увеличением расстояния от Солнца по квадратич
ному закону. Вблизи Земли N = 60 эл/см3, поэтому /0 "" 70 кГц, напря-

женность магнитного поля равна 4 · 1 0-3 А/м. Средине размеры неодно
родностей межпланетной плазмы около 200 км, круnномасштабных не-

однородностей - (0,1 + 1) · 106 км. Неоднородности перемешаются со 

скоростями 300-800 км!с. Неоднородности плазмы вызывают флуктуа
ции амплитуды, фазы, уrла прихода, спектра ЭМ поля. 

На радиолиниях Земля-космос в межnланетной плазме ЭМ поле 

затухает мало (а "' 4 · 10-21 дБ/км). Влияине на ЭМ поле оказывают ос

новные потери радиолинии и затухание волны в атмосфере Земли. Диа
пазон частот ограничен отражающими и поглощающими свойствами 
атмосферы Земли. Радиоволны с Л > 1 О м отражаются от ионосферы. 
Поэтому они не могут применяться в раднолинии Земля-внешняя ионо
сфера (или космос). Коэффициент затухания в ионосфере при Л <  10 м 

мал и уменьшается с ростом частоты как j-2 • Для f > 100 МГц общий 

интегральный коэффициент затухания всей ионосферы Г <  0,1 дБ. 

Верхняя граница частот определяется затуханием поля в тропосфере и 
равна примерно l О ГГц. 

В радиолиниях Земля-ИСЗ, траектория которых находится во 
внутренней ионосфере, возможна работа в ОВЧ и ВЧ диапазонах. 

При nрохождении радиоволной ионосферы проявляется эффект 
Фарадея. Угол поворота nлоскости поляризации зависит от частоты 

(как j-2 }, зенитного уrла на точку р и непрерывно меняется. Макси

мальные его значения от единиц до тысяч градусов. Изменение уrла 
поворота плоскости поляризации обусловлено флуктуациями электрон
ной плотности. Для борьбы с поляризационными замираниями приме
няют передающие и приемные антенны с круговой поляризацией. 

3. Рефракция волны в тропосфере и ионосфере приводит к реф
ракционной ошибке в измерении угловых координат космического объ
екта радиотехническими методами. Рефракционной ошибкой является 
уrол между истинны� направлением иа космический объект и касатель-
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ной к траектории волны в точке р . Рефракционные ошибки в тропо

сфере и ионосфере суммируются. Они резко уменьшаются с увеличени

ем частоты. Так, например, при угле возвышения 78° рефракционная 
ошибка за счет влияния ионосферы (при высоте ИСЗ, равной 450 км 
и при максимальной N )  составляет на частоте 100 МГц около 38", а на 
частоте 400 МГц - только 2". 

При измерении радиотехническими методами расстояния до 
космического объекта появляется ошибка, обусловленная тем, что ско
рости распространения ЭМ поля в тропосфере и ионосфере отличаются 
от скорости света в свободном пространстве. Ошибка за счет влияния 

тропосферы составляет 2-8 м для зенитных углов О - 70° и 30-80 м -

для зенитных углов 85 - 89° . Ошибка за счет влияния ионосферы при 
малых углах возвышения может достигать 2-4 км на частоте 1 О МГц 
и 40 м - на частоте 1 ГГц. 

4. На космических радиолиниях существенны космические по
мехи, возникающие за счет радиоизлучения, создаваемого внеземными 
источниками. Основным источником космических помех является Га
лактика, на ее радиоизлучение накладывается излучение дискретных 
источников (Солнца, планет, звезд). Последнее имеет меньшее значе
ние, так как оно принимается приемной антенной только, если макси
мум диаграммы направленности ориентирован на источник. Радиоизлу
чение Галактики принимается антенной со всех направлений, но осо
бенно оно интенсивно в ее экваториальной плоскости в направлении 
центра Галактики. При расчете шума используются карты распределе
ния радиоизлучения по небесной сфере. 

На частотах, больших 1 ГГц, шумы за счет радиоизлучения 
атмосферы Земли становятся преобладающими. 

Теоретические вопросы распространения радиоволн на косми
ческих радиолиниях и расчет последних изложены в [76-79]. 

14.9. Особенности распространения волн ВЧ 
диапазона 

1. Земная волна в ВЧ диапазоне быстро затухает, так как почва 
в этом диапазоне частот является полупроводником и поэтому коэффи
циент затухания велик. Напряженность поля рассчитывают по форму
лам интерференционной или Шулейкина-Ван дер Поля. При обычных 
мощностях излучения протяженность радиолинии не превышает не
скольких десятков километров. 
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Ионосферная волна в ВЧ диаnазоне распространяется на многие 
тысячи километров пугем последовательноrо отражения от ионосферы 
и земной поверхности. Этот способ распространения ЭМ поля называют 
скачковы.м. (рис. 14.2). Он характеризуется расстояниями скачков 
rc! ,  rc2 , ... , числом скачков А , углами выхода -601 и прихода -602 ,  мак
симальной применимой частотой (МПЧ) и нанменьшей применимой 
частотой (НПЧ). Расстояния скачков определяются высотой отражаю
щеrо слоя, частотой падающего ЭМ поля (рабочей частотой), шириной 
диаграммы направленности передающей антенны (в вертикальной 
плоскости). Максимальное расстояние скачка в среднем при отражении 
от слоя F2 принимают равным 4000 км, - от слоя fi - 3000 км, - от 

слоя Е - 2000 км. 
Если ионосфера однородна в rоризонтальном направлении, то 

1}01 = -602 • Минимальное расстояние скачка при -60 = -60,кр определяет 
зону молчания. Углам выхода луча -60 > '60,кр соответствует ряд траек
торий луча, оптимальным является условие, при котором угол прихода 
волны в точку р соответствует направлению макснмальноrо излучения 
антенны. 

Чтобы ЭМ поле было принято в точке р ,  должно выполняться 
условие отражения ero от ионосферы и должна быть реализована задан
ная устойчивость работы радиолинии. 

Для отражения ЭМ поля необходимо, чтобы рабочая частота не 
превышала значения, определенноrо по (14.3). Из этоrо условия выби
рается МПЧ. Она определяет верхнюю границу рабочих частот для дан
ноrо расстояния. Второе условие определяет нижнюю границу рабочих 
частот - НПЧ, поскольку в ВЧ диапазоне, чем ниже f , тем больше а 
в ионосфере. 

Поскольку параметры ионосферы меняются в течение суток и 
rода, то изменяются МПЧ и НПЧ и, следовательно, меняется полоса 
частот, в которой может работать радиолиния. Это существенно услож
няет и удорожает радиолинию. 

2. Методы определения МПЧ основаны на результатах измере
ний f кр и высот ионосферных слоев. При расчетах используют «месяч-
ный прогноз распространения радиоволн)). МПЧ вычисляется для каж
дого часа суток, по результатам строится суточный график измене
ния МПЧ. Чтобы вероятность нарушения радносвязи при случайных 
изменениях N не превышала 10%, радиолиния должна работать на оп
тималыюй рабочей частоте (ОРЧ), которая меньше на 1 5% МПЧ. 
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3. Для определения НПЧ необходимо установить зависимость 

амплитуды вектора Е(р) от частоты. Значение \.Em (P)\ рассчитывается 

по (12.4), (12 . 1)  или ( 12.2), а методы расчета IVm (P)I являются полуэм

пирическими. По методу А.Н.Казанцева 

[Vm (P)[ = 0,5(1+ 1 �I . .L 1) 1 �I . .L I(A-l) · ехр(-Г), 

где коэффициент 0,5 учитьiВает влияние постоянного магнитного поля 
Земли на распространяющееся поле. Поэтому Pr делится поровну на 

возбуждение в ионосфере обыкновенной и необыкновенной волн - за 

счет этого IVm (P)\ уменьшается в ..fi раз (необыкновенная волна зату

хает в ионосфере). Кроме этого, предполагается, что поляризация поля в 
точке р близка к круговой, а антенна в точке р принимает одну орто-

гональную составляющую - за счет этого \Vm (P)\ уменьшается еще в 

..fi раз; Г - интегральный коэффициент затухания в ионосфере 
(см. § 14.6). Зная уровень шумов, можно найти минимальное значе-

ние \.Em \ , и вычислить максимально допустимый коэффициент погло-

щения Гдоп . По Гдоп определяется значение НПЧ. Суточные графики 

изменения НПЧ и МПЧ изображают на одном и том же рисунке. Графи
ки дают представление о полосе рабочих частот, которые можно приме
нять в разное время суток. За счет увеличения P'L D'L можно снизить 

значение НПЧ. 
4. МПЧ можно измерять и методом возвратно-наклонного зондирования ионо

сферы (метод Н.И.Кабанова). Метод использует полурассеянное отражение ионосферной 
волны земной поверхностью в районе точки р . Рассеянные лучи вновь отражаются от 

ионосферы и могут приниматься в точке q . По рассеянному nолю можно измерять МПЧ 

и НПЧ в точке q . 
5. Основной причиной быстрых замираний сигнала является 

многолучевое распространение волн. Колебания напряженности поля 
являются быстрыми и глубокими. Интерференция полей обыкновенной 
и необыкновенной волн тоже приводит к замираниям. К тому же приво
дит интерференция полей, рассеянных на неоднородностях тропосферы. 

Причиной поляризационных замираний является поворот плос
кости поляризации поля. Причиной медленных замираний сигнала яв
ляется изменение затухания волны в ионосфере. 

Для борьбы с замиранними сигнала применяют приемвые ан
тенны с узкой диаграммой направленности; при этом антенна принима
ет только один луч. Используют также прием на разнесенные на 
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(1 О- 25)Л в направлении, nерпендикулярном направлению трассы, ан

тенны. Эффективной является и поляризационная обработка сиrnала. 
6. Во время ионосферно-маrnитных бурь разрушается слой F и 

работа радиолинии нарушается прежде всего на наиболее высоких час
тотах, а восстанавливается раньше на более низких частотах. 

Внезапные вспышки поглощения в ионосфере появляются на 
освещенной стороне Земли. Они приводят к нарушению работы радио
линий на наиболее низких частотах. Продолжительность их - от не
скольких минут до нес:колъких часов. 

14.10. Особенности распространения волн СЧ, НЧ и 
ОНЧ диапазонов 

1. Напряженность поля земной волны при rqp < 500 - 700 км 
определяют по формуле Шулей:кина-Ван дер Поля, а при больших 

rqp - по строгим дифракционным формулам. Земная волна в этом диа-

пазоне испытывает значительное затухание в полуnроводящей среде 
под поверхностью Земли. 

На большие расстояния ЭМ nоле в СЧ диапазоне ночью рас
пространяется ионосферной волной путем отражения от слоя Е . Днем в 
неотражающем слое D ионосферная волна практически полностью 
затухает. Поэтому днем распространение поля происходит только зем
ной волной на неболъшие расстояния. Слой Е мало подвержен ионо
сферным возмущениям. Поэтому последние мало влияют на распро
странение ЭМ поля СЧ диапазона. 

�плитуда медианного значения напряженности поля 

I.Em l  [мкВ/м] ионосферной волны ночью для вертикальной антенны 

может определяться по эмпирической формуле, предложенной Союзом 
европейского радиовещания (VER): 

\Em l = 10233(PI;G:E 1 rqp }12 exp(- 8,94 · 10-4Л-0•26rqp
) 

где Р:Е определено в кВт, а rqp и Л - в км, rqp - расстояние по дуге 

большого круга. Середине радиолинии соответствует местная полночь, 

магнитное склонение в этой точке составляет 6 1° , число солнечных 
пятен равно нулю. Если эти параметры отличаются, то вводятся nоправ
ки [79]. 

Ночью в точку р возможен приход земной и ионосферной 

волн. Флуктуации электронной плотности приводят к флуктуациям фа-
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зы ионосферной волны. Интерференция ионосферной и земной волн 
приводит к ближним замираниям поля. При больших rqp ЭМ поле в 

точке р может быть результатом интерференции двух полей - поля, 

отразившегася один раз от слоя Е , и поля, отразившегася два раза от 
слоя Е (два скачка). Флуктуации разности фаз этих полей приводят к 
далЬНИМ замираниям. С ЗамираНИЯМИ ООрЮТСЯ, применяя передающие 
антенны, у которых направление максимума излучения поля «прижато» 
к земной поверхности. При этом зона ближних замираний удаляется от 
точки q , ЭМ поле претерпевшее два скачка, оказывается ослабленным. 

В СЧ диапазоне проявляется перекрестная модуляция ЭМ поля 
в ионосфере (люксембург-горьковский эффект, см. § 10.7). За счет пе
рекрестной модуляции приемником воспринимаются интенсивные гро
зовые помехи (грозовой разряд модулирует принимаемый сигнал). 

2. В диапазонах НЧ и ОНЧ все виды почвы являются проводни
ками, коэффициент затухания за счет потерь в почве мал, поэтому зем
ная волна затухает мало. ЭМ поля диапазонов НЧ и ОНЧ хорошо ди
фрагируют на Земном шаре. Этим объясняется распространение поля 
земной волной на расстояния до 3000 км. Напряженность электрическо
го поля для rqp 5 500 - 600 км определяется по формуле Шулейкина-

Ван дер Поля, для rqp > 600 км - по дифракционным формулам. 

При r qp > 300 - 400 км появляется ионосферная волна, при 

rqp "" 700 - 1000 км амплитуды напряженностей полей земной и ионо

сферной волн приблизительно равны. Интерференция полей этих волн 
приводит к изрезанному графику зависимости амплитуды напряженно
сти поля от расстояния. 

Частота ro 5 v в диапазонах НЧ и ОНЧ. Поэтому Е зависит от 
v и условие отражения волны ионосферой зависит от v . Для отраже
ния волны достаточно небольшой электронной плотности. Днем отра
жение происходит от нижней границы слоя D , а ночью - от нижней 
границы слоя Е .  Токи смещения и проводимости при этом имеют один 
порядок. Поэтому слои D и Е в этих диапазонах оказываются полу
проводниками. По вертикали на расстоянии, равном Л ,  свойства слоев 
D и Е резко меняются. По этой причине отражение ЭМ поля от слоев 
D и Е происходит как от границы раздела воздух-полупроводник и 

тепловые потери малы. Нижние границы слоев D и Е расположены на 
высотах 60-100 км, т.е. расстояние между этими границамИ и поверхно
стью Земли имеет порядок длины волны. Поэтому условия распростра
нения поля соответствуют условию в диэлектрическом (ионосферном) 
волноводе, полупроводящими стенками которого являются поверхность 
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Земли и нижняя: граница ионосферы. Существуют частоты, при которых 
ЭМ поле может распространяться с минимальным затуханием 
( f == 8,6 - 12 кГц, т.е. Л =  25 - 35 км), и критические частоты (около 
3 кГц, т.е. Л =  100 км)7 Фазовая скорость ЭМ поля в таком волноводе 
нестабильна утром и вечером, когда меняются значения N и v . Это 
надо учитывать при работе радионавигационных систем. 

Возбужденное в ионосферном волноводе ЭМ поле распро
страняется между границами сферической формы. С ростом rqp пло-
щадь кольцевого сечения волновода увеличивается (плотность 
ЭМ энергии уменьшается) до тех пор, пока радиус кольца не станет 
равным радиусу земного шара, а затем уменьшается (плотность 
ЭМ энергии возрастает). Естественно, что плотность ЭМ энергии в 
точке р ,  соответствующей антиподу (диаметрально противоположной 
точке q ) из-за потерь не равна плотности ЭМ энергии в точке q . Но 
наблюдается увеличение амплитуды напряженности поля при 
rqp == 20 · 1 03 км (эффект антипода). 

Для расчета амплитуды напряженности поля используют 
эмпирическую формулу Остниа: 

IЕт\ = �P'f.Dy_ 1 rqp · (У / siny)112 · exp(-14 · 10-4Л-o·6rqp ) 
где PI определено в кВт, а rqp и Л - в км; rqp - расстояние по дуге 
большого круrа, у - центральный угол (рис. 1 2.6). Формулу применя
ют до значений rqp == (16 - 1 8) · 1  03 км над морем и сушей, причем над 

сушей, начиная от величин 'чР = (2 - 3) · 1  03 км. 
В диаnазонах НЧ и ОНЧ поле меняется мало в течение суток и в 

течение года, нет его случайных изменений. Но nолоса частот в этих 
диапазонах мала. 

В диапазонах НЧ и ОНЧ грозовые разряды могут возбуждать 
ЭМ поле отрицательно поляризованпой волны, которое, распространя
ясь вдоль магнитного nоля Земли (вдоль силовой линии магнитного 
поля) в ионосфере без отражения от ионосферы при малых значени
ях а_ (см. § 10.3, п. 6), достигает поверхности Земли на другом «кон
це» силовой линии магнитного поля. Это создает помеху радиоприему 
(«свистящий атмосферию> ), восnринимающуюся на слух как сигнал 
с изменяющейся за время 0,5-1 секунд частотой (от 400 до 8000 Гц). 
ЭМ поле грозового разряда может отражаться от земной поверхности 
и nриниматься через 2-3 с в месте своего возбуждения. 

523 



В диапазонах НЧ и ОНЧ осуществляется телеграфная связь на 
дальние расстояния, работают системы радионавигации. 

14.1 1 .  Помехи радиоприему. Уравнение связи 

1. Приемпая антенна «В точке р » находится под воздействием 

ЭМ поля полезного сигнала и внешних ЭМ полей мешающих сигншюв 
(помех) искусственного происхождения, возбуждаемых различными 
радиоэлектронными системами (взаимные помехи), промытленными и 
бытовыми электрическими установками (индустриальные помехи). 
К помехам искусственного происхождения относятся и организованные 
помехи, ухудшающие условия работы радиоэлектронных средств про
тивника. Помимо этого на антенну воздействуют ЭМ излучения (шумы) 
естественного происхождения: шумы за счет тепловых потерь в антен
но-фидерном тракте и его элементах, тепловые шумы Земли и ее атмо
сферы, шумы Галактики, Солнца, Луны, планет Солнечной системы, 
«радиозвезд», шумы за счет атмосферных помех. 

Сама радиоприемная система имеет тепловые потери мощно
сти. За счет их появляется мощность шумов на выходе этой системы. 

Известно, что если R - «шумящее» сопротивление, то хаоти
ческое тепловое движение свободных электронов приводит к появле-

нию э.д.с. теплового шума. Средний квадрат 32 э.д.с., обусловленной 
тепловыми флуктуациями в «шумящем» сопротивлении R в полосе 

частот дf , вычисляется по формуле Найквиста 32 = 4kБT6.f , где 

kБ = 1,38 · 10-23 Дж/град - постоянная Больцмана, То К - температура 

сопротивления (в градусах Кельвина). Мощность шума, выделяемая в 
согласованную с цепью нагрузку в полосе частот дf , Р = kБТдf . 

2. Для оценки результата воздействия шумов на радиоприем
ную систему используют параметры - коэффициент шума и эффек
тивную шумовую температуру. Коэффициент шума показывает во 
сколько раз отношение мощностей сигнала и шума на выходе четырех
полюсинка меньше этого же отношения на его входе при прохождении 
через четырехполюсник сигнала от стандартного источника, т.е. 

F = (Рс,вх / Рш,вх )!(Рс,вых / рш,выJ · ( 14.4) 
Стандартным называют источник, интенсивность N ш,о шумов 

которого постоянна и равна интенсивности шумов активного сопротив-

ления, имеющего 

N ш 0 = kБТо = 4 · 10-21 Вт/Гц. 
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Если учесть, что Рс,вых (f) 1 Рс,вх (f) К (f) - значение ордина

ты амплmудно-частотной характеристики четырехполюсинка по мощ
ности на частоте f ( К  - коэффициент передачи по мощности), то 

dРш,вх = Nш,вx (f)df = Nш,odf ' а dРш,вых = [Nш,o + Nш,cб ] · K(f)df ' где 

Nш,сб(/) - спектральная интенсивность собственных шумов четырех

полюсника, отнесенная к его входу. При этом из ( 14.4) имеем 

F = 1 + N ш,сб 1 N ш,о • 

Более полно шумовые свойства четырехполюсинка описывает 
интегральный {средний) коэффициент шума, равный отношению пол
ной мощности шумов на выходе четырехполюсинка к составляющей 
этой мощности, обусловлеiiной шумами стандартого источника [69]: 

j (N що + N ш,сб )кdj j N ш,сб Kdf 
F = о = l + �o ___ _ � � 

f Nш,oKdf Nш.of Kdf 
о о 

р 1 + ш,сб,вых 
Nш,oKotJ.fш 

Тогда мощность собственных шумов на выходе четырехnолюсинка 

Рш,сб,вых = Nш,о · Ko!J.fw (F - 1) kБToKotJ.fw (F - 1) ' 

где К0 = К(/0 ) , fo - центральная (резонансная) частота, !J.fш - шу

мовая полоса четырехполюсника: 

Afw =-1 ] K(f)df · Ко о 
Таким образом, при анализе шумовых параметров реальный че

тырехполюсник, на входе которого действует стандартный источник 
шума, выделяющий на согласованной входной нагрузке шумовую мощ
ность Рш,вх = N ш,о · Д{  ш , можно заменить эквивалентным идеальным 

(нешумящим) четырехполюсником, у которого дополнительно к стан
дартному источнику шума подключен на входе источник с номинальной 
мощностью шума 

где 

Рш,сб,вх = Рш,сб,аых 1 Ко = kБToAfш(F - 1) = kБТэАfш ' ( 1 4.5) 

Т3 = (F - l)T0 (14.6) 

- эффективная шумовая температура Четырехполюсника - темпера
тура согласованного с четырехполюсником активного сопротивления, 
которое, будучи подсоединено ко входу идеального четырехполюсника, 
создает на его выходе мощность Рш,сб,вых , равную мощности собствен-

ного шума реального четырехполюсника. 
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3. Рассмотрим эффективную шумовую температуру за счет шу
мов естественного происхождения. Если l:!.f - полоса частот сигнала, 

то мощность шумов на входе приемника Рш � является суммой мощно

сти собственных шумов приемника Рш,пр = kБ!:J.fГпр , приведеиной к его 

входу, мощностей тепловых потерь в фидерном тракте Рш,Ф = kБ!:!.fГФ 
и в элементах антенны Рш,А = kБl:!.fГл , мощности шумов внешних ис

точников естественного происхождения Рш,в = kБl:!.fГв : 
Рш � = kБT�l:!.f = Рш,пр + Рш,Ф + (Рш,А + Рш,в ' 11л )11Ф ' 

где Т� - эквивалентная суммарная шумовая температура приемной 

антенны, 11л и 11Ф - коэффициенты полезного действия (КПД) при

емной антенны и фидера. 
Разделив последнее выражение на kБI!if , получаем 

Т� = Тпр + ТФ + (Тл + Тв11л )11Ф · (14.7) 
Не рассматривая методы расчета величины Тпр , отметим, что 

для транзисторных усилителей диапазона СВЧ Тпр имеет порядок сотен 

градусов по Кельвину, а для параметрических - десятки градусов, для 
охлаждаемых до температур жидкого азота или гелия мазеров - еди
ниц градусов [69, 70]. 

Эквивалентные шумовые температуры ТФ фидерного тракта 

и его элементов и антенны Тл определяются их тепловыми потерями 

и потерями за счет рассогласования тракта и антенны, а также физиче
скими температурами соответствующих устройств. 

Эквивалентная шумовая температура внешних источников шу
ма обусловлена собственным радиоизлучением космических источни
ков, собственным тепловым радиоизлучением поверхности Земли, теп
ловым радиоизлучением атмосферы Земли и отраженным от поверхно
сти Земли радиоизлучением космических источников и атмосферы. 

Тепловое радиоизлучение источников характеризуют спек
тральной плотностью потока И и спектральной интенсивностью 
(яркостью) I 1 .  

Спектральной плотностью потока называют мощность, излу
чаемую источником в единичной полосе частот через единичную пло
щадку в направлении нормали к последней ([И] =  Вт·м·2·Гц.1). Спек-

тральная интенсивность I 1 = dU 1 dQ , где Q - телесный угол 

([l 1 ] = Вт·м·2·Гц·1ср.1). 
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Пусть начало ССК (R,e, q>) расположено в точке р .  Обозначим 

через IFнт(e,q>)l = IFт(e, q>)IIIFт (e,QJ)Iмaкc - нормированную амплитуд

ную характеристику направленности приемной антенны, расположен

ной в свободном пространстве, где IF т (е, qJ )lмакс = IF т (е0 , QJ0 )1 - значе-

ние, соответствующее максимуму функции при углах е = е0 , QJ = QJ0 , 
т - означает заданный тип поляризации (см. § 12.3). 

Спектральная интенсивность 11 радиоизлучения теплового 

происхождения выражается через яркостную температуру Тя по клас

сической формуле Релея-Джинса: 11 = 2kБТя · л.-2 • 
Яркостной температурой Тя источника радиоизлучения назы

вают эквивалентную температуру абсолютно черного тела, спектраль
ная интенсивность которого равна интенсивности данного источника. 
Функция Тя {е, q>) описывает распределение интенсивности радиоизлу

чения по источнику. 

Если Dnp,т = Doт iFнm (e, q>)l2 - коэффициент направленного 

действия приемной антенны, а Dот - его значение при е = е0 , QJ = <р0 , 
Snp,тDnp,тЛ? 1 4nv - эффективная площадь антенны (§ 12.2), то мощ

ность шумов, наводимых в антенне в полосе частот 11/ тепловым ра

диоизлучением (со спектральной интенсивностью 11 (е, QJ) ) окружаю

щего пространства, с учетом ( 12.5) 
Рв,т = 0,5 f 1 f (е, QJ) · IVв,т (р, w)l2 • sпр,т . 11jdQ = 

47t 

kБI1fDoт J 1 12 1 12 = 
41tV 

T,.(e, q>) · V8,m (p,W) · F8 (e,q>) dQ, 
47t 

где учтено, что 11 = 2kБТя 1 Л.2 , а коэффициент 0,5 учитывает, что 

ЭМ поле радиоизлучения неполяризовано, а приемпая антенна прини
мает ЭМ поле по одной из двух ортогонально поляризованных состав-

ляющих Ёв,т вектора Е8 (поэтому половина мощности шума теряется), 

V8,т (p,W) = V8,т (Rpq •e, q>,Л.) - множитель влияния среды для данного 

источника радиоизлучения. 

Так как Рв,т = kБ11fГв,т , то разделив последнее равенство на 

kБ11f , получаем 
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Тв,т = ��� Jт,. (8,q>) · IVв,m i · \Fнm (8, q>)\2 dй.. 
47t 

(14.8) 

Таким образом, эффективная шумовая темnература nриемной 
антенны зависит от ориентации в nространстве ее диаграммы наnрав
ленности и от поляризационных свойств антенны. Поэтому эквивалент
ная суммарная шумовая темnература Т� в ( 14.7) приемной антенны 

зависит от nоляризационных свойств антенн. Обозначим ее через Tm� . 

Формула (14.8) позволяет рассчитать Тв,т , если известна характеристи

ка наnравленности и расnределение яркостных темnератур внешних 
источников. При этом nределы интегрирования в формуле могут быть 
разделены на части телесных утлов, соответствующие каждому источ

нику радиоизлучения. Величина Тв,т представляет тогда сумму инте-

гральных составляющих вкладов каждого источника (атмосферы, Зем
ли, Галактики, Солнца и др. дискретных источников, отраженного от 
nоверхности Земли, атмосферных помех за счет грозовых разрядов). 

4. Теnловое радиоизлучение атмосферы обусловлено логлощени
ем энергии распространяющегося ЭМ nоля в газах тропосферы и атмо
сферных образованиях (дожде, тумане, облаках). Кислород создает nочти 
постоянный уровень теnлового излучения, так как его содержание в троnо
сфере почти не меняется. Но содержание водяного пара, nрисутствие об
лачных образований и зон дождя, их средние температуры зависят от места 
наблюдения и времени года, высоты над уровнем моря. Графики для расче
та яркостных температур тропосферы, облаков, тумана и дождя nриведены 
в [69]. Яркостная температура тропосферы в полосе частот от 0,1 ГГц до 
15 ГГц меняется nри утле места -6 = О от значения 30 К до 200 К, а nри 

-6 = 40° - от 1 К до 8 К (утол -6 отсчитывается от линии горизонта). 
Расчет яркостной температуры сложной модели тропосферы, 

когда учитывается наличие слоя тумана, слоистого облака, надоблачных 
слоев атмосферы, показал [69], что при f < 0,1 ГГц значение Т,. :S 1 К. 

Теnловое радиоизлучение Земли оnределяется собственным теn
ловым радиоизлучением Земли, отраженными от Земли радиоизлучени
ем космических источников и радиоизлучением атмосферы. Яркостная 
температура при этом зависит от средней темnературы поверхности 
Земли и коэффициентов отражения (4.9), (4. 15) при горизонтальной и 
вертикальной поляризациях поля. 

Яркостная температура для почвы с Е :S 1 О в полосе частот от 
7 5 МГц до 1 О ГГц при -6 = О составляет доли градуса Кельвина, а при 

-6 ::: 10о Т,. = 50 К (Е = 10) И Т,. ::: 140 К (Е = 2) ДЛЯ горизонтальной 

поляризации поля. Но при вертикшzьной поляризации яркостная тем-
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пература выше. С ростом угла '6 значение Тя увеличивается. Анало

гичным образом изменяется и Тя для участка морской воды. Но при 

вертикальной поляризации Тя меняется от 1 80 К до 250 К ( '6 = бо ) в 

полосе частот от l 00 МГц до 1 О ГГц в то время, как при горизонтальной 
поляризации она меняется лишь в пределах (2-8) К. 

Радиоизлучение, отраженное от поверхности Земли, необхо
димо учитывать только для частот, больших 10 ГГц. 

5. Радиоизлучение космических источников шума состоит из неnрерывного фо
нового излучения Галактики, радиоизлучений дискретных источников и атомарного водо
рода на частоте 1240 МГц. 

Яркостная температура Галактики зависит от координат точек небосвода и час
тоты. Из результатов измерений следует, что узкий яркий «пояс» радиоизлучения шири
ной около 3°, лежащий в плоскости галактического экватора, обнаруживается в 
сантиметровом и дециметровом диапазонах длин волн [69]. 

На частотах, меньших 250 МГц, имеется широкий «пояс» радиоизлучения, 
сконцентрированный в nределах (1 5-30") галактической широты. Изотропная составляю
щая излучения распределена по всей небесной сфере; на частотах, больших 250 МГц, она 
очень мала, но увеличивается с уменьшением частоты. Наблюдаются и неснмметричные 
распределения: Северный полярный след, nревращающийся в локализованный источник 
на частотах, больших 600 МГц; локализованные радиобразования в районах Лебедя, Веги 
и Ориона с размерами от 5 до 15°; слабый «пояс» излучения (nик Лебедя) на частотах 8 1 ,  
1 58 и 250 МГц. 

Яркостная температура фонового излучения Галактики в галактическом центре 

в nолосе частот от 1 О МГц до 5 ГГц меняется от 7 · 105 до 1 К, вне галактического центра 

в nолосе частот от 10 МГц до 500 МГц она изменяется от 105 до 1 К. 
Дискретные источники космического радиоизлучения наблюдаются на фоне 

непрерывного излучения Галактики. Существенный вклад в шумовую температуру вносят 
только Солнце, Луна, планеты Юпитер, Венера, Марс и ряд «радиозвезд». 

В радиоизлучении Солнца различают пять составляющих [69]: тепловое излуче
ние «спокойного» Солнца; устойчивые шумы солнечных пятен; шумовые бури, состоящие 
из кратковременных всплесков, связанных с большими солнечными пятнами; шумовые 
всплески, обусловленные солнечными вспышками; неполяризованные изолированные 
выбросы. Яркостная температура, усредненная по видимому телесному углу Солнца, в 

полосе частот от 30 МГц до 7,5 ГГц меняется от 3 · 1  0
6 

до (7 ,5 · 1  03 ) К в максимуме сол-

нечной активности и от 1,5 · 106 до (6,4 · 103 ) К - в минимуме последней. 

При расчетах вклада радиоизлучения Луны в эффективную шумовую темпера
туру антенны яркостная температура лунного диска может быть припята равной 210 К. 

С увеличением частоты от 300 МГц до 1 О ГГц яркостная температура Юпитера 

убывает от 105 до (1,1 · 102 ) К. Яркостная температура Венеры с ростом частоты от 3 ГГц 

до 37,5 ГГц убывает от 600 до 315 К. Измеренная яркостная температура Марса в трехсан
тиметровом диапазоне длин волн равна 212 К. Из радиозвезд наибольшую яркостную 
температуру в дециметровом диапазоне длин волн имеют Стрелец и Лебедь - х, а на 

Л = l м - Кассиопея - А. 
6. Основные источники атмосферных помех - грозовые разря

ды, при которых импульсы тока возбуждают ЭМ поле с непрерывным 
спектром частот. Так как длительность импульсов тока 't == 0,1 - 0,3 мс, 
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то наибольшего значения амплитуда вeicrOpa Еа этого поля достигает 
в полосе частот от 300 до 104 Гц. Местные грозы возбуждают ЭМ поле, 

у которого IEa<f>l уменьшается как f-1 при росте частоты. 
Основные помехи создают грозы, происходящие в течение все

го года в экваториальных районах Земного шара. Зависимость /"Ea l от 

f при этом сложна, так как �al зависит от множителя влияния среды. 

В ночные часы уровень помех выше, чем в дневные, что особенно про
является в диапазоне СВ. В диапазоне КВ в ночное время уровень помех 
выше при Л > 30 м, а в дневное - при Л < 20 м. В диапазоне УКВ об
наруживаются помехи только от местных гроз. 

Уровень атмосферных шумов носит квазистационарный харак
тер и зависит от географических координат <<ТОчки р ». Он медленно 
изменяется по сезонам года и в_течение суток, поэтому его можно про
гнозироватъ [88]. 

Для характеристики атмосферных помех МККР предложен па
раметр - эффективный коэффициент помех [88]. Он определяется 
отношением ga = Ра 1 ksTo4f , где Ра - мощность помехи. Ее пред-
ставляют в виде Ра = kБTa4f , где Та - шумовая температура атмо
сферных помех. Это представление является приближенным, так . как 
атмосферные помехи узкополосны. Но в пределах эквивалентной поло
сы приеминка спектральную плотиость помехи считают равномерной. 
Поэтому ga = Та IT0 • 

В [88] на основе обобщения результатов измерений на карты 
Земного шара нанесены усредненные линии одинаковых уровней g а 

для частоты f = 1 МГц для четырех сезонов года и 6 равных частей 
суток. Для пересчета значений ga на другие частоты каждой карте ста
вится в соответствие график зависимости усредненных значений g а от 
частоты. Графики показывают, что значение IOlg ga в полосе частот 
от 0,01 до 20 МГц при увеличении частоты уменьшается почти по ли
нейному закону. За 100% уровень помех принят уровень в экваториаль
ных районах Африки и Южной Америки. Если принять уровень помех в 
России за 60%, то на частоте 1 О кГц имеем Та = 1016 

• Т0 ,  на частоте 

1 МГц - Та = 106 · Т0 ,  на частоте 10 МГц - Та = 103'5 · Т0 • При f � 20 

МГц - Та "' О и на этих частотах влиянием атмосферных шумов за 
счет гроз можно пренебречь. 
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Так как в диапазонах СДВ, ДВ и СВ применяются слабонаправ
ленные приемные антенны, у которых Fнm (8, <p) = 1, Dom = 1, то по (14.8) 

Та = Тя (значение \Ya,m\ учтено nри составлении карт и графиков в [88]). 

7. В диапазонах СВЧ-ГВЧ ЭМ поле, рассеянное электрически заряженными ка
плями дождя и каплями грозовых туч, принимается приемной антенной радиолокапион
ной системы. При столкновении капель, обладающих зарядами противоположных знаков, 
происходит разряд. Разряды происходят и при падении капель на землю. Возникающие 
импульсы тока возбуждают ЭМ поле помех, отрицательно влияющих на работу радиоло
кационных систем. 

Частицы снега и льда при сильном ветре электризуются и, сталкиваясь между 
собой, вызывают разряды, поля которых в диапазонах СВЧ-ГВЧ влияют на работу мест
ных радиоэлектронных средств. 

8. Меры защиты радиоприемного устройства от организованных помех изложе
ны в [89]. 

9. При работе электрические, электронные и радиотехнические устройства раз
личного назначения создают индустриШlьные радиопомехи (ИРП), которые воздействуют 
на радиоприемные устройства, телевизионные приемники, звукозаписывающую аппара
туру, электроино-вычислителъные машины, медицинскую диагностическую аппаратуру, 
и другие чувствительные к ЭМ полям устройства. 

ИРП делят на две группы: излучаемые и распростраияющиеся по проводам пи
тания, заземления, коммутапии [80]. Параметрами первой группы являются напряжен
ность электрического или магнитного поля, плотность потока мощности, полоса частот, а 
второй - напряжение или ток, мощность, полоса частот. 

Источники ИРП классифицируют по основным признакам помехообразующих 
элементов, являющихся источниками излучения ЭМ поля, и по месту их эксплуатапии 
или установки: 

1. Электроустройства бытового, коммунального или другого назначения, экс
плуатируемые в жилых домах или подключенные к их электрической сети (лифты, пыле
сосы, кухонные плиты, швейные машины, ручные электрониструменты и т.д.). 

2. Наземный городской и железнодорожный электротранспорт (троллейбусы, 
трамваи, тяговые подстанции и др.). 

З.Устройства, содержащие двигатели внутреннего сгорания (автомобили, мото
циклы, моторные лодки, бензопилы и др.). 

4. Устройства, содержащие источники кратковременных ИРП (холодильники, 
вентиляторы, регуляторы скорости устройств и др.). 

5. Промышленные, научные, медицинские и бытовые высокочастотные уста-
новки. 

6. Линии электропередач и электрические подстанции. 
7. Светильники с люминесцентными лампами. 
8. Электрооборудование напряжением не выше 1000 В, эксплуатируемое вне 

жилых домов и не связанное с их электрическими сетями. 
9. Устройства магистральной, внутризононой и местной связи. 
1 О. Телевизионные и УКВ радиовещательные приемники. 
! ! .Радиовещательные приемпики с амплитудной модуляцией. 
Источники ИРП, устанавливаемые совместно со служебными радиоприемными 

устройствами, подразделяют на группы в зависимости от назначения служб (воздушная, 
морская, сухопутная, космическая). 

На частотах f до 1 ГГц, как правило, ИРП характеризуются напряженностью 

векторов ЭМ поля, на частотах f , больших 1 ГГц - плотностью потока мощности. При 

оценочных расчетах считается, что на высотах от 1 до 4 м над уровнем земли амплитуда 
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вектора Еи уменьшается с увеличением расстояния Rqp как «;;'f2 и с ростом f в поло

се от 30 МГц до 300 МГц увеличивается. Поляризация ЭМ поля не может быть nредсказа
на [80]. 

Экранирующее влияние зданий на ЭМ поле ИРП зависит от материала и тол
щины стен зданий, площади окон. Считается, что здания снижают интенсивность ИРП 
прнблизителъно на !О дБ. 

ЭМ поле, создаваемое системами зажигания автомобиля на расстоянии 10  м от 
nего, имеет максимальnое значелие на частоте 30 МГц [80]. Среднее значение напряжен
ности электрического поля от автомобилей в группе составляет- 1 0  дБ мкВ/м. 

Линии электроnередач и их оборудование создают наибольшие напряженности 
ЭМ nолей ИРП при дожде, снегопаде, тумане. Спектр ИРП находится на частотах от ОНЧ 

до ОВЧ. Значения �и� лежат в пределах от 40 до 160 дБ мкВ/м и на расстоянии около 

10 м �и 1 изменяется как R";}; . 
Сварочные устройства создают ЭМ поле с наибольшим злачением lt. j ,  равным 

приближенно 20 дБ мкВ/м около частот 750 кГц, 3 и 20 МГц [80J. 
ИРП по проводам распространяются на значительные расстояния. 
Подавление ИРП производится техническими и организационными мероприя

тиями. Подавление может быть осуществлено в источнике ИРП, на путц распространения 
ИРП н в радиоприемном устройстве помехоподавляющи.ми устройствами или их элемен
тами. К nоследним относят дроссели, фильтры, конденсаторы. Основными методами 
nодавления ИРП являются экранирование и фильтрация [80, 90]. 

Нормирование ИРП nроизводится no груnпам [80]. 
10. Считая, что в (14.6) Т, Tm:t ,  по значению Tm,;; находим коэффициент 

шума радиоnриемноi! системы: Fm = l + Tm:t / То . 
11. При энергетическом расчете радиолинии необходимо выбрать мощность пе

редатчика, тиn поляризации ЭМ поля, параметры передающей и приемной антенн, пара
метры приеминка и длину волны такими, чтобы в условиях реальной радиотрассы обеспе· 

чить необходимое качество связи. Для этого надо, чтобы Рс,вх � у2 Рw,вх ,  где у коэф

фициент различимости [70]. Задаваемая величина nоследнего зависит от тиnа радиоли
uин. В телеграфии коэффициент различимости может быть задан равным 1 ,  а в телевизи
онной радиолинии - у �  100 . 

Учитывая, что Р w,вх = kБ4fГт"Е , выразим значение Рс,вх для реальной радио-

линии. Учтем, что /}; = РпТJ:t, где Рп мощность, поступающая на вход передающей 

антенны, Тl:t - КПД  nередающей антенны. 

Мощность сигнала, поступающего на вход nриемника, Рс,вх = Po.npТIA ТIФ , где 

Po.np определено в (12.5): 

Рс,ох = Рп · Em:tEnp,m( 4�qp 
J \Vт(p,ro)\2 � У2kБ!::.fГт"Е , (14.9) 

где Em:t "fl_tD:t ,  snp,m = rrлDnp - коэффициенты усиления антенн при заданном типе 

поляризации ЭМ поля, а Т т}; определено выражением (14.7). 

Из (14.9) получаем уравнение связи: 
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Рп � у2 kr;lifГ".r, (41tRqp )2 1vmГ2· 
E".;tEnp,rn ТJФ Л 

(14.10) 

Таким образом, величина Рп , необходимая. для. качественного nриема инфор

мации, зависит от виДа передаваемой илформации (от !:if,y ), от типа поляризации 

ЭМ поля, шумовой .температуры Tmi: ,  параметров аmенн, длины волны и расстояния 

Rqp , мложителя ВЛIIJIIiiiJI среды. Поскольку Tm;t ,  Emr, , enp,m и jvm j зависят от Л ,  то 

уравнелис связи (14.10) можно использовать для выбора оптuмальной длины волны или 
для решении других оптимизационных задач, например, выбора типа поляризации. 

14.12. Особенности распространения волн 
оптическоrо диапазона 

1. Во многих оmических методах исследования и оmических nриборах инфор
маци:ю извлекают из ЭМ поля, распростраияющегося в естественных ycлoвiiJix Земли от 
источника к приемиику. Это, например, nроисходит в дальномерах, nерископах, биноклях, 
телескопах и др. В более точных по сравнению с радиотехническими оптических навига
ционных системах ближнего ориентирования самолетов и морских судов nримеияюrси 
лазеры. В инфрахрасной фотографии, в теnлопеленгаторах и системах самонаведенИJI 
управляемых ракет используется поле излучеНИJI инфракрасной (ИК) области оmического 
диапазона длин волн. В этих случаях ИК излучение создают сами нагретые наблюдаемые 
объекты (используется nринцип пассивной локации). В ночных биноклях, nрицелах, по
зволяющих nри облучении заданных объектов nолем от мощиого ИК источника вести 
наблюдение за ними или nрицелнвалне в темноте (активная. локация), ЭМ nоле расnро
страияется в естественных условиях Земли. ЭМ nоле оnтического диаnазона длин волн 
используется в средствах СВJIЗИ (например, <Фmический» телефон). 

К оптическому диаnазону относят ЭМ колебания с длиной волны Л от 0,01 мкм 

до l мм (частоты от 3 · 1  02 ГГц до 30 ГГц). Этот диапазон делят на ультрафиолетовую 

().. = 0,01 +0,38 мкм), видимую ( Л = О,З8+0,76 мкм) и ИК области ( Л = 0,76 мкм 

+1 мм). ИК область делится на 3 части: ближнее ИК излучение ( А = 0,76 + 1,5 мкм), 

среднее - ( Л =  1,5+ 5,6 мкм) н дальнее - ( Л  от 5,6 мкм до l мм). 

ИК излучение возникает в результате колебательных и вращательных движений 
атомов и молекул нагретого вещества. Оnтическое излучение с более короткими длинами 
волн достигается за счет nереходов в атомах н молекулах излучающего тела. 

Преимущества воли оnтического диапазона сиязалы с малой длиной волны 
(большой частотой), что nозволяет nри заданной полосе частот !:if иметь огромное коли

чество каналов (передавать большие объемы информации) и nри малых геометрических 
размерах передающей и nриемной <<аmенн» достигать малой ширины диаграммы направ
леиностл (см. § 2. 1 1  }, что дает высокую пространствеиную разрешающую сnособность и 
возможность достижения высоких концентраций излучаемой мощиости s малом телесном 
угле (трубке лучей - «пучке волн»} nри сравнmельно малой стоимости оборудовании. 
Но использование отмеченных преимуществ ограничено существенным влиинием среды 

на множитель влииния jV(p,ы)l .  
2. Рассмотрим определения. Поrлощение оптического излучения в атмосфере 

(энергетическое ослабление ЭМ волн) обусловлено, главным образом, явлениями его 
nоглощении и рассеяния молекулами газов и разнообразными аэрозольными частицами 
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[91,  92). Коэффициентом поглощения Г(/) для излучения с частотой f называется 

коэффициент пропорциональности в выражении закона поглощения (Буrера), который 
в дифференциальной форме имеет вид: dl(f) = -Г(f)l(f)dl , где dl - ослабление на

правленного излучения интенсивности l ,  прошедшего через слой толщины dl ( l(f) 
nропорционально IV<J)I2 ). Для однородной среды интегральная форма закона имеет вид 

1 = 10 ехр(-Гl) , где /0(/), /(/) - интенсивности излучения до и после nрохождения 

слоя толщины l . Величину t = Гl называют оптической толщей среды, а величины 

T(f) = l(f)I I0(f) и A(/) = 1 -T(f) - (14. 1 1) 
сnектральными nроnусканием и поглощением среды [91 ,  92]. Из этих выражений следует, 

что знание Г(/) nозволяет nровести количественную оценку доли поглощениого (или 

nроnущенного) данным слоем среды монохроматического излучения. 
Функции T(f) и A(f) могут характеризовать доли прошедшего через слой 

среды и nоглощеиного слоем излучения в спектральном интервале А/ = /2 - /1 (полосе 

частот), если их определить [92] как 

J12 10(/)e-тdf т --=""-!-:----
- /�2 I0(f)df ' 

J12 I0(f)(1- e-т )df 
А =  f. . 

112 ] (f)df f. о 
Если в полосе частот !:if имеем 10(/) = const , то 

Т = }_J'2 e-т<Лdf, А = }_/12 (1-е-т<Л)df. 
!:if 11 !:if f. 

(14.12) 

(14.13) 

Энергетические потери оптического излучения из-за nоглощения атмосферны� 

ми газами оценивают по (l4. l l), когда в nределах спектра излучения источника Г(/) 
можно считать независящим от частоты, например, в полосах частот, свободных от линий 
поглощения. Это наиболее важная для практики ситуация, nри которой Г(/) nринимает 

наименьшие значения. При этом полосы частот называют «окнами прозрачности>> атмо
сферы. 

Если нельзя иренебречь зависимостью Г от f в полосе частот !:if , использу

ют формулу ( 14.12). При этом зависимость Т от f является сложной. Это происходит 

и тогда, когда J(f) состоит из совокупности линий, в пределах спектральной ширины 

каждой из которых Г не изменяются, но имеют разные значения для разных линий спектра 
излучения. 

При экспериментальном определении значений Т (или А) по (14. 1 1) достаточно 
измерения для одного слоя среды, чтобы выполнить вычисления для другого слоя этой же 
среды. Если формула (14. 1 1) иеприменима, то измерения надо проводить для широкого 

интервала значений f и l , чтобы можно было использовать метод интерполяции для 
другого слоя. 

3. Спектр поглощения атмосферных газов состоит из определенных спектраль
ных линий (см. § 13.4). Интенсивности линий поглощения атмосферных газов изменяются 
от линии к линии так сильно, что если излучение nопадает в центр наиболее интенсивной 
линии, то оно полностью поглощается в слое атмосферы толщиной в доли миллиметра. 
Наоборот, если излучение попадает в промежуток между «слабыми» линиями (в «микро
окна прозрачности» атмосферы), то оно мало ослабляется в Слое толщиной в десятки 
и сотни километров. 

Таким образом, если распространение оптического излучения происходит в ат
мосфере Земли, то это излучение должно приходиться на участки спектра, занятые ши-
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рокими «окнами прозрачности» атмосферы или, что еще лучше, если оно в пределах этих 
«окою> поnадает по частоте в nромежутки между слабыми линиями nоглощения, т.е. в 
«Микроо!СИа прозрачности» атмосферы. При этом длины волн источНИ!Сов II.ЗЛучения 
должны быть стабилизированы. 

4. МолекуЛярное рассеяние оnтического излучения хорошо изучено. ЭМ поле, 
попадая на моле.кулы и атомы rаза, приводит их в колебательное и вращательное движе
ние. Размеры молекул и атомов малы по сравнению с Л , поэтому они переизлучают 
ЭМ поле как элементарные II.ЗЛучатели. Особую роль в установлении закона переизлуче
нии (закона рассеяния поли) имеет задача дифракции (рассеяния) ЭМ поли на сферической 
частице и ансамбле этих частиц. Благодаря тепловому движению частиц нет фазовой 
зависимости между вторичным излучением отдельных частиц. Поэтому, хотя расстояния 
между частицами малы по сравнению с Л , частицы рассматриваются как неэависнмые 
излучатели и считается, что интенсивноеть вторичного II.ЗЛучениа nропорциональна числу 
частиц. Коэффициент поrлощеиия за счет молекулярного рассеяния в газах [92] 

г, 
(Л) = 

81t3(n2 - 1)2(6 + �) ' 
г 

ЗNЛ4(6-78) 

где n - покаэатель nреломления среды, Б =  0,035 - факт6р деполяризации рассеянного 

излучения, N число молекул в единице объема. 

Так как Гг пропорционально Л-4 , то влияние молекуляриого рассеяния на 

jvl2 nроявляется меньше в ИК .  Имеются таблицы значений Г г для разных Л ,  разных 

высот над землей и направлений расnространения [91, 92]. Так, при распространении 
в приземном слое атмосферы на расстоянии l 10 км при Л =  0,3 мкм потери составляют 

Т =  76.3 о/о, при Л =  0,55 мкм - Т =  1 0,9 %, при Л =  1,06 мкм - Т =  0,9 %. 
S. Поглощеиие оптического II.ЗЛучения за счет аэрозольного рассеяния включает 

в себя ослабление излучении собстаенио за счет рассеянна на частицах аэрозолей и ослаб
ление за счет нагревания частиц расnространяющимся полем [91]. Колвчественные дан
ные [91 ,  92] о nотерих излучении, распростраияющеrося через водный туман н облако 

с метеорологической дальностью видимости в S = 200 м, следующие: Гт = 19,6 1/км при 

Л = (0,5 1 + 10,6) мкм. В атмосферной дымке с S = 10 км Г д = (0,4 + 0,0 1) 1/км при 

Л =  0,5 + 10,6 мкм. В снегопад максимальное значение Гс = 30 дБ/км при 

Л = О,6 + 1 0,6 мкм. 
6. Если энергетическое ослабление оnтического излучения в атмосфере приво

дит к уменьшению дальности действия систем сввзи, навигации и др., то рефракция волн в 
атмосфере и тубулентпасть последней вдиJ1ЮТ ия структуру «nучка волю» и траекторию 
его распространенна и тем самым определяют точностн.ые параметры сш:те.м. 

Рефракция лучей рассмотрена в §  1 1 .6, § 1 1 .7, § 13.2. Под регулярной рефракци
ей понимают среднее значение угла рефракции, эависящее or метеоусловий. Случайной 
рефракцией называют изменения угла рефракции во времени, коrорые вызывают дрожа
иве оnтического «пучка волю> и описываются теорией распространения волн оnтического 
диаnазона в турбулентной атмосфере. Существует явление «боковой рефракцию>, вызы
ваемое неодиородностью показатели преломления в горизонтальной плоскости [91, 92]. 

Для горизонтальных трасс рефракцию характеризуют коэффициенmОJ\I земной 
рефракции (КЗР), равным оrношеиию радиуса земного шара к радиусу кривизны луча 
в атмосфере. В навигации КЗР принят равным 0,16. Пределы изменении КЗР над сушей от 
0,007 до 0,595 [91], в арктических районах он достигает значения 1,74. 

Зависимость угла рефракции от Л для гориэонтальных трасс незначнтельна. 

При увеличении Л оnтическая рефракция переходит в радиорефракцию (см. § 13.2). 
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7. Векторы Е,Н в атмосфере исnытывают флуктуации амnлитуды и фазы. 
Турбуленmость атмосферы вызывает искажение фронта волны, что nриводит к расшире
нию лучевой трубки («лучка волн»), nерераспределению nлотиости nотока мощности 
в ней, измеяению его «центра тяжести» (наnравления «максимального излучения»), nро
исходят случайные изменения nоnеречного сеченИJI лучевой трубltи. Расщеnление оnтиче
ского nучка на небольших расстояниях nроявляется в виде сложной структуры наблюдае
мого на экране ПJIТНа («зернистость луча»). С увеличением расстоянИJI nри яаличии силь
ных флуктуаций оnтический nучок расщеnляетсх на тонкие нити, имеющие вид круглых 
нии серnовидных пятен, происходят случайные флуктуации поляризации воляы. 

8. ВлИJiяие фоновых помех в оптическом диаnазоне на приемиое устройство из
ложено в [92, 93]. 

9. При расnространении в атмосфере ЭМ nоля оnтического диапазона, возбуж
даемого при больших мощноСТJ!Х нзлученИJI, nараметры атмосферы в лучевой трубке 
становятся залисящими от яапряжениостей векторов этого поля, что соответствует появ
лению нелинейных эффектов (см. § 10.7). 

Эффект самофокусировки лазерного излучения состоит в том, что nод воздей
ствием ЭМ nоля коэффициент преломления атмосферы в трубке лучей изменяется так, что 
трубка становится «оптическим волноводош> (см. § 7.8) или «линзовой линией» (§ 7.7). 

Эффект насыщения состоит в том, что коэффициент ноглощения в трубке лу
чей за счет молекулярnого раесеянW! в газах атмосферы умеnьшается при увеличении 
nлоmости nотока мощnости (nри lnl � 1011 Вт/м2). При этом иаетуnает увеличение про
зрачиости (<mросветлеиие>>) атмосферы. 

10. Таким образом, оmическое излучение в атмосфере исnытывает существен
ное поглощение 6 аэро3олях: в тумане и облаке коэффициент nоглощеннл no мощности 
достигает значений 400 дБ/км и более. Поэтому в атмосфере естественные радиотрассы 
могут бbl'I'J> только малой протя:нсенности или их можно исnользовать только в районах с 
сухим: климатом. Навигационные системы оnтического диапазона волн могут быть только 
ближнего ориентирования (ближнего действИJI:). 

В ycлolllfllx космического пространства оnтическое излучение исnытывает 
очень Мi1.1Юе поглощение. Поэтому на радиотрассах тиnа космос-космос примеиение оnти
ческого иэлучения nерсnективно. 

14.13. Понятие об электромаrнитной совместимости 
радиоэлектронных средств 

1. Радиочастотный сnектр (РЧС) ограничен частотами ЭМ колебаний от 3 кГц 
до 300 ГГц. Наиболее загруженными ero участками являютел те, для которых освоена 
nронзводством элемеиmая база. Для работы каждого радиоэлектронного средства (РЭС) 
необходима оnределенная nолоса частот. В результате увеличеиW! числа РЭС nрояаился 
недостаток в оргаi!Jfзации работы РЭС nрактически во всей освоенной части радиочастот
ного сnектра. Неравномерность загруз��:и nоследнего обуслоалеиа и особенностями рас
пространенW! радиоволн. Наиболее nерегруженными оказались ОВЧ, ВЧ и частично 
СЧ диаnазоны. 

Часто пространствеиная nлотиость размещения РЭС велика. В районах круnных 
административных центров число РЭС может достигать (50 - 60) · 103 , на самолетах 
25-30, на надводных кораблях - 40 и более. Перегруженнасть и неравномерная загрузка 
освоенной части радиочастотного сnектра аынуждает использовать в РЭС близкие рабо
чие частоты. Это повышает вероятность работы РЭС на совnадающих или близких часто
тах излучения и приема ЭМ nоля. В результате nорождаются взаимные непреднамеренные 
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помехи работе РЭС. Изложенное является одной из основных причин нарушения 
ЭМ совместимости РЭС. 

Под ЭМ совместимостью (ЭМС) РЭС понимают способность РЭС работать 
с требуемым качеством при воздействии непреднамеренных помех и не создавать недо
пустимых помех другим РЭС. Оценка ЭМС РЭС требует системного подхода. Дисципли
на «ЭМС РЭС» изучает общие закономерности, присущие ЭМ связям между РЭС как 
элементами большой физической системы. Последняя состоит из совокупности РЭС, 
работающих в общих полосах частот и в ограниченном пространстве. Дисциплина изучает 
организацию работы большого числа РЭС при непреднамеренных ЭМ связях между ними. 
Теория ЭМС РЭС прогнозирует влияние условий эксплуатации на значения технических 
параметров РЭС, определяющих их ЭМС, на организационно-технические мероприятия, 
проводимые на этапах проектирования, пронзводства и эксплуатации РЭС [80, 8 1]. Разра
ботаны государственные стандарты на ЭМС РЭС [82, 83]. 

2. Предмет дисциплины «ЭМС РЭС» можно определить [80] как: «установление 
закономерностей, относящихся к оптималыю.му использованию искусственно создавае
мых радиочастотных ЭМ полей для передачи и (или) приема или извлечения информации 
или энергии; установление закономерностей нежелательноrо воздействия на радиоэлек
тронное устройство других РЭС, одновременно с ним работающих; выявление путей 
и разработка критериев и методов обеспечения наибольших эффективности использова
ния и вместимости радиочастотного пространства, в том числе совершенствования экс
плуатационно-технических характеристик РЭС, влияющих на ЭМС РЭС; синтез РЭС 
и радиосистем с заданными характеристиками эффективности использования РЧС, т.е. 
характеристиками, включающими учет внеполосных и побочных излучений и побочных 
каналов приема, а также диаграмм направленности антенн. Синтез радиосистем включает 
также вопросы организации работы отдельных РЭС». 

Эти задачи можно разделить на стратегические и локальные. Задачи стратеги
ческого характера решают вопросы распределения полос радиочастот между всеми радио
службами. При этом устанавливаются границы полос частот, распределяемых каждой 
радиослужбе, статус распределения, условия совместимости, в том числе основные нормы 
на параметры радиоизлучений РЭС по радиослужбам. 

Распределение полос радиочастот между радиослужбами в международном 
масштабе происходит на компромиссной основе на Всемирных Административных Ра
диоконференциях по пересмотру Регламента радиосвязи. Таблица распределения частот 
между радиослужбами является одним из важнейших компонентов международного Рег
ламента радиосвязи. Полосы частот внутри стран распределяются с учетом или в полном 
соответствии с таблицей. 

К задачам стратегического характера относят также вопросы эффективного ис
пользования РЧС, установление общих правил работы в рамках радиослужбы, разработку 
планов выделения радиочастот, нормирование и стандартизацию, выдачу разрешений на 
разработку и серийный выпуск РЭС, установление правил координации работы РЭС. 

На Всемирных административных радиоконференциях по радиовещанию, по 
спутниковому радиовещанию, морской подвижной службе, воздушной подвижной службе 
устанавливают наиболее общие правила работы и требования к РЭС. 

Задачи локального характера объединяют широкий круг конкретных задач ЭМС 
[80]: разработка и серийный выпуск РЭС, при этом системные требования к РЭС опреде
лены при решении стратегических задач, разработчик определяет «внутренние» парамет
ры РЭС, обеспечивающие выполнение системных требований к ЭМС; проектирование 
и организация работы линий и сетей радиосвязи ( применяются технические и организаци
онные методы); организация группы РЭС, размещаемых на одном объекте (воздушном 
или морском судне, на радиоцентре и др.). Размещение в непосредственной близости друг 
от друга многих РЭС приводит к их взаимодействию через общие цепи электропитания, 
через антенны, корпус РЭС и т.п. При этом проявляются помехи радиоприему за счет 
индустриальных помех, побочных каналов приема, шумовых излучений и т.д. и поэтому 
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выявляется конкретная причина и уровень возникающей песовместимости группы РЭС. 
После этого определяются пути устранения несовместимости. 

Международные правовые и технические решения, касающиеся использования 
РЧС и ЭМС РЭС освещены в [80]. 

ЗАдАЧИ 

1. Н а  ионосферу под углом 30° падает Э М  поле частоты 1 МГц. Определить 
слой ионосферы, от которого поле отражается днем и ночью. (Использовать графи
ки рис. 14.1). 

2. Рассчитать максимальные частоты, при которых ЭМ поле отражается от каж
дого из слоев ионосферы при вертикальном падении на ионосферу (использовать графи
ки рис. 14. 1). 

3. Рассчитать пределы изменения (по высоте) коэффициента затухания ЭМ поля 
в слое D на частоте 200 кГц (использовать графики рис. 14.1). 

4. Рассчитать вертикально поляризованную составляющую медианного значе-

ния �� , возбуждаемого ночью в средней широте на расстоянии 1500 км от передающей 

антенны в виде вертикального вибратора над Землей, излучающего мощность 1 О кВт на 

Л = 800 м, Dr, = 1,6. 

5. Рассчитвть амплитуду вектора напряженности электрического поля, возбуж
даемого вертикальным вибратором у поверхности суши на расстоянии 700 км, если 

Pr,Dr, = 50 кВт, Л =  1500 м. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

П.1 . ФОРМУЛЫ ВЕКТОРНОГО АНАЛИЗА 

Разложение вектора А на составвлющие в декартовой, цилиндрической 
( r,q�, z )  и сферической системах ( R,6,q� ) координат и связь между составляющими век

тора (системы координат согласованы): 

А lxAx + 1 1 А 1+1 ,А, = I, A, + I'I'A'P+I,A, = I R AR + leAo+l,A,p; 

AR = Ах sin6cosф+ Ау sin6sin(j)+  Az cos6; 
Ав Ax cos6cos (j)+Ay cos6sin<p- A., sin6, А,р -Ax sin q> + Ay cosq� . 
Координаты точки р связаны формулами 

х rcosq> = Rsin6cos<p, у rsinq� Rsin 6sinq�, 
z Rcos6, R =' (x2 + у 2 + z2 )112• 

Теорема Остроградского-Гаусса 

J AndS = J div AdV, 
s v 

(Пl . l)  

(П1 .2) 

(П1.3) 

где n - орт, внешней относительно рассматриваемой области, нормали к замкнутой 
nоверхности S , ограничивающей объем V • 

Теорема Стокса: 

Теорема Грина: 

fAdl = f rot AndS. 
L S 

J (IJ't�'l'2 - IJf2�'1't )dV = J (IJ'J gradiJfz -11'2 grad 1Jf1)dS, v s 
rде 1Jf 1 , 1Jf2 - скавлрные функции. 

Правила вычисления 

div[A,B] = B rot A - A rotB, rot rot A = grad div А - V2 А; 

div gradiJf = �IJf; rotgradiJf О; div rot A = О; 

divljfA = ljfdiv А+ Agradljf; rotljfA = ljfrotA + [gradljf,A]; 
[А,В]С [В,С]А [С,А]В. 

Декартова система координат (ДСК): 

grad ш = 1  
дiJf + 1 . 

дiJf + 1 дiJf · .,. х
дх У ду ' дz '  

divA 

дА дАу 
rotx A =  

ду
z -дz·  roty A 

дАх дАу дА. -+ - + -'� ' 
дх ду дz • 

дА дА 
rot А = -' - �·'· ·  z дх ду • 

�IJf = д21Jf/дх2 + д21Jf/ду2 + д21Jf /дz 2 .  
Цилиндрическая система координат (ЦСК): 

(П1 .4) 

(П1.5} 

(П1 .6) 
(П1 .7) 

(П1 .8) 
(П 1 .9) 

(ПI. IO) 

(Пl . l l) 

(П1 . 1 2) 
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rot A 

grad "' д\jl 
grad "' 

1 д\jl grad '" "' д\jl • 
г '!' = дr' 

'1' '!' 
� дq> . ' 'У дz ' 

. l д  1 дА,р dtv А = ��(rA ) + - -� 
r дr г r д<р дz 

lг
( дА, - дА,р )+ 1 (дА

г - дА
, � + l , (� �

(rA ) - � дА'-·); 
rд<р дz ч> дz дr ) r дr '1' r д<р 

A\jl = ��(г д\jl )+ 
1 �.� 

r дr дr дz2 • 
Сферическая система координат {ССК): 

д\jl 1 1 д\jl gradR '11 
дR ' grad& '11 "' R де gradfl' '11 = 

Rsi�O д<р 

div А = _! _ _
!J
_·· (R2 AR ) + -

1
- _!J- (sin OA& ) + _ _!_� дА

,р 
R2 дR RsinO де Rsin O д<р ' 

rot A : lR -�-r
д
д (sin eA,p ) -

д
д

А& ]+ 
RsшO е <Р 

+ 1& 1_[_.1_ дАR - -�-{RA,p)]+ l l_[iJ._(RA&)- дАR } 
R sшО д<р дR fP R дR де 

1 а 2 i1ц1 1 а . i1ц1 1 a2w .:\\jl - - (R -) + --� -(stn0-) + ---"---=--
R2 дR дR R2 sin 8 де де R2 sin 2 О дс:р2 

П.2. СВОЙСТВА &-ФУНКЦИИ 

Трехмерную о -функцию о(р -q)  o(p,q) оnределяют правилом 

(ПI . lЗ) 

(П! . 14) 

(П\ . 1 5) 

(П! . 16) 

(ПJ . l 7) 

(П! . 1 8) 

(П! . 1 9) 

(П! .20) 

f f(p)o(p -q)dV = {f(q), q e  v" ,  
(П2. 1)  

v. о. qll v .. .  

где f(p) пекоторая финитная функция, т.е. отличная от нуля лишь в конечных облас

тях пространства, р = р(х, у, z) - точка наблюдения, q = q(x', у', z') - точка интегриро

вания. При f(p) = 1 , имеем правило 

f o(p -q)dV {1' qE Vи • 
(П2.2) 

v. О, qE Vи. 
Если �. 11. 1;, - криволинейная ортогональная система координат в пространст-

ве, а Lc, . � . L� метрические коэффициенты (Ляме), то dV = L�L"L,d�!ldl;. и в соот-

ветствии с (П2.2) размерностью трехмерной о -функции является 

[o(p - q)] [dVГ1 = м·3. 
Одномерная о -функция по (П2. 1 )  оnределяется правилом 

540 

f f(�)_!_Б(� - �')Lc,d(;, {/(�'), �'Е L, 
L it 0, (;, Е L, (П2.3) 



поэтому [ 15 ( � - � ') 1 L � ] = [ L � d � ] - 1 = м -
1 

• Трехмерная и одномерная 15 -функции 

связаны соотнощением 

/5( _ ) = 15(�-�o) II(ТJ -ТJo) /5(� - �o) _ (П2.4) p q L� � L� 
В ДСК L; = � = L� = 1 , в ЦСК L� = 1, � = r, L� = 1 , в ССК 

L� = 1, � = R, L� = Rsin 6. 

Интеграл Фурье 15 -функции 

�( ') 1 �J -h<(x-x') "'· u x - x = �  е ur.. 27t -
� 

15 -функция симметрична по аргументам р и q :  1\(р - q) = 1\(q - р). 

П.З. ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Обыкновенное дифференциальное уравнение 

d211f(x) + _1_ d\lf + (1 - т
2 

)\11 = О 
dx

2 х dx х
2 

(П2.5) 

(ПЗ.l) 

называется уравнением Бесселя или уравнением цилиндрических функций т -го порядка. 

Частными рещениями уравнения являются J т (х) и N т (х) - функции Бесселя и Нейма

на т-го порядка, аргумента х . Их сопоставляют с частными рещениями, соответственно 

cos х и sin х , уравнения чr· + 111 = О , определяющего тригонометрические функции. Экс

поненциальным функциям exp(±ix) = cos х ± i sin х соответствуют функции Ганкеля 

н�> (х) и Н�
2
> (х) - первого и второго рода аргумента х :  

н�> (х) = lт(x) + iNт (x); н�>(х) = Jm (x) - iNт(x). 
Общее рещение уравнения (П3. 1 )  выражается в двух формах 

\lf(X) = а т] m(X) + bmNm(x); \lf(X) = cmH�) (x) + dmH�)(x), 
где ат,Ьт,ст,dт - постоянные коэффициенты. 

(П3.2) 

(ПЗ.З) 

Корни v тп (n = 1,2, .. . ) уравнения J т (х) = О  оnределяются значениями 

v01 = 2,405, v02 = 5,52, v03 = 8,654, ... ; v 1 1  = 3,83, v12 = 7,02, Vв = 10,17, ... ; v21 = 5,14, 
v 22 = 8,42, ... . Используются и корни v;"" (п = 1,2, ... ) уравнения J'", (х) =О : v(н = 3,83, 
v02 = 7,02, v03 = 10,17, ... ; v;1 = 1,84, v;2 = 5,33, v;3 = 10,17, ... ; v;1 = 3,05 , v;2 = 6,7, ... ; 
v:31 = 4,2, v32 = 8,0 1, ... . 

Асимптотические представления функций при х >> 1, х >> lтl 
(1) 

Н�1 (х) "'[f ехр[ ± i[х -� (т + �)]]. 
J т (х) "' (2/nx)112 cos[x - � (т +  _1_ )], N т (х) "' (2/nx)112 sin[x - � (т +  _1_ )]. 2 2 2 2 
При х << 1  

(П3.4) 
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lo(x) = J-x2 14, lm = (x)"' /(2"' ·m!) (m > O), 

N0(x) = - � ln �2- ,  Nт (х) = - (m: J)!(�
x
2 )"'

, т > 0, 
1t l,78x " 

н (Z) (х) "' 2i ln -�2- , н<2\х) "' 3!_, 0 n (il,78x) 1 7tX 

(ПЗ.S) 

Обозначив через Zm(x) любую цнлиндрическую функцию при т -целом, име-
ем функциональные соотношения 

z;"(x) = _!!!_ Z", (x)+Zm-tCx), 
х 

d Z_", (x) = (-l)"'Z",(x), dx [x"'Z",(kx)J = kx"'Zm-t (kx), 

J (х) = .!.[н<11(х) + н<2>(х)] = .!_[Н121(х) - (-1)"' Н(2)(-х)]. т 2 m  т 2 m  т 

(ПЗ.б) 

(П3.7) 

Если R = [r2 - 2rr' cos(<p-q{) + r'2 j112 
q(r',<p') , ТО 

расстояние между точками p(r,<p) и 

(П3.8) 

.. 
exp(±ixcosa.) = I, (±i)n exp(+ina.)J n(x). (П3.9) 

Вронскиан ЦИJIИНдрических функций 
J т (х)Н�)' (х) -J;,.(x)H�)(x) = 2/inx. (П3.10) 

П4. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА В 
НЕОГРАНИЧЕННОМ ПРОСТРАНСТВЕ. ФУНКЦИЯ 
ГРИНА 

1.  В ДСК векторное уравнение Гельмгольца ( 1 . l l 7) распадается на три незави
снмых скалярных уравнения Гельмгольца (см. задачу 1 .25); М., + k2 А", -j;_ , где 
m = x,y нли z .  Предполагаем, что функции j':.(p) заданы в областн V11 и интеrрируе
мы с квадратом в V11 (т.е. мощность стороннего источника конечна), а решение нщетси в 
неограниченном однородном изотроnном nространстве. 

Составляющую j;. можно представить в виде пары преобразованнй Фурье. К 

состааляющим векторного потенциада А", (р,ш) , зависящим от трех координат x, y, z , 
можно трижды nрименять иреобразование Фурье: 
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А,. = -( г.:-\1 7 7 7  g,.e-h<tx-i>t2y-ixзzdx.ldx.2dн3. (П4. 1 )  
.-....� 21tj ----

Отличие (П4J) от преобразовання ( 1 .52) заключается в физическом смысле пе
ремениых. В ( 1 .52) ro - частота, t - время. В (П4.1)  х1 ,х2 ,х3 обладают теми же мате
матячесК!IМИ свойствами, но рассматривать IIX надо как пространстве11ные частоты, ях 
называют также коэффициентам11 расnространения tx] м·1 ) поскольку, 11апример, 
exp(-i1<1x) при х1 > О  выражает расходящуюся волну, а при х1 < 0 - сходящуюся вол

ну. Функцию g,.(х1 ,х2 ,к3) по аналогии с функцией a(p,ro) в ( 1 .52) называют спек

трааьной плоmостью (пространственным спектром) составляющей A,.(p,ro) .  
Если найти значение g,. , то подставив ero в (П4.1)  и проинтегрировав послед

нее, найдем искомую составляющую A.n .  С этой целью подставим (П4.l) в уравнение 
Гельмгольца. Учтем, что дифференцироаание можно производить под :таком ннтеграла в 
(П4. 1)  и д2 exp(-iX11)1дrJ2 = -х2 ехр(-11<7]) . После этоrо применим к реэультаrу тройное 
обратное преобразоаание Фурье, для чего умножим все выражение на 
exp(m!x+m2y + ix)z)/(J2;t)3 и результат проинтегрируем по x, y, z ,  изменяющимся в 
неограниченных пределах. Заменя:и образоаавшиеся интегралы Фурье 8 -функцией типа 
(П2.5) и используя основное свойство последних, найдем выражение g,. . Подставля:я его 

в (П4.l), и учитывая, что j� отличается от нуля только в области Vи , имеем 

Am(p,ro) "-' J j;"(x',y',z',ro)G(p,q)dV', (П4.2) 
v. 

где dV' = dx'dy'd{, 

(П4.3) 

является функцией точкл наблюдения р(х, у, z) и точки интеrрировання q(:/, у', z') сто

роннего тока в Vи - точки неточников noшr. Функцию G(p,q) называют функцией 
Грина (фу11кцией наведения, влияния) однородного неогрооиче11ного 11зотроnноrо nро
странства. 

Учитывая, что А =  l_.A_. + ly Ay + lzAz ,  jc = I .. j1 + l y)� + lzjf, и умножая 

компоненты (П4.2) nоследовательно 11а орты ДСК, а затем суммируя результат, nолучаем 
решение векторного уравнення Гельмгольца 

A(p,ro) = fjc (q,ro)G(p,q)dV'. (П4.4) 
v. 

Выражение (П4.3) является ннтеrральным разложе11ием функции Грина. Ero 
можно упростить, выполнив интегр11рова11ие по одной из переменных, 11аnример, )1:2 • 
Подынтегральное выражение в (П4.3) на плоскости комплексного перемениого х2 (nри 
фиксированных значениях х1,х3 ) имеет две особые точки типа nолюса при х2 = ivo и 

( 2 2 2 '112 2 2 2 при х2 -iv0 , где v0 = \x1 +к3 - k  J . Предnоложим, что х1 +х3 > k , где k 
действитель11о. Тогда nервый nолюс находнтся в верхней полуплоскости, а второй - в 
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нижней. Если у - у'< О ,  то интеграл по х2 можно дополнить интегралом по полукругу 
бесконечно большого радиуса в верхней nолуплоскости, где при х2 ---t ioo подынтеграль
ное выражение стремится к нулю. Тогда интеграл по х.2 в (П4.3) равен интегралу по 
замкнутому контуру, охватываюшему особую точку. Применяя теорему о вычетах, нахо
дим, что интеграл равен nроизведению 2rti на вычет в верхней полуплоскости в точке 
х2 = iv0 • Вычислениями находим, что интеграл по х.2 равен nv0

1 
exp[v0(y - у')] . 

При у - у' > О интеграл по х.2 можно доnолнить интегралом по полукругу бес
конечно большого радиуса в нижней nолуплоскости, где nри х.2 ---t -i= nодынтегральное 
выражение стремится к нулю. Тогда интеграл равен интегралу по замкнутому контуру. С 
помошью теоремы о вычетах находим значение интеграла, равное nv01 exp[-v0(y у')] .  

Таким образом, после интегрирования по х.2 

1 � "" -i><1 (x-x)-ixз(z-z')±J><t+xj-k2 (у-у') 
G(p,q) = -2 f f _e __ r====----d'".ldxз 

87t -- ' 

где верхний знак берется при у - у' < О , а нижний nри у - у' >  О . 

(П4.5) 

При х� + xj < k 2 тем же путем получаем выражение (П4.5). Последнее выра
жевие справедливо и при комплексном значении k . 

2. В ЦСК х =  rcos<p, у r sinq>, z z . Для прообразования (П4.4) введем за
мену переменных интегрирования х1 = xcosljf, х.2 = x.sinljf, х.3 = h  11 замен11м экспо
nеиты exp[-ixrcos(ljf - q>}], exp[ixr'cos(ljf - q>J] их разложениями (П3.9). Выполняя ин
тегрирование по 1Jf , имеем 

l � . ( ') G(p,q) = --2 L,e-m qнp 
4n n=-

Для того, чтобы получить пределы интегрирования по " от -= до оо при 
r > r' заменим J n (x.r) , а при r < r' J n (x.r') по (П3.7) и применим формулу 
Jn(x) (-l)n Jn(-x) . Объединяя результат и применяя теорию вычетов для интегрирова
ния по " , находим 

G( ) l � -iл(ч>--<!11 ""J -ih(z-z)dh {Jп(vr')HJ(vr), p,q = -. "-'е е х � , Sm n=� --. J n (vr)H;; (vr ), 

r � r', 
r � r', 

rде v = -i� h2 - k2 и учтено асимпготическое поведение (П3.4) функции Ганкеля. 

(П4.6) 

3. В ССК, если Rpq = [(x - x')2 + (y - y')2 + (z - {)2 ]!12 рассгояиие между 
точками наблюдения р и интегрирования q , то nереходя от дек к ССК с помощью 
связей х - х' = Rqp sin8cosq>, у - у' = Rpq sin 8sinq>, z - z' = Rpq cose и вводя в простран
стве коэффициентов распространения переменвые х., t), 1Jf с nомощью замены 
х1 xsint)cosw, х2 = x.sint)sinljf, х.3 xcost) и предполагая, что точка р находится 
на оси z - z' 

, сразу находим значения интегралов по ljf и t) в (П4 .3 ). В результате имеем 
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Для того; чтобы перейти здесь к интегралу по х в бесконечных пределах и за
тем воспользоваться теоремой о вычетах, сделаем замену переменной х = -х' во втором 
интеграле. Тогда, объединяя интегралы, получаем 

_ 1 "'J exp(ixR pq) 
G(p,q) - -2-.- 2 2 dк. 4n 1Rpq - х - k  

(П4.7) 

Подынтегральное выражение здесь имеет две особые точки типа полюса при 
х = х01 = k � - ia и х = х02 = -k = --fi + ia . Первый полюс х01 лежит в четвертом 

квадраите комплексного перемениого х , а второй полюс х02 - во втором. ДобавлЯII к 
(П4.7) исчезающее малый иитеграл по полукругу в верхней полуплоскости комплексного 
перемениого х и приме!UIЯ теорему о вычетах, получаем 

1 е -ikRм 
G(p,q) = ---. 

4n Rpq 
(П4.8) 

Эта свернутая форма функции Грина часто применяется при вычислении полей 
в неограниченном nространстве. 

4. Для того, чтобы выяснить физическое содержание функции Грина, подставим 
в уравнение Гельмгольца ( 1 . 1 17) его решение (П4.4): 

J
�c ' ' '{( д2 д2 д2 }( ]dx' 'd ' �с J (х , y , z -2 + -2 + -2 p,q) dy z = -J (x, y, z) v. дх ду дz 

Объект в квадратных скобках есть о -функция, так как переводит функцию 

j< ( q) ю точек q в точки р по nравилу (П2. 1  ). Следовательно, 

дG(p.q)+ k2G(p,q) = -15(p-q) , (П4.9) 
т.е. функция Грина удовлетворяет скалярному уравнению Гельмгольца, источником ее 
является точечный источник в точке q . Уравнение (П4.9) однородно при всех р , кроме 
р = q , т.е. когда точка наблюдения совпадает с точечным источником. 

Мгновенное значение G(p,q;t) Re[G(p,q)exp(i@)] = exp(-aR)/ 41tRpq х 

xcos(rot -�Rpq) . Значит, функция G(p,q) выражает расходяшуюся от точечного источ

ника волну, амплитуда которой в трехмерном пространстве без потерь убывает с ростом 
расстояния от источника Rpq как 1 /  Rpq , а если имеются тепловые потери (а >' 0) , то no 
закону exp(-aRpq)l Rpq .  

Отметим, что вторым решением уравнения (П4.9) является 
G1 (p,q) 1141Г.Rpq · exp(ikRpq ) . Оно описывает сходяшуюся к точеqному источнику вол-

ну (если зависимость от времени векторов nоля выбрана в виде exp(iO>l) ). 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 
Вектор плотности тока: 

линейного - 19, 120 
магнитного смещения - 33, 60 
поверхностного - 18, 152, 212 
полного электрического - 31 
объемноrо - 16, 17, 54 
смещения - 31,  54, 213 
электрической и магнитной 

поляризаций - 42 

Волна: 
азимутально-однородная - 233, 271 
аномальная - 233, 279 
антифазная - 249, 251 
бегущая - 84, 98, 1 18, 207 
быстрая - 124 
высшего типа - 209 
гибридная - 269 
затухающая - 208 
земная - 458 
ионосферная - 459 
критическая длина - 208, 230, 273 
локально-плоская - 434, 437 
медленная - 1 19, 133 
магнитного типа - 126, 187, 207 
нормально поляризованная - 163 
обыкновенная, необыкновенная -

398, 399 
однороднь - 122 
основного типа - 209, 230, 238, 242 
парциальная - 170, 261, 264, 430 
плоская - 134 
поверхностная - 1 19, 133, 169, 263, 267 
поперечнь - 98, 239 
пространствеиная - 251 
прямь, обратнь - 392 
стоячая - 84, 207 
сферическая - 98, 129 
тропосферная - 459, 497 
цилиндрическая - 122 
электрического типа - 126, 187, 207 

Волновая функция - 97 

Вольтамперная характеристика - 25 
Гармоники Флоке - 299, 372 

Глубина проникновения - 99, 100 

Диапазон радиоволн - 8 

Дисперсия среды - 28, 29, 99, 208, 506 

Диссипация - 39 

Добротность: 
собственная - 313 
нагруженная - 314 
внешняя - 3 14 

Дифракция - 343, 35 1, 353, 364, 446 

Закон: 
Джоуля-Ленца - 37, 38 
интенсивности - 439, 448 
Кирхгофа - 9, 34, 36 
Кулона - 19 
обобщенный Гаусса - 21, 29 
обобщенный Ома - 27, 36 
обобщенный Релея - 465 
обобщенный электромагнитной 

индукции - 31, 32 
полного тока - 22, 23, 30, 3 1  
преломления и отражения 

лучей - 443 
Снеллиуса - 164 
сохранения электрического 

заряда - 15, 17, 94 
сохранения энергии ЭМ поля - 44, 

45,59 

Задача граничная - 145, 146, 189, 
199, 315 

Заряд: 
плотность линейного - 14, 120 
плотность поверхностного - 14 
плотность объемного - 13  

Затухание: 
нерезонансное - 500 
резонансное - 500 

Зона: 
ближняя - 104, 1 13 
дальняя (излучения) - 91,1 13,128,364 
промежуточная - 104 
Фраунгофера - 364 

Френеля - 367, 368 

Излучатель: 
Герца - 101 
Гюйгенса - 132, 367 
поверхностный - 85, 126 
прямолинейный - 79, 82, 87, 90, 1 16 
элементарный - 103, 1 14, 131 ,  367 

Интерференция - 1 14, 367 
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Колебания: 
вынужденные - 309, 3 1 4  
вырожденные - 3 1 9  
высшле типы - 3 1 9  
основного пша - 3 1 9, 325, 329 
собственные - 309 
тип - 3 10 
электри.ческоrо 11 магнlf!'llого 

TIIПOB - 3 1 8  

Коэффициент: 
замедления - 260, 274, 305 
затухания - 73, 99, 101,  194, 196, 

221, 233 
отражения, прохождения - 165, 167, 

170, 420, 423, 428 
распространения волны - 1 85, 188, 

203 
''усиления преrurrствием" - 486 
фазы - 73, 97, 101 
Френеля - 165, 167 

Луч: - 368 
геометрический световой - 437 
дифракционный - 375 
зеркальный - 468 
вектор кривизны - 441 
основной - 375 
радиус кривизны - 442, 490 
разность хода - 9 1  
траектория - 491, 508 

Метод: 
дифракционных лучей - 451 
зеркальных изображений - 1 8 1 ,  467 
интегрального уравнения - 453 
Казанцева 520 
краевых волн - 451 
параболического уравнения - 452 
разделения переменных 226, 4 1 8  
физической оnтики - 450 

Мощность: 
излучения - 108, 1 14, 123, 224, 461 
переносимая - 1 90, 2 1 9  

Наnравленности: 
характеристика - 95, 104, 130 
диаrрамма - 95, 105, 1 3 1 , 359 

Периодическая решетка - 370 

Поляризация nоля: 
вертикальная - 166 
вращающаяся - 135 
вырождение - 232, 234 
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круговая 136 
левая - 1 37 
линейная - 135, 398 
нормальная - 163, 180 
параллельная - 166, 178 
правая - 137 
предельная - 5 1 3  
прошедшего через ионосферу - 5 1 4  
эллиптическая - 1 36, 171, 232, 475, 

479 

Принциn: 
взаимности (теорема) - 159, 396 
Гюйrеиса - 155 
Гюйгенса-Френеля - 156 
Гюйrенса-Кнрхгофа - 1 57 
перестановочной двойственности -

6 1 , 391 
предельного поглощения - 148 
Ферма - 445 
эквивалентных поверхностных 

токов - 1 53 

Рамка: 
электрического тока - 80, 82, 1 09 
элементарная - 82, 1 1 1  
элементарная мarнlf!'llaя - 83, 1 15, 

214 

Релаксация - 39, 70 

Рефракция: - 442, 490 
береговая - 482 
нормальная троnосферная - 493 
положительная, отрицательная - 494 
сверхрефракция 494 

Скорость: 
групповая - 99, 100, 1 24, 208 
света - 97, 1 1 8  
фазовая - 97, 1 1 8, 124, 208 

Собственная: 
длина волны 308 
добротность - 308, 3 1 3, 322, 326, 329 
частота - 308, 3 1 2, 330 

Трасса: 
закрытая - 369 
открытая - 369 

Уравнения: 
баланса мощностей 45, 59 
волновые - 69, 7 1  

Гельмгольца - 73, 74 
дисперсионное - 229, 258, 265, 271, 

280 
Лаоласа - 75, 291 
Максвелла - 32, 53, 60 



материальные - 19, 27, 28, 34, 53, 55 
релаксации - 70 
эйконала - 436 

Условия: 
граничные - 63, 64, 67, 189, 190, 254, 302 
излучения - 148, 190 
импедансные - 173, 295 
Лоренца - 69, 70, 72 
на ребре - 356 

Формула: 
Введенского - 474 
литерференционная - 472 
Шулейкина-Ван дер Поля - 480 

Френеля: 
дифракция - 364 
зоны - 367 
интегралы - 365 

Фронт волны - 97 

Характеристика: 
направленности - 95, 104, 130 
рассеяния - 350 

Частота 
комбинационная - 408 
максимальная и наименьшая 
применимыс - 519 
оптимальная рабочая - 519 
поперечного ферромагнитного 

резонанса - 399 

свободной прецессии - 380 
собственная - 308, 3 12, 325, 387 

гиромагнитного резонанса - 385 

Эйконал - 435 

Эффект: 
антипода - 523 
близости - 250 
Котгона-Мугона - 402 

краевой - 139 
Люксембург-Горьковский - 403 
поверхностный в проводниках -

174, 283 

смещения поля - 390, 399 
Фарадея - 395, 396, 513  
Фохта - 402, 513  

Явление: 
гиромагнитного резонанса - 383, 

385, 388 
дифракции - 343 
полного внутреннего отражения 

(преломления) - 167, 168, 261, 432 
поперечного гиромагнитного резо

нанса - 399, 507 
продольного гиромагнитного резо

нанса - 389, 506 
самовоздействия волны - 402 
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ил., ISBN 5-9351 7-092-2 

И:шаrаются основные вопросы теории излучения и приема радиоволн, рассмаtрива
ются наиболее распросtраненные типы антенно-фидерных усtройств и методы их расче
та, особенности линии питания антенн ра:шичных ВОJIН, а также вопросы элекrромаrнит
ной совместимости антенн, общая теория и особенности распросtранения радиоволн 
различных диапазонов. Особое внимание уделено вопросам, имеющим непосредстаенное 
отношение к nроектированию и эксnлуатации систем радиосвязи, радиовещания и теле
видения. 

Для студентов специальности «Радиосвязь, радиовещание, телевидение». Может быть 
nолезна также студентам другях радяотехническях сnециальностей, связанных с расчетом 
и эксnлуатацией соответствующих радиосистем. 

Колосовекий Е. А. Устройства приема и обработки сигналов. Учебное пособие 
для вузов. - М: ГорlrЧая. линия-Телеком, 2007. - 456 с.: ил., ISBN 5-935 1 7-264-Х. 

Систематиэированы сведения по всем разделам вузовской програм-мы одно
именного курса. Изложены теоретические основы nриема сигналов на фоне nомех, 
прииципы построения трактов сигнальной и промежуточной частоты радиоnрием
ных устройств, основные положения теории синтеза частот, сnособы обеспечения 
регулировок и структуры частных tрактов при приеме сигналов с различными вида
ми модуляции. Рассмотрены факторы, влияющие на качественные показатели ра
диоприемных устройств. 

Для студентов вузов, обучающихся по сnециальности 200700 «Радиотехника» 
наnравления 654200 - «Радиотехникан. Может быть использовано дщ1 повышения 
квалификации специалистами. 

Петров Б. М., Костромитин Г. И., Горемыкин Е. В. Логопериодические вибра

торвые антенны: Учебное nособие для вузов. М.: Гор�rЧая. линия- Телеком, -
2004. 239 с., ISBN 5-93517-191-0. 

Изложены методы расч!та и особенности конструкций применяющихся в дециметро
вом диапазоне длин волн широкополосных телевизионных, сотовой связи и радиотеле
фонных классическях, частичнопечаmых, печатных и с кусочно-линейаыми излучателя
ми логоnериодических вибраторных антенн; приведены программы расч!!тов и рекомен
дации по изготовлению антенн. 

Для студентов, обучающихся по направлению «Радu:отехника», радu:оu:нженеров и 
квалифицированных радиолюбителей. 

Справки по телефону: (495) 737-39-27, e-mail: radios_hl@mtu-net.ru 
WWW.TECНВOOK.RU. 

Заказать кииrи наложенным плате:ж:ом можно 
через nочтовое агентство <�ессю>, выслав почтовую открытку 

или письмо по адРесу: 107 1 13, Москва, а/я 1 0, <<Dessy»; тел. (495) 3 04-72-3 1 
или по электронной nочте: post@dessy.ru. 



В учебнике систематически и подробно рассмотрены основные уравнения 
и положения электродинамики. изучаются возбуждаемые электромагнитные 
(ЭМ) поля в неограниченном однородном пространстве. теория направляющих 
систем. граничные задачи о возбуждении или возможности существования ЭМ 
волн в направляющих системах и в объемных резонаторах. явления рассеяния и 
дифракции волн. соответствующие прикладным задачам радиотехники; 
изложены основные положения геометрической оптики. понятия о нелинейных 
средах и о распространении ЭМ волн в неоднородных и анизотропных средах; 
рассмотрено влияние поверхности Земли. тропосферы и ионосферы на 
распространение ЭМ волн различных диапазонов. Особое внимание уделено 
физической интерпретации явлений электромагнетизма. имеется 378 иллю
страций. Даны примеры расчетов и сформулированы 1 32 контрольные задачи. 

Для студентов радиотехнических специальностей. 

Петров &ормс Ммхамповмч. доктор техн. наук. профессор. заслуженный 
деятель науки РФ, действительный член Академии Инженерных наук РФ. 
Работает профессором кафедры Антенн и радиопередающих устройств 
Таганрогского государственного радиотехнического университета. который 
закончил в 1 957 г. Обучался в аспирантуре Московского энергетического 
института (у проф. Г.Т. Маркова). где защитил кандидатскую ( 1 965 г.) 
и докторскую ( 1 975 г.)диссертации. 

Научная специализация - прикладная электродинамика. антенны 
и устройстваСВЧ и КВЧ. 

Опубликовал более 200 научных и научно-методических работ. в том числе 
21 авторское свидетельство на изобретения. Подготовил 33 кандидата 
и 2 доктора наук. 
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